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�¡§μ· ¶μ¸¢ÖÐ¥´ ¸μ¢·¥³¥´´μ³Ê ¸μ¸ÉμÖ´¨Õ ¤¥² ¢ μ¡² ¸É¨ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨° ¤¨´ ³¨±¨ ¶ÊÎ± 
¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´ Ì ¸ Í¨Ë·μ¢Ò³¨ Ï¨·μ±μ¶μ²μ¸´Ò³¨ ¸¨¸É¥³ ³¨ ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î-
´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° § ·Ö¦¥´´ÒÌ Î ¸É¨Í. �¸μ¡μ¥ ¢´¨³ ´¨¥ Ê¤¥²¥´μ ±μ²¨Î¥¸É¢¥´´Ò³ ¨ ± Î¥¸É¢¥´´Ò³
§ ±μ´μ³¥·´μ¸ÉÖ³ ¤²Ö ¤¥±·¥³¥´Éμ¢ ¨ ¸¤¢¨£μ¢ Î ¸ÉμÉ § ÉÊÌ ÕÐ¨Ì ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¸£Ê¸É-
±μ¢ ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´¥ ¶·¨ ´ ²¨Î¨¨ Í¨Ë·μ¢μ° μ¡· ¡μÉ±¨ ¤¥É¥±É¨·Ê¥³ÒÌ ¸¨£´ ²μ¢ ¢ Í¥¶¨ μ¡· É´μ°
¸¢Ö§¨ ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö. ’¥μ·¥É¨Î¥¸±¨¥ ¶·¥¤¸± § ´¨Ö ¸μ¶μ¸É ¢²¥´Ò ¸ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´Ò³¨
¤ ´´Ò³¨, ¶μ²ÊÎ¥´´Ò³¨ ´  	μ²ÓÏμ³  ¤·μ´´μ³ ±μ²² °¤¥·¥ (LHC).

A review of modern studies of beam dynamics in synchrotrons with digital wideband transverse
feedback systems is presented. Features of decisions for decrements and frequency shifts of the
coherent betatron oscillation decay caused by a digital signal processing in a feedback chain are
revealed. Theoretical predictions are compared with the experimental data obtained at the Large
Hadron Collider.

PACS: 29.20.dk; 29.27.-a

‚‚…„…�ˆ…

�μ¢ÒÏ¥´¨¥ ¨´É¥´¸¨¢´μ¸É¨ ¨ Ê³¥´ÓÏ¥´¨¥ Ë §μ¢ÒÌ μ¡Ñ¥³μ¢ ´ ±μ¶²¥´´ÒÌ
¨ Ê¸±μ·¥´´ÒÌ ¶ÊÎ±μ¢ Ö¢²Ö¥É¸Ö  ±ÉÊ ²Ó´μ° § ¤ Î¥° ¤²Ö Ë¨§¨±¨ ¨ É¥Ì´¨±¨ ¸μ-
¢·¥³¥´´ÒÌ ±μ²ÓÍ¥¢ÒÌ Ê¸±μ·¨É¥²¥° § ·Ö¦¥´´ÒÌ Î ¸É¨Í. �¤´  ¨§ ±²ÕÎ¥¢ÒÌ
¶·μ¡²¥³, ·¥Ï ¥³ÒÌ ¢ ÔÉμ³ ±μ´É¥±¸É¥ (μ¸μ¡¥´´μ ¤²Ö ¶·μÉμ´´ÒÌ (¨μ´´ÒÌ)
¸¨´Ì·μÉ·μ´μ¢), Å ÔÉμ ¡Ò¸É·μ¥ ¶μ¤ ¢²¥´¨¥ ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°, ¢μ§´¨-
± ÕÐ¨Ì ¨§-§  μÏ¨¡μ± ¨´¦¥±Í¨¨, ¨ ¶·μÉ¨¢μ¤¥°¸É¢¨¥ ±μ£¥·¥´É´Ò³ (±μ²²¥±-
É¨¢´Ò³) ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÖ³ ¶ÊÎ± . �¸´μ¢´ Ö ´ £·Ê§±  ¶·¨ ·¥Ï¥´¨¨ Ê± § ´´μ°
¶·μ¡²¥³Ò ¢μ§² £ ¥É¸Ö ´  É¥Ì´μ²μ£¨Î¥¸±¨¥ ¸¨¸É¥³Ò μÉ·¨Í É¥²Ó´μ° μ¡· É´μ°
¸¢Ö§¨ ¶μ ¶ÊÎ±Ê, ¢ ±μÉμ·ÒÌ ±μ··¥±É¨·ÊÕÐ¥¥ ¢μ§¤¥°¸É¢¨¥ ´  ¸£Ê¸Éμ± ¶·μ¶μ·-
Í¨μ´ ²Ó´μ ±μ£¥·¥´É´μ³Ê ¸³¥Ð¥´¨Õ ÔÉμ£μ ¦¥ ¸£Ê¸É±  ¢ ¶·¥¤Ï¥¸É¢ÊÕÐ¨¥ ³μ-
³¥´ÉÒ ¢·¥³¥´¨ [1,2].
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‚ ¶¥·¢ÒÌ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´ÒÌ ·¥ ²¨§ Í¨ÖÌ ¸¨¸É¥³ ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö (‘�) ¶μ-
¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¶ÊÎ±  ± ± Í¥²μ£μ (¸³., ´ ¶·¨³¥·, [3, 4])
 ±É¨¢´μ¥ ¢μ§¤¥°¸É¢¨¥ ´  ¶ÊÎμ± μ¸ÊÐ¥¸É¢²Ö²μ¸Ó ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¥£μ
¤¥Ë²¥±Éμ· , ´  ±μÉμ·Ò° ¶μ¤ ¢ ²¸Ö  ´ ²μ£μ¢Ò° ¸¨£´ ² ¸ ¤ ÉÎ¨±  ¶μ²μ¦¥´¨Ö,
¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´Ò° ¸³¥Ð¥´¨Õ Í¥´É·  ÉÖ¦¥¸É¨ ¶ÊÎ±  ¢ ¶·¥¤Ï¥¸É¢ÊÕÐ¨¥ ³μ-
³¥´ÉÒ ¢·¥³¥´¨. �·¨ ¸¨´Ì·μ´¨§ Í¨¨ μÉ¸Î¥Éμ¢ ¤²Ö ¨§³¥·¥´´ÒÌ μÉ±²μ´¥´¨° ¨
±μ··¥±É¨·ÊÕÐ¨Ì ¨³¶Ê²Ó¸´ÒÌ ¢μ§¤¥°¸É¢¨° ¤²Ö μ¤´¨Ì ¨ É¥Ì ¦¥ Î ¸É¨Í μ¡¥¸¶¥-
Î¨¢ ²μ¸Ó ¶μ¤ ¢²¥´¨¥ ¨Ì ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¶·¨ Ê¸²μ¢¨¨, ÎÉμ
³¥¦¤Ê ¤ ÉÎ¨±μ³ ¶μ²μ¦¥´¨Ö ¨ ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¨³ ¤¥Ë²¥±Éμ·μ³ Ê±² ¤Ò¢ ¥É¸Ö ´¥-
Î¥É´μ¥ Î¨¸²μ Î¥É¢¥·É¥° ¤²¨´ ¢μ²´ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°, É. ¥. ¤·μ¡´ Ö Î ¸ÉÓ
´ ¡¥£  Ë §Ò ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° μÉ ¤ ÉÎ¨±  ¤μ ¤¥Ë²¥±Éμ·  · ¢´  ±90◦.

‚ ¶μ¸²¥¤ÊÕÐ¨¥ £μ¤Ò ´  ³´μ£¨Ì ¸¨´Ì·μÉ·μ´ Ì ¡Ò²¨ ¢¢¥¤¥´Ò ¢ Ô±¸¶²Ê -
É Í¨Õ  ´ ²μ£μ¢Ò¥ ‘�, ±μÉμ·Ò¥ ¶μ§¢μ²Ö²¨ ¶μ¤ ¢²ÖÉÓ ´¥ Éμ²Ó±μ ±μ£¥·¥´É´Ò¥
¶μ¶¥·¥Î´Ò¥ ±μ²¥¡ ´¨Ö ¶ÊÎ±  ¢ Í¥²μ³, ´μ ¨ μ¸É ÉμÎ´Ò¥ ±μ²¥¡ ´¨Ö μÉ¤¥²Ó´ÒÌ
¸£Ê¸É±μ¢ ¶·¨ ¨Ì ¨´¦¥±Í¨¨ ¨§ ¸¨´Ì·μÉ·μ´ -¨´¦¥±Éμ·  ¢ μ¸´μ¢´μ° ¸¨´Ì·μ-
É·μ´. �  Ê¸±μ·¨É¥²¥ “-70 (ˆ”‚�, �·μÉ¢¨´μ) ¡Ò²  ¸μ§¤ ´  ‘� ¸ ¢¥·Ì´¥° £· -
´¨Î´μ° Î ¸ÉμÉμ° ¶·μ¶Ê¸± ´¨Ö, ¶·¥¢ÒÏ ÕÐ¥° Î ¸ÉμÉÊ Ê¸±μ·ÖÕÐ¥£μ ¶μ²Ö [5].
„¥±·¥³¥´É α § ÉÊÌ ÕÐ¨Ì ±μ²¥¡ ´¨° §  μ¡μ·μÉ ¶·¨ ¨´¦¥±Í¨¨ ¶·μÉμ´μ¢ ¸μ-
¸É ¢²Ö² α = T0/τd ≈ 0,005, £¤¥ T0 Å ¶¥·¨μ¤ μ¡· Ð¥´¨Ö § ·Ö¦¥´´μ° Î ¸É¨ÍÒ
¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´¥, τd Å ¶μ¸ÉμÖ´´ Ö ¢·¥³¥´¨ § ÉÊÌ ´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°,
±μÉμ· Ö ´ ¡²Õ¤ ¥É¸Ö ¢ ¨§³¥·¥´¨ÖÌ ¸¨£´ ²  ¸ ¤ ÉÎ¨±  ¶μ²μ¦¥´¨Ö. 	μ²¥¥ ¢Ò-
¸μ±¨° É¥³¶ ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ¶·¨ ¶·¨³¥´¥´¨¨ ‘� ¡Ò² ¤μ¸É¨£´ÊÉ ´  SPS (–…��):
α ≈ 0,012 (¸³. [6]).

�  “-70 É ±¦¥ Ê¸¶¥Ï´μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ² ¸Ó ‘� ¸ ¤¢Ê³Ö ¤ ÉÎ¨± ³¨ ¶μ²μ-
¦¥´¨Ö [7], ¸³¥Ð¥´´Ò³¨ ¤·Ê£ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¤·Ê£  ´  Î¥É¢¥·ÉÓ ¤²¨´Ò ¢μ²´Ò
¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°. ‚ É ±μ° ¸Ì¥³¥ μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ²μ¸Ó μ¶É¨³ ²Ó´μ¥ Ë §μ¢μ¥
¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ ‚—-¸¨£´ ²μ¢ ´  ¤¥Ë²¥±Éμ·¥ ¨ ¢¨·ÉÊ ²Ó´μ³ ¤ ÉÎ¨±¥, μ¡· §μ¢ ´-
´μ³ §  ¸Î¥É ¸Ê³³¨·μ¢ ´¨Ö ¸¨£´ ²μ¢ ¸ ¤¢ÊÌ ¨§³¥·¨É¥²Ó´ÒÌ ¤ ÉÎ¨±μ¢ ¸ ¢¥-
¸μ¢Ò³¨ ±μÔËË¨Í¨¥´É ³¨. ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ μ¶É¨³ ²Ó´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö ¤²Ö ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö
±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¤μ¸É¨£ ²¨¸Ó ¶·¨ ¨§³¥´¥´¨¨ ¢ ´¥¡μ²ÓÏμ³
¤¨ ¶ §μ´¥ Î ¸ÉμÉ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¨ ¢μ§´¨± ÕÐ¨Ì ¢¸²¥¤¸É¢¨¥ ÔÉμ£μ
¨§³¥´¥´¨° ´ ¡¥£μ¢ Ë §Ò ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° μÉ ¤ ÉÎ¨±  ¤μ ¤¥Ë²¥±Éμ· .

�·¨ ÉÐ É¥²Ó´μ° ´ ¸É·μ°±¥ ‘� Ê¤ ¢ ²μ¸Ó Ê¢¥²¨Î¨ÉÓ ¨´É¥´¸¨¢´μ¸ÉÓ ¶ÊÎ± 
´  ¢¸¥Ì ¸¨´Ì·μÉ·μ´ Ì (Ô²¥±É·μ´´ÒÌ ¨ ¶·μÉμ´´ÒÌ), £¤¥ ¶μ¤μ¡´Ò¥ ‘� Ê¸É ´ -
¢²¨¢ ²¨¸Ó. ’ ±, ´ ¶·¨³¥·, ´  ¸¨´Ì·μÉ·μ´¥ PETRA ¶·¨ ¢¥²¨Î¨´¥ ¶μ·μ£μ¢μ£μ
Éμ±  3 ³� ¨ ¢·¥³¥´´μ³ ¶·μ³¥¦ÊÉ±¥ 96 ´¸ ³¥¦¤Ê 80 ¸£Ê¸É± ³¨ ¶μ²ÊÎ¥´ ¸·¥¤-
´¨° Éμ± ¶ÊÎ±  56 ³� ¶·¨ α ≈ 0,0384 (¸³. [8]). �·¨ ³ ²ÒÌ ¨´É¥´¸¨¢´μ¸ÉÖÌ
Ô²¥±É·μ´´μ£μ ¶ÊÎ±  ¤²Ö ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¶μ²ÊÎ¥´ ¢ ¤¢  · §  ¡μ²¥¥ ¢Ò-
¸μ±¨° É¥³¶ ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö [9].

�  Ô²¥±É·μ´-¶μ§¨É·μ´´μ³ ±μ²² °¤¥·¥ ‚���-4Œ ¶μ²ÊÎ¥´μ ¡μ²¥¥ Î¥³
É·¥Ì±· É´μ¥ ¶·¥¢ÒÏ¥´¨¥ ¶μ·μ£μ¢μ£μ Éμ±  ¶μ¶¥·¥Î´μ° ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨, ¶·¨-
Î¥³ μ£· ´¨Î¥´¨¥ Éμ±  ¨´¦¥±É¨·μ¢ ´´μ£μ ¶ÊÎ±  μ¶·¥¤¥²Ö²μ¸Ó ¡Ê¸É¥·´Ò³ ´ -
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±μ¶¨É¥²¥³ ‚���-3,   ´¥ ¸¨¸É¥³μ° μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ [10]. „²Ö ¢¥·É¨± ²Ó´ÒÌ
±μ²¥¡ ´¨° ¤¥±·¥³¥´É ¸μ¸É ¢²Ö² α ≈ 0,01.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ‘� μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ÕÉ ¶μ¤ ¢²¥´¨¥ ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ
´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¥° ¸£Ê¸É±μ¢ ¢ ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¨Ì ¸¨´Ì·μÉ·μ´ Ì. �¤´ ±μ ¤μ¸É¨£´Ê-
ÉÒ¥ ¤¥±·¥³¥´ÉÒ ´¥¤μ¸É ÉμÎ´Ò ¤²Ö ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö μÏ¨¡μ± ¨´¦¥±Í¨¨, ±μÉμ·Ò¥
¶·¨¢μ¤ÖÉ ± ´¥¦¥² É¥²Ó´μ³Ê ·μ¸ÉÊ Ë §μ¢μ£μ μ¡Ñ¥³  ¶ÊÎ±  ¨, ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ,
¥£μ ¶μ¶¥·¥Î´μ£μ ¨ ¶·μ¤μ²Ó´μ£μ · §³¥·μ¢. ’ ±, ´  Ê¸±μ·¨É¥²Ó´μ³ ±μ³¶²¥±¸¥
–…��, ¢ ¸μ¸É ¢¥ ±μÉμ·μ£μ ¶·¨ Ê¸±μ·¥´¨¨ ¶·μÉμ´´ÒÌ ¸£Ê¸É±μ¢ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö
Í¥¶μÎ±  ¨§ Î¥ÉÒ·¥Ì ¸¨´Ì·μÉ·μ´μ¢ PSBÄPSÄSPSÄLHC, ´μ·³ ²¨§μ¢ ´´Ò° ¶μ-
¶¥·¥Î´Ò° Ô³¨ÉÉ ´¸ ¶ÊÎ±  ¢μ§· ¸É ¥É ¶μÎÉ¨ ¢ 1,5 · §  ¢ μ¸´μ¢´μ³ ¨§-§  μÏ¨-
¡μ± ¨´¦¥±Í¨¨ [11]. ‚ · ¡μÉ¥ [12] ¶μ²ÊÎ¥´μ, ÎÉμ ·μ¸É Ô³¨ÉÉ ´¸  ¶ÊÎ±  ¢¸²¥¤-
¸É¢¨¥ μÏ¨¡μ± ¨´¦¥±Í¨¨ ¢ μÉ¸ÊÉ¸É¢¨¥ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¥° § ¢¨¸¨É μÉ μÉ´μÏ¥´¨Ö
¶μ¸ÉμÖ´´μ° ¢·¥³¥´¨  ±É¨¢´μ£μ ¤¥³¶Ë¨·μ¢ ´¨Ö ±μ£¥·¥´É´μ£μ ¤¢¨¦¥´¨Ö ± ¶μ-
¸ÉμÖ´´μ° ¢·¥³¥´¨ ¥¸É¥¸É¢¥´´μ£μ § ÉÊÌ ´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°, ¶·μ¨¸Ìμ-
¤ÖÐ¨Ì ¨§-§  ´¥²¨´¥°´μ¸É¨ ¡¥É É·μ´´μ£μ ¨²¨ ¸¨´Ì·μÉ·μ´´μ£μ ¤¢¨¦¥´¨°. —¥³
³¥´ÓÏ¥ ÔÉμ μÉ´μÏ¥´¨¥, É¥³ ³¥´ÓÏ Ö ¤μ²Ö ´ Î ²Ó´μ° ±μ£¥·¥´É´μ° μÏ¨¡±¨
Ê¸¶¥¢ ¥É ¶¥·¥°É¨ ¢ ´¥±μ£¥·¥´É´μ¥ ¤¢¨¦¥´¨¥, ´¥μ¡· É¨³μ ÊÌÊ¤Ï Ö ± Î¥¸É¢μ
¶ÊÎ± . Ÿ¸´μ, ÎÉμ ¤¥±·¥³¥´É · ¸É¥É ¶·¨ Ê¢¥²¨Î¥´¨¨ ±μ··¥±É¨·ÊÕÐ¥£μ ¢μ§¤¥°-
¸É¢¨Ö ‘�, ±μÉμ·μ¥ ¨³¥¥É ¥¸É¥¸É¢¥´´μ¥ μ£· ´¨Î¥´¨¥: ±μ··¥±É¨·ÊÕÐ¨° ¨³-
¶Ê²Ó¸ ´¥ ¤μ²¦¥´ ¶·¥¢ÒÏ ÉÓ ±μ£¥·¥´É´Ò° ¨³¶Ê²Ó¸, μÉ¢¥Î ÕÐ¨° μÏ¨¡±¥ ¨´-
¦¥±Í¨¨.

‘ÊÐ¥¸É¢¥´´Ò° ¶·μ£·¥¸¸ ¶·μ¨§μÏ¥² ¶·¨ ¶¥·¥Ìμ¤¥ ± Í¨Ë·μ¢Ò³ ¸¨¸É¥³ ³
¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°, ¢ ±μÉμ·ÒÌ μ¶É¨³ ²Ó´Ò¥ Ë -
§μ¢Ò¥ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ÕÉ¸Ö ¸ ¶μ³μÐÓÕ Í¨Ë·μ¢ÒÌ Ë¨²ÓÉ·μ¢ ¢ Í¥¶¨
μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ [13]. � ¶·¨³¥·, ´  ¸¨´Ì·μÉ·μ´¥ “-70 (ˆ”‚�, �·μÉ¢¨´μ)
¡Ò²  Ê¸¶¥Ï´μ ¨¸¶ÒÉ ´  Í¨Ë·μ¢ Ö ‘� ¨ ¶μ²ÊÎ¥´ É¥³¶ ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö μ±μ²μ
120 μ¡μ·μÉμ¢ ¶·¨ ¨´¦¥±Í¨¨ ¶·μÉμ´´μ£μ ¶ÊÎ±  [14], É. ¥. α = T0/τd ≈ 0,0083.
‘ ¶μ³μÐÓÕ Í¨Ë·μ¢μ° ‘� ´  LHC ¤²Ö ¶·μÉμ´´μ£μ ¶ÊÎ±  ¸ Ô´¥·£¨¥° 450 ƒÔ‚
(¶μ¸²¥ ¨´¦¥±Í¨¨) ¡Ò² ¶μ²ÊÎ¥´ É¥³¶ ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö μ±μ²μ 14 μ¡μ·μÉμ¢ (α ≈
0,071),   ¶·¨ Ô´¥·£¨¨ 3,5 ’Ô‚ ¤²Ö § ÉÊÌ ÕÐ¨Ì ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¢¥·É¨± ²Ó´ÒÌ
±μ²¥¡ ´¨° ¤¥±·¥³¥´É ¸μ¸É ¢²Ö² α � 0,05 [2].

‚ · ¡μÉ¥ [13] ¶·¨¢¥¤¥´  ¶μ¤·μ¡´ Ö ±² ¸¸¨Ë¨± Í¨Ö  ´ ²μ£μ¢ÒÌ ¨ Í¨-
Ë·μ¢ÒÌ ¸¨¸É¥³ ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°. �μ± § ´μ, ÎÉμ Ï¨·μ±μ
· ¸¶·μ¸É· ´¥´´Ò¥ ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ¤²Ö ¶μμ¡μ·μÉ´μ£μ (mode-by-mode) ¶μ-
¤ ¢²¥´¨Ö ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ¨ ¶·μ¤μ²Ó´ÒÌ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¥° § ³¥Ð ÕÉ¸Ö ´  Í¨Ë·μ-
¢Ò¥ Ï¨·μ±μ¶μ²μ¸´Ò¥ ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö. �¡μ¸´μ¢ ´μ, ÎÉμ ¸ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ -
´¨¥³ Í¨Ë·μ¢ÒÌ É¥Ì´μ²μ£¨° μ¡· ¡μÉ±¨ ¸¨£´ ²  ¢ Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ³μ¦´μ
¸μ§¤ ¢ ÉÓ ¢Ò¸μ±μÔËË¥±É¨¢´Ò¥ ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°,
Ê¶· ¢²ÖÕÐ¨¥ ¤¢¨¦¥´¨¥³ ± ¦¤μ£μ ¸£Ê¸É±  ¢ ³´μ£μ¸£Ê¸É±μ¢μ³ ·¥¦¨³¥ (bunch-
by-bunch). �·¨ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¨ É ±¨Ì ‘� ¨ ´ ²¨Î¨¨ ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°
¸£Ê¸É±  ¶·¨ ¤¢¨¦¥´¨¨ ¢¤μ²Ó μ·¡¨ÉÒ ¸¨´Ì·μÉ·μ´  μ¸ÊÐ¥¸É¢²Ö¥É¸Ö ±μ··¥±Í¨Ö
¨³¶Ê²Ó¸  ¸£Ê¸É±  ± ± Í¥²μ£μ ¢ ²¨´¥°´μ° ¶·μ¶μ·Í¨¨ ± ¥£μ ¦¥ ¸³¥Ð¥´¨Õ μÉ
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· ¢´μ¢¥¸´μ° μ·¡¨ÉÒ, ¨§³¥·¥´´μ³Ê ¢ ¶·¥¤Ï¥¸É¢ÊÕÐ¨¥ ³μ³¥´ÉÒ ¢·¥³¥´¨ ´ 
μ¤´μ³ ¨²¨ ´¥¸±μ²Ó±¨Ì μ¡μ·μÉ Ì. „²Ö ¢Ò¤¥²¥´¨Ö ¨´Ëμ·³ Í¨μ´´μ£μ ¸¨£´ ² 
´  Ëμ´¥ ¶μ³¥Ì ¨¸¶μ²Ó§ÊÕÉ¸Ö Í¨Ë·μ¢Ò¥ Ë¨²ÓÉ·Ò.

‘� ¤μ²¦´  μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ÉÓ ¶μ¤ ¢²¥´¨¥ ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¥° ¸£Ê¸É-
±μ¢ ¢ Ï¨·μ±μ³ ¤¨ ¶ §μ´¥ Î ¸ÉμÉ. ’ ±, ¤²Ö ¸¨¸É¥³ ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ
¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¸£Ê¸É±μ¢ ¸£·Ê¶¶¨·μ¢ ´´μ£μ ¶ÊÎ±  ³¨´¨³ ²Ó´ Ö Î -
¸ÉμÉ  fmin ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´  ¤·μ¡´μ° Î ¸É¨ Î¨¸²  ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°,
  ³ ±¸¨³ ²Ó´ Ö Î ¸ÉμÉ  fmax ¤μ²¦´  ¶·¥¢μ¸Ìμ¤¨ÉÓ fb/2, £¤¥ fb Å ³ ±¸¨-
³ ²Ó´ Ö Î ¸ÉμÉ  ¸²¥¤μ¢ ´¨Ö ¸£Ê¸É±μ¢ [1]. � ¶·¨³¥·, ¤²Ö ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö
±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¶·μÉμ´´μ£μ ¶ÊÎ±  ¢ LHC [2,15] ÔÉμÉ ¤¨ -
¶ §μ´ ¶·μ¸É¨· ¥É¸Ö μÉ fmin ≈ 3 ±ƒÍ ¤μ fmax ≈ 20 ŒƒÍ, ¶μ¸±μ²Ó±Ê ¤·μ¡´ Ö
Î ¸ÉÓ Î¨¸²  ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° {Q} ≈ 0,3, Î ¸ÉμÉ  μ¡· Ð¥´¨Ö ¶·μÉμ´μ¢
¢ ±μ²² °¤¥·¥ f0 = 11,24 ±ƒÍ,   ³¨´¨³ ²Ó´μ¥ · ¸¸ÉμÖ´¨¥ ³¥¦¤Ê ¸£Ê¸É± ³¨ μÉ-
¢¥Î ¥É ¨Ì · ¸¶μ²μ¦¥´¨Õ ¢ ± ¦¤μ° ¤¥¸ÖÉμ° ¸¥¶ · É·¨¸¥ (Î ¸ÉμÉ  Ê¸±μ·ÖÕÐ¥£μ
¶μ²Ö frf = 400 ŒƒÍ, ³ ±¸¨³ ²Ó´ Ö Î ¸ÉμÉ  ¸²¥¤μ¢ ´¨° ¸£Ê¸É±μ¢ fb = frf/10).
„²Ö Í¨·±Ê²¨·ÊÕÐ¨Ì ¢ ±μ²² °¤¥·¥ ¸£Ê¸É±μ¢ ¤¨¸±·¥É´μ¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ ¸¨£-
´ ²  ¸ ¨§³¥·¨É¥²Ó´μ£μ ¤ ÉÎ¨±  ¶μ²μ¦¥´¨Ö Í¥´É·  ÉÖ¦¥¸É¨ ¶ÊÎ± , ¶·μ¶μ·-
Í¨μ´ ²Ó´μ£μ ±μ£¥·¥´É´Ò³ ¸³¥Ð¥´¨Ö³ ¶ÊÎ±  μÉ · ¢´μ¢¥¸´μ° μ·¡¨ÉÒ, ¢ ¢¨¤¥
¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ¸É¨ μÉ¸Î¥Éμ¢, Ëμ·³¨·Ê¥³ÒÌ ´  ± ¦¤μ³ μ¡μ·μÉ¥ ¸ ³ ±¸¨³ ²Ó-
´μ° Î ¸ÉμÉμ° ¸²¥¤μ¢ ´¨Ö ¸£Ê¸É±μ¢ fb, μ¤´μ§´ Î´μ ¢μ§³μ¦´μ ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ ¸
É¥μ·¥³μ° ŠμÉ¥²Ó´¨±μ¢  [16] ¶·¨ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¨ ¢ ± Î¥¸É¢¥ É ±Éμ¢μ° Î ¸ÉμÉÒ
fclk > fb = 2fmax. „²Ö ‘� ¢ ±μ²² °¤¥·¥ LHC ¢Ò¶μ²´¥´¨¥ ¤ ´´μ£μ Ê¸²μ¢¨Ö
Ê¦¥ μ¡¥¸¶¥Î¥´μ ¸·¥¤¸É¢ ³¨ ¸μ¢·¥³¥´´μ° Ô²¥±É·μ´¨±¨ [17].

ˆ¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥ Í¨Ë·μ¢ÒÌ ³¥Éμ¤μ¢ μ¡· ¡μÉ±¨ ¨ Ëμ·³¨·μ¢ ´¨Ö É·¥¡Ê¥-
³ÒÌ ¸¨£´ ²μ¢ ¢μ§³μ¦´μ ¶·¨ ¸μ¡²Õ¤¥´¨¨ É·¥¡μ¢ ´¨° ± · §·Ö¤´μ¸É¨  ´ ²μ£μ-
Í¨Ë·μ¢ÒÌ ¶·¥μ¡· §μ¢ É¥²¥° (�–�) ¢ Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ‘�, ¶μ¸±μ²Ó±Ê
±¢ ´Éμ¢ ´¨¥ ´¥¨§¡¥¦´μ ¶·¨¢μ¤¨É ± ÏÊ³ ³, ¢²¨ÖÕÐ¨³ ´  ¢·¥³Ö ¦¨§´¨ ¶ÊÎ± .
‚ · ¡μÉ Ì [18,19] ¶·¨¢¥¤¥´  ¸²¥¤ÊÕÐ Ö μÍ¥´±  É¥³¶  ·μ¸É  Ô³¨ÉÉ ´¸ :

1
τx2

=
4
3

f0 α2
q ΔQ2

p,

£¤¥ τx2 Å ¶μ¸ÉμÖ´´ Ö ¢·¥³¥´¨ ·μ¸É  Ô³¨ÉÉ ´¸ ; ΔQp Å ¢¥²¨Î¨´  · §¡·μ¸ 
Î¨¸²  ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°; αq = 2−(b−1) Å ±μÔËË¨Í¨¥´É, ÊÎ¨ÉÒ¢ ÕÐ¨°
ÏÊ³Ò ±¢ ´Éμ¢ ´¨Ö ¢ Í¨Ë·μ¢μ° ¸¨¸É¥³¥ ¸ Î¨¸²μ³ ¡¨É b. ’ ±, ¢ ¸¨¸É¥³¥
¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¶·μÉμ´´μ£μ ¶ÊÎ±  ¢ LHC
¢ Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö �–� ¸ Î¨¸²μ³ ÔËË¥±É¨¢´ÒÌ ¡¨É b =
12 [17]. �μÔÉμ³Ê τx2 ≈ 3100 Î ¶·¨ f0 = 11,24 ±ƒÍ ¨ ΔQp = 5 · 10−3.
‘²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ¤²Ö ±μ²² °¤¥·  LHC μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ¥É¸Ö ¡μ²¥¥ Î¥³ ¶·¨¥³²¥³μ¥
¢·¥³Ö Í¨·±Ê²ÖÍ¨¨ ¶ÊÎ±  ¡¥§ § ³¥É´μ£μ ·μ¸É  Ô³¨ÉÉ ´¸  ¢¸²¥¤¸É¢¨¥ ÏÊ³μ¢
±¢ ´Éμ¢ ´¨Ö ¢ Í¨Ë·μ¢μ° Ô²¥±É·μ´¨±¥.

‚ ± Î¥¸É¢¥ ¤·Ê£μ£μ ¶·¨³¥·  ³μ¦´μ · ¸¸³μÉ·¥ÉÓ ¢μ§³μ¦´μ¸ÉÓ ¸μ§¤ ´¨Ö
Í¨Ë·μ¢μ° ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨° ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¤²Ö ¶·μ-
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¥±É¨·Ê¥³μ£μ ±μ²² °¤¥·  Ê¸±μ·¨É¥²Ó´μ£μ ±μ³¶²¥±¸  NICA (�ˆŸˆ) [20]. ‚
ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ¸ ÊÎ¥Éμ³ ¶·¥¤¶μ² £ ¥³ÒÌ ¶ · ³¥É·μ¢ ±μ²² °¤¥·  [21] ³μ¦´μ
¶·¨´ÖÉÓ fmin ≈ 0,1f0, £¤¥ f0 ²¥¦¨É ¢ ¤¨ ¶ §μ´¥ 522Ä587 ±ƒÍ. „²Ö ¶μ¤ ¢²¥-
´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¸μ¸¥¤´¨Ì ¸£Ê¸É±μ¢, · ¸¶μ²μ¦¥´´ÒÌ
¢ ± ¦¤μ° É·¥ÉÓ¥° ¸¥¶ · É·¨¸¥, ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ μ¸ÊÐ¥¸É¢²ÖÉÓ ¤¥³¶Ë¨·μ¢ ´¨¥ ±μ-
²¥¡ ´¨° ¢¶²μÉÓ ¤μ Î ¸ÉμÉ fmax = 7 ŒƒÍ (¶·μ¥±É´μ¥ §´ Î¥´¨¥ Î ¸ÉμÉÒ Ê¸±μ·Ö-
ÕÐ¥£μ ¶μ²Ö ´¥ ¶·¥¢μ¸Ìμ¤¨É 43 ŒƒÍ). “Î¨ÉÒ¢ Ö, ÎÉμ ¤²Ö ¸¨¸É¥³ ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö
Ê¦¥ ¨¸¶ÒÉÒ¢ ÕÉ¸Ö ¸¶¥Í¨ ²¨§¨·μ¢ ´´Ò¥ Í¨Ë·μ¢Ò¥ ¸¨£´ ²Ó´Ò¥ ¶·μÍ¥¸¸μ·Ò
¸ É ±Éμ¢μ° Î ¸ÉμÉμ° 100 ŒƒÍ [22], ³μ¦´μ · ¸¸Î¨ÉÒ¢ ÉÓ ´  ·¥ ²¨§ Í¨Õ Í¨-
Ë·μ¢μ° ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ¢´ÊÉ·¨¸£Ê¸É±μ¢ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° § ·Ö¦¥´´ÒÌ Î ¸É¨Í
¤²Ö ±μ²²¥±É¨¢´ÒÌ ¶·μÍ¥¸¸μ¢ ¸ Î ¸ÉμÉμ° ¤μ 50 ŒƒÍ. �·¨´Í¨¶¨ ²Ó´ Ö ¢μ§³μ¦-
´μ¸ÉÓ ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö É ±¨Ì ³μ¤ ±μ²¥¡ ´¨° Ê¸¶¥Ï´μ ¶·μÉ¥¸É¨·μ¢ ´  ´  ¶·μÉμ´-
´μ³ ¸¨´Ì·μÉ·μ´¥ PS (–…��) [23]. �·¨ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¨ ¢ Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨
16-· §·Ö¤´ÒÌ �–� ¸ Î¨¸²μ³ ÔËË¥±É¨¢´ÒÌ ¡¨É b = 14 ¨³¥¥³ τx2 = 900 Î ¶·¨
f0 = 590 ±ƒÍ ¨ ΔQp = 5 · 10−3. �Éμ μ§´ Î ¥É, ÎÉμ ¤²Ö ±μ²² °¤¥·  NICA ¶·¨
¸ÊÐ¥¸É¢ÊÕÐ¥° Ô²¥³¥´É´μ° ¡ §¥ ¤²Ö Í¨Ë·μ¢ÒÌ Ê¸É·μ°¸É¢ ³μ¦´μ μ¡¥¸¶¥Î¨ÉÓ
¶·¨¥³²¥³μ¥ ¢·¥³Ö Í¨·±Ê²ÖÍ¨¨ ¶ÊÎ±  ¡¥§ § ³¥É´μ£μ ·μ¸É  Ô³¨ÉÉ ´¸ .

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¸ÊÐ¥¸É¢ÊÕÐ¨¥ ¶·¥¤¸± § ´¨Ö ¶μ É ±Éμ¢μ° Î ¸ÉμÉ¥ Í¨Ë·μ-
¢ÒÌ ‘� ¨ μÍ¥´±¨ ¢²¨Ö´¨Ö ÏÊ³μ¢ ±¢ ´Éμ¢ ´¨Ö ´  ·μ¸É Ô³¨ÉÉ ´¸  ¶ÊÎ±  ´¥
¶·¨¢μ¤ÖÉ ± ± ±¨³-²¨¡μ ¶·¨´Í¨¶¨ ²Ó´Ò³ μ£· ´¨Î¥´¨Ö³ ¶·¨ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¨
Í¨Ë·μ¢ÒÌ É¥Ì´μ²μ£¨°.

‚ Í¨Ë·μ¢ÒÌ ¸¨¸É¥³ Ì μ¡· ¡μÉ±  ¸¨£´ ²μ¢ μ¸ÊÐ¥¸É¢²Ö¥É¸Ö ¸ ¶·¨³¥´¥-
´¨¥³ Í¨Ë·μ¢ÒÌ ¸¨£´ ²Ó´ÒÌ ¶·μÍ¥¸¸μ·μ¢, ¶μ§¢μ²ÖÕÐ¨Ì ¡Ò¸É·μ ¨ ¤μ¸É ÉμÎ´μ
¶·μ¸Éμ ³¥´ÖÉÓ  ²£μ·¨É³ μ¡· ¡μÉ±¨ ¸¨£´ ²μ¢ ¶·μ£· ³³´Ò³¨ ¸·¥¤¸É¢ ³¨. �·¨
ÔÉμ³ ¨¸¶μ²Ó§ÊÕÉ¸Ö ÔËË¥±É¨¢´Ò¥ ³¥Éμ¤Ò  ´ ²¨§  ¨ ¸¨´É¥§  · ¤¨μÉ¥Ì´¨Î¥-
¸±¨Ì Ê¸É·μ°¸É¢, ±μÉμ·Ò¥ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö μ¡Ð¥¶·¨´ÖÉÒ³¨ ¨ ¶μ¤¤¥·¦¨¢ ÕÉ¸Ö ³´μ-
£¨³¨ ¶·¨±² ¤´Ò³¨ ±μ³¶ÓÕÉ¥·´Ò³¨ ¶·μ£· ³³ ³¨.

‚ ´ ¸ÉμÖÐ¥³ μ¡§μ·¥ Ê¤¥²¥´μ μ¸μ¡μ¥ ¢´¨³ ´¨¥ ´μ¢Ò³ ·¥§Ê²ÓÉ É ³ ¶μ μ£· -
´¨Î¥´¨Ö³ ´  ¢¥²¨Î¨´Ò ¤¥±·¥³¥´Éμ¢ ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°, ¢μ§´¨± ÕÐ¨³ ¢
¸¨´Ì·μÉ·μ´ Ì ¶·¨ ´ ²¨Î¨¨ Í¨Ë·μ¢μ° μ¡· ¡μÉ±¨ ¤¥É¥±É¨·Ê¥³ÒÌ ¸¨£´ ²μ¢ ¢
Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö.

1. –ˆ”��‚›… ˜ˆ��Š���‹�‘�›… ‘ˆ‘’…Œ› ��„�‚‹…�ˆŸ
Š�ƒ…�…�’�›• ���…�…—�›• Š�‹…���ˆ‰

1.1. ‘É·Ê±ÉÊ·´ Ö ¸Ì¥³  ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö. ‘¨¸É¥³  ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö (‘�)
±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¶ÊÎ±  ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´¥ (¸³. ·¨¸. 1) μ¡¥¸-
¶¥Î¨¢ ¥É É·¥¡Ê¥³ÊÕ ±μ··¥±Í¨Õ ¨³¶Ê²Ó¸  ¸£Ê¸É±μ¢ ´  ± ¦¤μ³ μ¡μ·μÉ¥ ¸ ¶μ-
³μÐÓÕ ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¥£μ ¤¥Ë²¥±Éμ·  (DK) ¸ ÊÎ¥Éμ³ ¤ ´´ÒÌ ¸ ¨§³¥·¨É¥²Ó´μ£μ
¤ ÉÎ¨±  (BPM) μ¡ μÉ±²μ´¥´¨ÖÌ ÔÉ¨Ì ¸£Ê¸É±μ¢ μÉ · ¸Î¥É´μ° É· ¥±Éμ·¨¨ ¢
¶·¥¤Ï¥¸É¢ÊÕÐ¨¥ ³μ³¥´ÉÒ ¢·¥³¥´¨.
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�¨¸. 1. ‘É·Ê±ÉÊ·´ Ö ¸Ì¥³  Í¨Ë·μ¢μ° ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö [13]

‘¨£´ ² ¸ BPM ¶μ¸²¥ ¤¥É¥±É¨·μ¢ ´¨Ö ±μ²¥¡ ´¨° ¢Ò¸μ±μ° (´¥¸ÊÐ¥°) Î -
¸ÉμÉÒ ¶·¥μ¡· §Ê¥É¸Ö ¢ ±μ²¥¡ ´¨Ö ´¨§±μ° (³μ¤Ê²¨·ÊÕÐ¥°) Î ¸ÉμÉÒ, § É¥³ Ê¸¨-
²¨¢ ¥É¸Ö. ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ Ëμ·³¨·Ê¥É¸Ö ´¥¶·¥·Ò¢´Ò° ( ´ ²μ£μ¢Ò°) ´¨§±μÎ ¸ÉμÉ-
´Ò° ¸¨£´ ² Vin(t) ´  ¢Ìμ¤¥ · ¤¨μÉ¥Ì´¨Î¥¸±μ° Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨. Œ£´μ-
¢¥´´ Ö ¢¥²¨Î¨´  ´ ¶·Ö¦¥´¨Ö Vin(t) ²¨´¥°´μ § ¢¨¸¨É μÉ ¸³¥Ð¥´¨Ö Í¥´É· 
ÉÖ¦¥¸É¨ ±μ´±·¥É´μ£μ ¸£Ê¸É±  ¢ £μ·¨§μ´É ²Ó´μ³ ¨ ¢¥·É¨± ²Ó´μ³ ´ ¶· ¢²¥´¨ÖÌ
μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ Ô²¥±É·¨Î¥¸±μ£μ Í¥´É·  BPM. ‚ ¶·¥¤¥² Ì μ¤´μ£μ μ¡μ·μÉ  ¢¥²¨-
Î¨´Ò Vin(t) ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´Ò ¸³¥Ð¥´¨Ö³ · §²¨Î´ÒÌ ¸£Ê¸É±μ¢, ¶·μ²¥É ÕÐ¨Ì
¸±¢μ§Ó BPM. ‡ É¥³ ¶·μÍ¥¸¸ Ëμ·³¨·μ¢ ´¨Ö Vin(t) ¶μ¢Éμ·Ö¥É¸Ö.

�¨§±μÎ ¸ÉμÉ´Ò° ¸¨£´ ² Vin(t) ¶μ¤¢¥·£ ¥É¸Ö ¤¨¸±·¥É¨§ Í¨¨ ¶μ ¢·¥³¥´¨ ¨
±¢ ´Éμ¢ ´¨Õ ¶μ Ê·μ¢´Õ (μÍ¨Ë·μ¢±¥) ¸ ¶μ³μÐÓÕ  ´ ²μ£μ-Í¨Ë·μ¢μ£μ ¶·¥μ¡· -
§μ¢ É¥²Ö, É. ¥. ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É¸Ö ¢ Í¨Ë·μ¢μ° Ëμ·³¥. ‚ Í¨Ë·μ¢ÒÌ ‘� ± ¦¤μ³Ê
¸£Ê¸É±Ê μÉ¢¥Î ¥É ´¥§ ¢¨¸¨³Ò° Í¨Ë·μ¢μ° μÉ¸Î¥É, ±μÉμ·Ò° ¸ ¶μ£·¥Ï´μ¸ÉÓÕ
±¢ ´Éμ¢ ´¨Ö ¸μ¢¶ ¤ ¥É ¸ ¤¨¸±·¥É´Ò³ μÉ¸Î¥Éμ³ Vin[k]. ‡¤¥¸Ó ¨ ¤ ²¥¥ ¢¸¥
´¥¶·¥·Ò¢´Ò¥ ¢¥²¨Î¨´Ò ( ´ ²μ£μ¢Ò¥ ¸¨£´ ²Ò) ¡Ê¤ÊÉ μ¡μ§´ Î ÉÓ¸Ö ± ± x(t),
  ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ x(t) ¤¨¸±·¥É´Ò¥ μÉ¸Î¥ÉÒ ± ± x[k]. ‘μ£² ¸´μ É¥μ·¥³¥ Šμ-
É¥²Ó´¨±μ¢  [16] ¤¨¸±·¥É´Ò° ¸¨£´ ² Vin[k] Ô±¢¨¢ ²¥´É¥´  ´ ²μ£μ¢μ³Ê ¸¨£´ ²Ê
Vin(t), ¥¸²¨ Î ¸ÉμÉ  ¤¨¸±·¥É¨§ Í¨¨ ¸¨£´ ²  fd ¡μ²ÓÏ¥, Î¥³ Ê¤¢μ¥´´ Ö ´ ¨-
¢Ò¸Ï Ö Î ¸ÉμÉ  fmax ¢ ¸¶¥±É·¥ ¸¨£´ ²  (É. ¥. fd > 2fmax). �·¨ ¶μ³μÐ¨ ³ É¥-
³ É¨Î¥¸±¨Ì  ²£μ·¨É³μ¢, μ¸ÊÐ¥¸É¢²Ö¥³ÒÌ ¢μ ¢·¥³¥´´μ° μ¡² ¸É¨, ¸¨£´ ² Vin[k]
¶·¥μ¡· §Ê¥É¸Ö ¢ ´¥±μÉμ·Ò° ¤·Ê£μ° ¸¨£´ ² Vout[k], ¨³¥ÕÐ¨° É·¥¡Ê¥³Ò¥ ¸¢μ°-
¸É¢  ¨ ¶·¥¤´ §´ Î¥´´Ò° ¤²Ö ¶μ¤ Î¨ ´  ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¨° ¤¥Ë²¥±Éμ·. �·μÍ¥¸¸
¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö ¸¨£´ ²μ¢ μ¸ÊÐ¥¸É¢²Ö¥É¸Ö ¸ ¶μ³μÐÓÕ Í¨Ë·μ¢μ£μ Ë¨²ÓÉ· . �μ-
¸±μ²Ó±Ê μÉ¸Î¥ÉÒ ¸¨£´ ²μ¢ ¶μ¸ÉÊ¶ ÕÉ ¸ ¶μ¸ÉμÖ´´μ° ¸±μ·μ¸ÉÓÕ fd, Ë¨²ÓÉ· ¤μ²-
¦¥´ Ê¸¶¥¢ ÉÓ μ¡· ¡ ÉÒ¢ ÉÓ É¥±ÊÐ¨° μÉ¸Î¥É ¤μ ¶μ¸ÉÊ¶²¥´¨Ö ¸²¥¤ÊÕÐ¥£μ, É. ¥.
μ¡· ¡ ÉÒ¢ ÉÓ ¸¨£´ ² ¢ ·¥ ²Ó´μ³ ¢·¥³¥´¨. „²Ö μ¡· ¡μÉ±¨ ¸¨£´ ²μ¢ (Ë¨²ÓÉ· -
Í¨¨) ¢ ·¥ ²Ó´μ³ ¢·¥³¥´¨ ¨¸¶μ²Ó§ÊÕÉ¸Ö Í¨Ë·μ¢Ò¥ ¸¨£´ ²Ó´Ò¥ ¶·μÍ¥¸¸μ·Ò.
‘·¥¤¨ ¢μ§³μ¦´ÒÌ  ²£μ·¨É³μ¢ μ¡· ¡μÉ±¨ ¸¨£´ ²  Vin[k] μ¡ÒÎ´μ · ¸¸³ É·¨¢ -
ÕÉ¸Ö ²¨ÏÓ É¥, ¢ ±μÉμ·ÒÌ ÊÎ ¸É¢ÊÕÉ μÉ¸Î¥ÉÒ, μÉ´μ¸ÖÐ¨¥¸Ö ± μ¤´μ³Ê ¸£Ê¸É±Ê.
�¤´ ±μ ÔÉ¨ μÉ¸Î¥ÉÒ ³μ£ÊÉ μÉ¢¥Î ÉÓ ¸³¥Ð¥´¨Ö³ ¸£Ê¸É± , § Ë¨±¸¨·μ¢ ´´Ò³



812 †�	ˆ–Šˆ‰ ‚. Œ.

¤ ÉÎ¨±μ³ ¶μ²μ¦¥´¨Ö ´  · §´ÒÌ μ¡μ·μÉ Ì. „²Ö ¸μ£² ¸μ¢ ´¨Ö ¶μ ¢·¥³¥´¨ ¨³-
¶Ê²Ó¸´μ£μ ¢μ§¤¥°¸É¢¨Ö ´  ¸£Ê¸Éμ± ¸ ¤ ´´Ò³¨ μ ¥£μ ¦¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨ ¢ ¶·¥¤Ï¥¸É¢Ê-
ÕÐ¨¥ ³μ³¥´ÉÒ ¢·¥³¥´¨ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö Í¨Ë·μ¢ Ö § ¤¥·¦±  τdelay, Ö¢²ÖÕÐ Ö¸Ö
´¥μÉÑ¥³²¥³μ° Î ¸ÉÓÕ DSP.

‡ É¥³ ¸¨£´ ² Vout[k] ¸ ¶μ³μÐÓÕ Í¨Ë·μ ´ ²μ£μ¢μ£μ ¶·¥μ¡· §μ¢ É¥²Ö
¶·¥μ¡· §Ê¥É¸Ö ¢ ´¥¶·¥·Ò¢´Ò° ( ´ ²μ£μ¢Ò°) ¸¨£´ ² Vout(t), Ê¸¨²¨¢ ¥É¸Ö ¤μ
´¥μ¡Ìμ¤¨³μ£μ Ê·μ¢´Ö ¨ ¶¥·¥¤ ¥É¸Ö ´  ¤¥Ë²¥±Éμ· DK, ¨§³¥´ÖÕÐ¨° Ê£μ² ´ -
±²μ´  É· ¥±Éμ·¨¨ ¸£Ê¸É±  μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ · ¸Î¥É´μ° § ³±´ÊÉμ° μ·¡¨ÉÒ. ‘²¥-
¤Ê¥É ¶μ¤Î¥·±´ÊÉÓ, ÎÉμ ¢ Í¨Ë·μ¢μ° ¸¨¸É¥³¥ ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö μ¸ÊÐ¥¸É¢²Ö¥É¸Ö ±μ·-
·¥±Í¨Ö ¶μ¶¥·¥Î´μ£μ ¨³¶Ê²Ó¸  ¸£Ê¸É±  ¢ ³´μ£μ¸£Ê¸É±μ¢μ³ ·¥¦¨³¥ (bunch-by-
bunch). �Éμ μ§´ Î ¥É, ÎÉμ ¢¥·Ì´ÖÖ £· ´¨Î´ Ö Î ¸ÉμÉ  ³μÐ´μ£μ Ê¸¨²¨É¥²Ö,
´ £·Ê§±μ° ±μÉμ·μ£μ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¨° ¤¥Ë²¥±Éμ· ¸ ·¥ ²Ó´Ò³¨ · ¤¨μ-
É¥Ì´¨Î¥¸±¨³¨ ¶ · ³¥É· ³¨, ¤μ²¦´  ¡ÒÉÓ ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¢Ò¸μ±μ°, ÎÉμ¡Ò μ¡¥¸-
¶¥Î¨¢ ÉÓ ³ ±¸¨³ ²Ó´μ¥ ¢μ§¤¥°¸É¢¨¥ Ô²¥±É·μ³ £´¨É´μ£μ ¶μ²Ö ¢ ¤¥Ë²¥±Éμ·¥
´  ±μ··¥±É¨·Ê¥³Ò° ¸£Ê¸Éμ± ¶·¨ ³¨´¨³ ²Ó´μ³ ¢²¨Ö´¨¨ μ¸É ÉμÎ´ÒÌ ¶μ²¥°,
¸μ§¤ ¢ ¥³ÒÌ ¶·¥¤Ï¥¸É¢ÊÕÐ¨³¨ ¸£Ê¸É± ³¨. ‘¨¸É¥³  ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ
¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°, μÉ¢¥Î ÕÐ Ö ÔÉμ³Ê Ê¸²μ¢¨Õ, ´ §Ò¢ ¥É¸Ö Ï¨·μ±μ¶μ-
²μ¸´μ° ‘� [13].

Œμ¤¥²Ó´Ò° ¶μ¤Ìμ¤ ± ¨§ÊÎ¥´¨Õ ±μ²¥¡ ´¨° ¦¥¸É±¨Ì ¸£Ê¸É±μ¢, ¶μ¤¢¥·-
¦¥´´ÒÌ ±μ··¥±É¨·ÊÕÐ¥³Ê ¢μ§¤¥°¸É¢¨Õ ‘�, ¶·¨¢μ¤¨É¸Ö ¢μ ³´μ£¨Ì · ¡μÉ Ì.
� ¶·¨³¥·, ¢ [13, 24] ´  ± ¦¤μ³ μ¡μ·μÉ¥ ¢ÒÎ¨¸²Ö¥É¸Ö ¨§³¥´¥´¨¥ Ê£²  ´ -
±²μ´  É· ¥±Éμ·¨¨ ¸£Ê¸É±  ¶·¨ ¶·μÌμ¦¤¥´¨¨ ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¥£μ ¤¥Ë²¥±Éμ·  ¶μ¤
¤¥°¸É¢¨¥³ ¶·¨²μ¦¥´´μ£μ ± ´¥³Ê ´ ¶·Ö¦¥´¨Ö, ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´μ£μ ¸³¥Ð¥´¨Õ
ÔÉμ£μ ¦¥ ¸£Ê¸É±  ¢ ³μ³¥´É ¶·μÌμ¦¤¥´¨Ö ¨³ ¨§³¥·¨É¥²Ó´μ£μ ¤ ÉÎ¨±  ¢ ¶·¥-
¤¥² Ì μ¤´μ£μ μ¡μ·μÉ . ‚μ§´¨± ÕÐ¥¥ ¢¸²¥¤¸É¢¨¥ ÔÉμ£μ ¨§³¥´¥´¨¥ É· ¥±Éμ·¨¨
Î ¸É¨ÍÒ ÊÎ¨ÉÒ¢ ¥É¸Ö ´  ¸²¥¤ÊÕÐ¥³ μ¡μ·μÉ¥, ¨ ¶·μÍ¥¸¸ ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´ÒÌ
¨É¥· Í¨° ¶μ¢Éμ·Ö¥É¸Ö. „ ´´Ò° Î¨¸²¥´´Ò°  ²£μ·¨É³ ¶μ§¢μ²Ö¥É ³¥Éμ¤μ³ ¶¥-
·¥¡μ·  ·¥Ï¥´¨° ¢ÒÖ¢¨ÉÓ Ê¸²μ¢¨Ö, ¶·¨ ±μÉμ·ÒÌ ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É ¤¥³¶Ë¨·μ¢ ´¨¥
±μ²¥¡ ´¨°. �·¨ ÔÉμ³ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´Ò³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥³ ¶·¨ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¨ ¶·¨²μ-
¦¥´´μ£μ ± ¤¥Ë²¥±Éμ·Ê ´ ¶·Ö¦¥´¨Ö Ö¢²Ö¥É¸Ö ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥ ±μÔËË¨Í¨¥´Éμ¢
·¥§¨¸É¨¢´μ° ¨ ·¥ ±É¨¢´μ° μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¢ ± Î¥¸É¢¥ § ¤ ¢ ¥³ÒÌ ¶ · ³¥-
É·μ¢, ±μÉμ·Ò¥ ¤μ²¦´Ò ¸μμÉ¢¥É¸É¢μ¢ ÉÓ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´μ ´ °¤¥´´Ò³ §´ Î¥-
´¨Ö³ ¨²¨ ¡ÒÉÓ μ¶·¥¤¥²¥´Ò ¨§ Î¨¸²¥´´ÒÌ · ¸Î¥Éμ¢. �μ± § ´μ [13], ÎÉμ ¶·¨
¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¨ É ±μ£μ ¶μ¤Ìμ¤  ³μ¦´μ · ¸¸Î¨É ÉÓ ¶ · ³¥É·Ò Ë¨²ÓÉ·  ¶¥·¢μ£μ
¶μ·Ö¤±  ¸ ±μ´¥Î´μ° ¨³¶Ê²Ó¸´μ° Ì · ±É¥·¨¸É¨±μ°, ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ ¸μ¥¤¨-
´¥´´μ£μ ¸ Ê§±μ¶μ²μ¸´Ò³ § £· ¦¤ ÕÐ¨³ Ë¨²ÓÉ·μ³. „ ´´Ò° ³¥Éμ¤ ¡Ò² ¶·¨-
³¥´¥´ ¤²Ö · ¸Î¥É  ¶ · ³¥É·μ¢ Í¨Ë·μ¢μ° ‘� ´  Ê¸±μ·¨É¥²¥ “-70 (�·μÉ¢¨´μ,
ˆ”‚�). ‚ ¶·μ¢¥¤¥´´ÒÌ Ô±¸¶¥·¨³¥´É Ì ´ ¡²Õ¤ ²μ¸Ó Ê¸Éμ°Î¨¢μ¥ ¶μ¤ ¢²¥´¨¥
±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¶·μÉμ´´ÒÌ ¸£Ê¸É±μ¢ [14]. ‚²¨Ö´¨¥ ¡μ²¥¥
¸²μ¦´ÒÌ ¸Ì¥³ Í¨Ë·μ¢ÒÌ Ë¨²ÓÉ·μ¢ ´  ¤¨´ ³¨±Ê ¶ÊÎ±  ¢ Ê± § ´´μ³ ¢ÒÏ¥ ¶μ¤-
Ìμ¤¥ ¢μ§³μ¦´μ Éμ²Ó±μ ¸ ¶μ³μÐÓÕ ±μ³¶ÓÕÉ¥·´ÒÌ · ¸Î¥Éμ¢, ÎÉμ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ
μ£· ´¨Î¨¢ ¥É ¢μ§³μ¦´μ¸É¨ ¥£μ ¶·¨³¥´¥´¨Ö.
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1.2. „¨¸±·¥É´ Ö ³μ¤¥²Ó ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ±μ²¥¡ ´¨° ¸£Ê¸É± . „²Ö
·¥Ï¥´¨Ö § ¤ Î¨ μ ±μ²¥¡ ´¨ÖÌ μ¤¨´μÎ´μ£μ ¸£Ê¸É±  ³μ¦´μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ É· ¤¨-
Í¨μ´´Ò¥ ¶μ¤Ìμ¤Ò ¨§ÊÎ¥´¨Ö ¤¨´ ³¨±¨ ¶μ¶¥·¥Î´μ£μ ¤¢¨¦¥´¨Ö μÉ¤¥²Ó´μ° Î -
¸É¨ÍÒ ¸ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥³ ³ É·¨Í ¶¥·¥Ìμ¤ . �Éμ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´Ò³ μ¡· -
§μ³ Ê¶·μ¸É¨ÉÓ ¨§²μ¦¥´¨¥ ³ É¥·¨ ²  ¨ ¶·μ ´ ²¨§¨·μ¢ ÉÓ ¶·¥¤¥²Ó´Ò¥ ¸²ÊÎ ¨,
¸μ¶μ¸É ¢¨¢ ¶μ²ÊÎ¥´´Ò¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¸ Ê¦¥ ¨³¥ÕÐ¨³¨¸Ö ·¥Ï¥´¨Ö³¨.

‚ · ³± Ì μ·¨£¨´ ²Ó´μ° ³μ¤¥²¨ [25Ä28] ¡Ò²¨ ¨§ÊÎ¥´Ò ¡¥É É·μ´´Ò¥ ±μ-
²¥¡ ´¨Ö § ·Ö¦¥´´μ° Î ¸É¨ÍÒ ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´¥ [29Ä31] ¢ ¶·¨¸ÊÉ¸É¢¨¨ ³ ²ÒÌ
¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¨Ì (Fd) ¨ ¢μ§³ÊÐ ÕÐ¨Ì (Fe) ¸¨²:

d2x(s)
ds2

+ K(s)x(s) =
1

m0γ0v2
0

(
Fd + Fe

)
, (1)

£¤¥ s Å É¥±ÊÐ¥¥ ¶μ²μ¦¥´¨¥ ¢Ò¡· ´´μ° Î ¸É¨ÍÒ ¸ ³ ¸¸μ° m0 ¨ § ·Ö¤μ³ q ¢
³μ³¥´É ¢·¥³¥´¨ t > 0 ´  μ·¡¨É¥ ¸¨´Ì·μÉ·μ´ . �·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö, ÎÉμ ¢Ò¡· ´-
´ Ö Î ¸É¨Í  ¤¢¨¦¥É¸Ö ¢¤μ²Ó · ¸Î¥É´μ° (· ¢´μ¢¥¸´μ°) μ·¡¨ÉÒ ¸ ¶¥·¨³¥É·μ³
C0 ¸μ ¸±μ·μ¸ÉÓÕ v0, É ± ÎÉμ ¥¥ ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±¨° Ë ±Éμ· γ0 = (1− v2

0/c2)−1/2,
£¤¥ c Å ¸±μ·μ¸ÉÓ ¸¢¥É . ”μ±Ê¸¨·ÊÕÐ¨¥ ¸¢μ°¸É¢  ³ £´¨É´μ° ¸¨¸É¥³Ò ¸¨´-
Ì·μÉ·μ´  μ¶¨¸Ò¢ ÕÉ¸Ö ¸ ¶μ³μÐÓÕ ±μÔËË¨Í¨¥´Éμ¢ ¦¥¸É±μ¸É¨ K(s), ¶·¨Î¥³
K(s+C0) = K(s). ‘μ¸ÉμÖ´¨¥ Î ¸É¨ÍÒ ¶·¨´ÖÉμ § ¤ ¢ ÉÓ ¸ ¶μ³μÐÓÕ ³ É·¨ÍÒ-
¸Éμ²¡Í  X̂(n, s), ¢ ±μÉμ·μ° ¶¥·¢Ò° Ô²¥³¥´É ¥¸ÉÓ x(n, s) Å ¸³¥Ð¥´¨¥ Î ¸É¨ÍÒ
μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ³£´μ¢¥´´μ° § ³±´ÊÉμ° (· ¢´μ¢¥¸´μ° ¨²¨ ¤¥Ëμ·³¨·μ¢ ´´μ°) μ·-
¡¨ÉÒ ´  n-³ μ¡μ·μÉ¥,   ¢Éμ·μ° Ô²¥³¥´É x′(n, s) Å Ê£μ² ´ ±²μ´  ¥¥ É· ¥±Éμ-
·¨¨ [29Ä31]:

x(t) ≡ x(n, s), x′(t) ≡ x′(n, s), v0t = s + nC0, s ∈ [0, C0]. (2)

�·¨ ÔÉμ³ ¢Ò¶μ²´ÖÕÉ¸Ö μÎ¥¢¨¤´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö ´¥¶·¥·Ò¢´μ¸É¨ [28]:

x(n + 1, s) = x(n, s + C0), x′(n + 1, s) = x′(n, s + C0). (3)

‡ ³±´ÊÉ Ö μ·¡¨É  ¢ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ ¸³¥Ð¥´  μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ · ¸Î¥É´μ° μ·¡¨ÉÒ
´  ¢¥²¨Î¨´Ê xD(s), ±μÉμ· Ö μ¶·¥¤¥²¥´  ¤¨¸¶¥·¸¨μ´´μ° ËÊ´±Í¨¥° D(s) ¸¨´-
Ì·μÉ·μ´  [30Ä32]:

xD(s) = D(s)
δps

p0
, D(s + C0) = D(s).

‚¥²¨Î¨´  μÉ±²μ´¥´¨Ö ¶·μ¤μ²Ó´μ£μ ¨³¶Ê²Ó¸  δps μÉ ¥£μ · ¸Î¥É´μ£μ §´ Î¥´¨Ö
p0 = m0γ0v0 § ¢¨¸¨É μÉ ¢·¥³¥´¨ ¢¸²¥¤¸É¢¨¥ ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¸¨´Ì·μÉ·μ´´ÒÌ
±μ²¥¡ ´¨°: δps(t) ∼ cos (Ωst + φs), £¤¥ Ωs Å Í¨±²¨Î¥¸± Ö Î ¸ÉμÉ  ¸¨´Ì·μ-
É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¸ ´ Î ²Ó´μ° Ë §μ° φs. �μ¸±μ²Ó±Ê ÔÉ  Î ¸ÉμÉ  ¢ ¸μÉ´¨ · §
´¨¦¥ Î ¸ÉμÉÒ μ¡· Ð¥´¨Ö Î ¸É¨ÍÒ, ³μ¦´μ ¸Î¨É ÉÓ ¢¥²¨Î¨´Ê xD(s) ¶μ¸ÉμÖ´-
´μ° ¤²Ö Ì · ±É¥·´ÒÌ ¶·μ³¥¦ÊÉ±μ¢ ¤¥³¶Ë¨·μ¢ ´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ
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±μ²¥¡ ´¨° (μ±μ²μ ¸É  μ¡μ·μÉμ¢). �μÔÉμ³Ê ¢ ¶¥·¢μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ ¤²Ö  ´ ²¨§ 
¶μ¶¥·¥Î´μ° ¤¨´ ³¨±¨ Î ¸É¨ÍÒ ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´¥ ¶·¨ ´ ²¨Î¨¨ ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ -
¢²¥´¨Ö ³μ¦´μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ É· ¤¨Í¨μ´´μ¥ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¥ μ ´¥§ ¢¨¸¨³μ¸É¨
¶μ¶¥·¥Î´μ£μ ¨ ¶·μ¤μ²Ó´μ£μ ¤¢¨¦¥´¨° Î ¸É¨ÍÒ.

�μ¸²¥ μ¤´μ±· É´μ£μ ¶·μÌμ¦¤¥´¨Ö ±μ·μÉ±μ£μ ¤¨¶μ²Ó´μ£μ ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¥£μ
¤¥Ë²¥±Éμ·  DK, · ¸¶μ²μ¦¥´´μ£μ ¢ ÉμÎ±¥ sd μ·¡¨ÉÒ (¸³. ·¨¸. 1), Ê£μ² ´ -
±²μ´  É· ¥±Éμ·¨¨ Î ¸É¨ÍÒ ¨§³¥´Ö¥É¸Ö ´  ¢¥²¨Î¨´Ê Δx′

d(n) ¡¥§ ¥¥ § ³¥É´μ£μ
¸³¥Ð¥´¨Ö:

lim
ε→0

(
x′(n, sd + ε) − x′(n, sd − ε)

)
= Δx′

d(n),
(4)

1
m0γ0v2

0

Fd = Δx′
d(n) δ(s − sd), Δx′

d(n) =
qEd(n) ld
m0γ0v2

0

,

£¤¥ δ(s) Å μ¡μ¡Ð¥´´ Ö ¤¥²ÓÉ -ËÊ´±Í¨Ö „¨· ±  [33]; Ed(n) Å μÉ±²μ´ÖÕ-
Ð¥¥ Ô²¥±É·μ¸É É¨Î¥¸±μ¥ ¶μ²¥ ¢ ¤¥Ë²¥±Éμ·¥ ¸ ÔËË¥±É¨¢´μ° ¤²¨´μ° ld. ’ ±μ¥
¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ ¶· ¢μ³¥·´μ ¢ Éμ³ ¸²ÊÎ ¥, ¥¸²¨ ¢´¥Ï´ÖÖ ¸¨²  ¤¥°¸É¢Ê¥É ¢ É¥Î¥-
´¨¥ ±μ·μÉ±μ£μ ¶·μ³¥¦ÊÉ±  ¢·¥³¥´¨ [34, 35]. ‚ ÔÉμ³ ¦¥ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ ¶μ¸²¥
¶·μÌμ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨Í¥° ±μ·μÉ±μ£μ ¤¨¶μ²Ó´μ£μ Éμ²± É¥²Ö K, · ¸¶μ²μ¦¥´´μ£μ
¢ ÉμÎ±¥ se � sd, Ê£μ² ´ ±²μ´  É· ¥±Éμ·¨¨ Î ¸É¨ÍÒ ¨§³¥´Ö¥É¸Ö ´  ¢¥²¨Î¨´Ê
Δx′

e(n). ˆ¸¶μ²Ó§Ê¥³Ò¥ ¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö É· ¤¨Í¨μ´´μ ¶·¨³¥´ÖÕÉ¸Ö ¶·¨ ¨§Ê-
Î¥´¨¨ ¤¨´ ³¨±¨ Î ¸É¨Í ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´ Ì ¸ ¸¨¸É¥³ ³¨ ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö [35Ä38].
‚ ¨Éμ£¥ ¤²Ö ¸μ¸ÉμÖ´¨° Î ¸É¨ÍÒ ´  ¤¢ÊÌ ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´ÒÌ μ¡μ·μÉ Ì ³μ¦¥³
§ ¶¨¸ ÉÓ [28,39]

X̂(n+1, s) ≡ X̂(n, s+C0) = M̂(s)X̂(n, s)+Δx′
d(n) M̂dÊ+Δx′

e(n) M̂eÊ, (5)

£¤¥ ¢ ³ É·¨Í¥-¸Éμ²¡Í¥ Ê ¨³¥¥³ E1 = 0 ¨ E2 = 1,   ¤²Ö ³ É·¨Í ¶¥·¥Ìμ¤ 
M̂(s2|s1) ¨§ ÉμÎ±¨ s1 ¢ ¶μ§¨Í¨Õ s2 ¢¢¥¤¥´Ò μ¡μ§´ Î¥´¨Ö [29]

M̂(s) ≡ M̂(s + C0|s), M̂d ≡ M̂(s + C0|sd), M̂e ≡ M̂(s + C0|se).

‚ ³ É·¨Î´μ³ Ê· ¢´¥´¨¨ (5) ¤²Ö μ¤´μ° Î ¸É¨ÍÒ ³μ¦´μ ¢Ò¶μ²´¨ÉÓ ¶·μ-
Í¥¤Ê·Ê Ê¸·¥¤´¥´¨Ö ¶μ ¢¸¥³ Î ¸É¨Í ³ § ¤ ´´μ£μ ¸£Ê¸É± , ¸²¥¤ÊÖ μ¡Ð¥¶·¨´Ö-
ÉÒ³ ³μ¤¥²Ö³ ¨ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨Ö³ [40]. 	Ê¤¥³ ¶·¥´¥¡·¥£ ÉÓ Ë §μ¢Ò³ ¤¢¨¦¥-
´¨¥³ Î ¸É¨Í ¢ ¶·¥¤¥² Ì μ¤´μ£μ ¸£Ê¸É±  ¨ ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö Î -
¸É¨Í ¶μ ¤²¨´¥ ¸£Ê¸É±  ¨ ¶μ ¥£μ ¶μ¶¥·¥Î´μ³Ê ¸¥Î¥´¨Õ μÉ¢¥Î ÕÉ ¸É Í¨μ´ ·´μ°
ËÊ´±Í¨¨ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¢ Ï¨·μ±μ³ ¸³Ò¸²¥ [16], É. ¥. ¥¥ ¶¥·¢Ò° (³ É¥³ -
É¨Î¥¸±μ¥ μ¦¨¤ ´¨¥) ¨ ¢Éμ·μ° (¤¨¸¶¥·¸¨Ö) ³μ³¥´ÉÒ ¶μ¸ÉμÖ´´Ò,    ¢Éμ±μ·-
·¥²ÖÍ¨μ´´ Ö ËÊ´±Í¨Ö § ¢¨¸¨É Éμ²Ó±μ μÉ · §´μ¸É¨ ³μ³¥´Éμ¢ ¢·¥³¥´¨, ¤²Ö
±μÉμ·ÒÌ ¢§ÖÉÒ ¸³¥Ð¥´¨Ö Î ¸É¨ÍÒ ¢ ¸£Ê¸É±¥. �¥·¥Ìμ¤ Î ¸É¨ÍÒ ¨§ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö(
x(n, s); x′(n, s)

)
¢ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥

(
x(n, s + ds); x′(n, s + ds)

)
Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶·μÍ¥¸-

¸μ³ ¸ ´¥¶·¥·Ò¢´Ò³ ¢·¥³¥´¥³. ‘ ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö ´ ¡²Õ¤ É¥²Ö, Ë¨±¸¨·ÊÕÐ¥£μ
¸³¥Ð¥´¨Ö Í¥´É·  ÉÖ¦¥¸É¨ ¸£Ê¸É±  ´  · §´ÒÌ μ¡μ·μÉ Ì ¢ ³μ³¥´ÉÒ ¢·¥³¥´¨
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t1, t2 = t1 + T0, . . ., Î¨¸²μ ±μÉμ·ÒÌ ±μ´¥Î´μ ¨²¨ ¸Î¥É´μ, ³μ¦´μ £μ¢μ·¨ÉÓ
μ ¶·μÍ¥¸¸¥

(
x[n, s]; x′[n, s]

)
, ¤¨¸±·¥É´μ³ ¢μ ¢·¥³¥´¨ (§¤¥¸Ó T0 ≡ 1/f0 Å

¶¥·¨μ¤ μ¡· Ð¥´¨Ö ¸£Ê¸É±  ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´¥ ¸ Î ¸ÉμÉμ° f0). „²Ö ¤¥É¥·³¨´¨·μ-
¢ ´´μ£μ ¶·μÍ¥¸¸  Å ¤¢¨¦¥´¨Ö ¸£Ê¸É±  ± ± Ê¸Éμ°Î¨¢μ£μ  ´¸ ³¡²Ö Î ¸É¨Í ¢¤μ²Ó
μ·¡¨ÉÒ ¸¨´Ì·μÉ·μ´  Å ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ ¢¥²¨Î¨´Ò

(
x[n, s]; x′[n, s]

)
¨ ¸·¥¤´¨¥

§´ Î¥´¨Ö
(
〈x(n, s)〉; 〈x′(n, s)〉

)
¢ § ¤ ´´μ° ÉμÎ±¥ μ·¡¨ÉÒ (´ ¶·¨³¥·, ¢ ³¥¸É¥

· ¸¶μ²μ¦¥´¨Ö ¤ ÉÎ¨±  ¶μ²μ¦¥´¨Ö) ¡Ê¤¥³ ¸Î¨É ÉÓ · ¢´Ò³¨ ¢¥²¨Î¨´ ³¨ ´¥§ -
¢¨¸¨³μ μÉ ´μ³¥·  μ¡μ·μÉ  n. �·¨ ¶·¨³¥´¥´¨¨ É ±μ° ¶·μÍ¥¤Ê·Ò Ê¸·¥¤´¥´¨Ö ¢
Ê· ¢´¥´¨ÖÌ (3) ¨ (5) ¶¥·¥Ìμ¤¨³ μÉ Ê· ¢´¥´¨° ¤¢¨¦¥´¨Ö μÉ¤¥²Ó´ÒÌ Î ¸É¨Í, ¸μ-
¸ÉμÖ´¨¥ ±μÉμ·ÒÌ μ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö ´¥¶·¥·Ò¢´Ò³¨ ËÊ´±Í¨Ö³¨ x(n, s) ¨ x′(n, s), ±
Ê· ¢´¥´¨Õ ¤¢¨¦¥´¨Ö Í¥´É·  ÉÖ¦¥¸É¨ ®¦¥¸É±μ£μ¯ ¸£Ê¸É± , ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ±μÉμ·μ£μ
§ ¤ ¥É¸Ö ¸ ¶μ³μÐÓÕ ³ É·¨ÍÒ-¸Éμ²¡Í  X̂[n, s], ¢ ±μÉμ·μ³ ¶¥·¢Ò° Ô²¥³¥´É ¥¸ÉÓ
¸³¥Ð¥´¨¥ Í¥´É·  ÉÖ¦¥¸É¨ ¸£Ê¸É±  x[n, s],   ¢Éμ·μ° Å Ê£μ² ´ ±²μ´  É· ¥±Éμ-
·¨¨ ¸£Ê¸É±  x′[n, s]. „ ´´μ¥ ³μ¤¥²Ó´μ¥ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ μ · ¢¥´¸É¢¥ ¤¨¸±·¥É´ÒÌ
¨ ´¥¶·¥·Ò¢´ÒÌ ¢¥²¨Î¨´ ¸³¥Ð¥´¨° ± ± ¶¥·¢μ£μ ³μ³¥´É  ËÊ´±Í¨¨ · ¸¶·¥¤¥-
²¥´¨Ö ¡Ê¤¥É ¤ ²¥¥ ´¥μ¤´μ±· É´μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ¸Ö.

Œ É·¨Í  ¶¥·¥Ìμ¤  M̂(s2|s1) ¨§ s1 ¢ s2 ¨³¥¥É ¢¨¤ [29,30]

M̂(s2|s1) =

√
β̂2

β̂1

⎛⎝ 1 0
α̂1 − α̂2

β̂2

β̂1

β̂2

⎞⎠ cos (ψ12)+

+

√
β̂2

β̂1

⎛⎝ α̂1 β̂1

−1 + α̂1α̂2

β̂2

−α̂2
β̂1

β̂2

⎞⎠ sin (ψ12),

£¤¥ α̂i ≡ (−1/2)β̂′
i ¨ β̂i Å ËÊ´±Í¨¨ ’¢¨¸¸  ¢ ÉμÎ±¥ si. � ¡¥£ Ë §Ò ψ12 ¨

Î¨¸²μ ν12 ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¨§ ÉμÎ±¨ s1 ¢ s2 ¥¸ÉÓ

ψ12 ≡ ψ(s2|s1) = ψ(s2) − ψ(s1) =

s2∫
s1

ds

β̂(s)
= 2πν12.

“Î¨ÉÒ¢ Ö μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ ¤²Ö M̂(s2|s1), ³ É·¨Î´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ (5) ´¥É·Ê¤´μ
¶·¥μ¡· §μ¢ ÉÓ ± · §´μ¸É´μ³Ê Ê· ¢´¥´¨Õ ¤²Ö ¸³¥Ð¥´¨° ®¦¥¸É±μ£μ¯ ¸£Ê¸É± 
x[n, s]. �Ê¸ÉÓ ¢ Ê· ¢´¥´¨¨ (5), ¢ ±μÉμ·μ³ ¶μ¸²¥ ¶·μÍ¥¤Ê·Ò Ê¸·¥¤´¥´¨Ö
〈X̂(n, s)〉 = X̂[n, s], ÉμÎ±  s ¸μ¢¶ ¤ ¥É ¸ · ¸¶μ²μ¦¥´¨¥³ ¤ ÉÎ¨±  ¶μ²μ¦¥´¨Ö
Í¥´É·  ÉÖ¦¥¸É¨ ¶ÊÎ± : s = sp. 	Ê¤¥³ ¤ ²¥¥ μ¡μ§´ Î ÉÓ x[n, sp] ≡ x[n] ¨ μÉμ-
¦¤¥¸É¢²ÖÉÓ ¤¨¸±·¥É´μ¥ ¸³¥Ð¥´¨¥ ¸£Ê¸É±  ¢ ¤ ÉÎ¨±¥ ¶μ²μ¦¥´¨Ö ¸ ¤¨¸±·¥É´Ò³
μÉ¸Î¥Éμ³ ´  ¢Ìμ¤¥ · ¤¨μÉ¥Ì´¨Î¥¸±μ° Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨, ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó-
´Ò³ Vin[n]. ’ ±μ¥ ¦¥ ¸μ£² Ï¥´¨¥ ¸μμÉ´¥¸¥³ ¸ ¢¥²¨Î¨´ ³¨, ¸¢Ö§ ´´Ò³¨ ¸
¨³¶Ê²Ó¸´Ò³¨ ¢μ§¤¥°¸É¢¨Ö³¨: 〈Δx′

d(n)〉 = Δx′
d[n] ¨ 〈Δx′

e(n)〉 = Δx′
e[n], ÎÉμ
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Ë¨§¨Î¥¸±¨ μ¶· ¢¤ ´μ ¤²Ö Í¨Ë·μ¢μ° Ï¨·μ±μ¶μ²μ¸´μ° ‘�. ’μ£¤  · §´μ¸É´μ¥
Ê· ¢´¥´¨¥, Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¥ ³ É·¨Î´μ³Ê Ê· ¢´¥´¨Õ (5), ¥¸ÉÓ [41]

x[n + 2] − 2 cos (μ)x[n + 1] + x[n] =

=
√

β̂pβ̂d

(
sin (μ − η)Δx′

d[n + 1] + sin (η)Δx′
d[n]
)
+

+
√

β̂pβ̂e

(
sin (μ − ηe)Δx′

e[n + 1] + sin (ηe)Δx′
e[n]
)
, (6)

£¤¥ μ = 2πQ0 ¥¸ÉÓ ´ ¡¥£ Ë §Ò ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° §  μ¡μ·μÉ (Q0 Å
Î¨¸²μ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° §  μ¡μ·μÉ), η ≡ ψpd = ψ(sd|sp) Å ´ ¡¥£
Ë §Ò ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¨§ ÉμÎ±¨ sp ¤μ · ¸¶μ²μ¦¥´´μ£μ ¢ ÉμÎ±¥ sd

¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¥£μ ¤¥Ë²¥±Éμ·  ¨ ηe Å ´ ¡¥£ Ë §Ò ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¨§
ÉμÎ±¨ sp ¤μ Éμ²± É¥²Ö, · ¸¶μ²μ¦¥´´μ£μ ¢ ÉμÎ±¥ se.

�¡ÒÎ´μ · ¸¸³ É·¨¢ ÕÉ ¤¢  É¨¶  ¢Ò´Ê¦¤¥´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°, ¨´¨Í¨¨·μ¢ ´-
´ÒÌ Éμ²± É¥²¥³ [39]. ‚μ-¶¥·¢ÒÌ, ¨§ÊÎ ÕÉ¸Ö ¶μ¸²¥¤¸É¢¨Ö μÎ¥´Ó ±μ·μÉ±μ£μ ¶μ
¢·¥³¥´¨ ¢μ§¤¥°¸É¢¨Ö ´  Î ¸É¨ÍÊ, ¶·μ¨¸Ìμ¤ÖÐ¥£μ ´  ne μ¡μ·μÉ¥:√

β̂eβ̂p Δx′
e[n] = ae δ[n − ne], (7)

£¤¥ ae Å  ³¶²¨ÉÊ¤  ¨³¶Ê²Ó¸´μ£μ ¢μ§¤¥°¸É¢¨Ö; δ[n − m] Å μ¡μ¡Ð¥´´ Ö
δ-ËÊ´±Í¨Ö ¥¤¨´¨Î´μ£μ ¸± Î±  [33]. ‚μ-¢Éμ·ÒÌ, ¢Ò´Ê¦¤¥´´Ò¥ ±μ²¥¡ ´¨Ö ³μ-
£ÊÉ ¡ÒÉÓ ¢Ò§¢ ´Ò £ ·³μ´¨Î¥¸±¨³ ¢μ§¤¥°¸É¢¨¥³, ¢μ§´¨± ÕÐ¨³ ´  ne μ¡μ·μÉ¥ ¨
¤¥°¸É¢ÊÕÐ¨³ ¢ É¥Î¥´¨¥ Ne μ¡μ·μÉμ¢, ¸ Î ¸ÉμÉμ° Qef0 ¨ ´ Î ²Ó´μ° Ë §μ° φe:√

β̂eβ̂p Δx′
e[n] = ae sin

(
2π(n−ne)Qe +φe

) (
u[n−ne]−u[n−ne −Ne]

)
, (8)

£¤¥ u[n − m] Å ËÊ´±Í¨Ö •¥¢¨¸ °¤  [33].
Šμ²¥¡ ´¨Ö ¶μ¸²¥ μ±μ´Î ´¨Ö ¢μ§¤¥°¸É¢¨Ö ¢´¥Ï´¥£μ ¢μ§³ÊÐ¥´¨Ö ´ §Ò¢ -

ÕÉ¸Ö ¸¢μ¡μ¤´Ò³¨. �¡ÒÎ´μ É ±¨¥ ±μ²¥¡ ´¨Ö ±² ¸¸¨Ë¨Í¨·ÊÕÉ ± ± ±μ²¥¡ É¥²Ó-
´Ò° ¶·μÍ¥¸¸, μ¡Ê¸²μ¢²¥´´Ò° ´ Î ²Ó´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨ ¢ μÉ¸ÊÉ¸É¢¨¥ ¢´¥Ï´¥£μ
¢μ§¡Ê¦¤¥´¨Ö. …¸²¨ ¢ ´ Î ²Ó´Ò° ³μ³¥´É ¢·¥³¥´¨ ¶·¨ ¶·μÌμ¦¤¥´¨¨ ¤ ÉÎ¨± 
¶μ²μ¦¥´¨Ö ¸³¥Ð¥´¨¥ Î ¸É¨ÍÒ · ¢´μ x0,   Ê£μ² ´ ±²μ´  É· ¥±Éμ·¨¨ x′

0, Éμ
¨³¥¥³ ¸ ÊÎ¥Éμ³ ³ É·¨Î´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö (5)

x0 ≡ x[0], x′
0 ≡ x′[0],

x1 ≡ x[1] =
(
cosμ + α̂p sinμ

)
x0 +

(
β̂p sin μ

)
x′

0 + (9)

+
(√

β̂pβ̂d sin (μ − η)
)

Δx′
d[0] +

(√
β̂pβ̂e sin (μ − ηe)

)
Δx′

e[0].

�É³¥É¨³, ÎÉμ ³ É·¨Î´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ (5) μ¶¨¸Ò¢ ¥É ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ Î ¸É¨ÍÒ ¢
¶·μ¨§¢μ²Ó´μ° ÉμÎ±¥ μ·¡¨ÉÒ ¨ Ö¢²Ö¥É¸Ö ·¥±Ê··¥´É´μ° Ëμ·³Ê²μ° ¤²Ö ¢¥²¨Î¨´



„ˆ��ŒˆŠ� �“—Š� ‚ ‘ˆ�•��’����• 817

�¨¸. 2.  ) ”· £³¥´É É· ¥±Éμ·¨¨ x(t) Î ¸É¨ÍÒ ¢¤μ²Ó μ·¡¨ÉÒ; ¡) Ô¢μ²ÕÍ¨Ö ¢¥²¨Î¨´
¸³¥Ð¥´¨° x[n, sp] (μÉ³¥Î¥´Ò ÉμÎ± ³¨ ´  £· Ë¨±¥) ´  · §´ÒÌ μ¡μ·μÉ Ì n = t/T0 [39]

¸³¥Ð¥´¨° x(n, s) ¨ Ê£²μ¢ ´ ±²μ´  É· ¥±Éμ·¨¨ x′(n, s). �¢μ²ÕÍ¨Ö ÔÉ¨Ì ¢¥²¨-
Î¨´ μÉ μ¡μ·μÉ  ± μ¡μ·μÉÊ § ¢¨¸¨É μÉ ´ Î ²Ó´ÒÌ §´ Î¥´¨° x0 ¨ x′

0,   É ±¦¥
μÉ ±μ··¥±É¨·ÊÕÐ¨Ì Δx′

d[n] ¨ ¢μ§³ÊÐ ÕÐ¨Ì Δx′
e[n] ¢μ§¤¥°¸É¢¨°. �·¨³¥·

Ë· £³¥´É  É· ¥±Éμ·¨¨ Î ¸É¨ÍÒ x(t) = x(n, s) ¨ Ô¢μ²ÕÍ¨¨ ¢¥²¨Î¨´ ¸³¥Ð¥´¨°
Î ¸É¨ÍÒ x(n, sp) = x[n, sp] ≡ x[n], ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¤ ÉÎ¨±  ¶μ²μ-
¦¥´¨Ö BPM, ¶·¨¢¥¤¥´ ´  ·¨¸. 2 [39]. Š ± ÔÉμ ¶·¨´ÖÉμ ¢ Í¨Ë·μ¢μ° É¥Ì´¨±¥,
μÉμ¡· ¦¥´¨¥ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ Í¨Ë·μ¢ÒÌ μÉ¸Î¥Éμ¢ x[n, sp] μÉ ´μ³¥·  ¢Ò¡μ·±¨ n
μ¸ÊÐ¥¸É¢²¥´μ ¢ ¢¨¤¥ £· Ë¨± , £¤¥ ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´Ò¥ Í¨Ë·μ¢Ò¥ μÉ¸Î¥ÉÒ ¸μ-
¥¤¨´¥´Ò ³¥¦¤Ê ¸μ¡μ° ¶·Ö³Ò³¨ ²¨´¨Ö³¨. „ ´´μ¥ ¸μ£² Ï¥´¨¥ ¡Ê¤¥É ¨¸¶μ²Ó-
§μ¢ ÉÓ¸Ö ¤ ²¥¥ ¤²Ö μÉμ¡· ¦¥´¨Ö ±μ²¥¡ É¥²Ó´μ£μ ¤¢¨¦¥´¨Ö μÉ¤¥²Ó´μ° Î ¸É¨ÍÒ
¨²¨ § ¤ ´´μ£μ ¸£Ê¸É± , ´ ¡²Õ¤ ¥³μ£μ ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¤ ÉÎ¨±  ¶μ²μ¦¥´¨Ö ± ± Ô¢μ-
²ÕÍ¨Ö ¢¥²¨Î¨´ x[n, sp].

ˆ§³¥´¥´¨¥ É· ¥±Éμ·¨¨ Î ¸É¨ÍÒ, ¶·¨¢¥¤¥´´μ¥ ´  ·¨¸. 2,  , ¢Ò§¢ ´μ Éμ²Î-
±μ³ ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¥£μ ¤¥Ë²¥±Éμ· , ¢¥²¨Î¨´  ±μÉμ·μ£μ ¢Ò¡· ´  ¶·Ö³μ ¶·μ¶μ·-
Í¨μ´ ²Ó´μ° ¥¥ ¸³¥Ð¥´¨Õ ¢ ³¥¸É¥ · ¸¶μ²μ¦¥´¨Ö BPM. �¡¸μ²ÕÉ´ÊÕ ¢¥²¨Î¨´Ê
ÔÉμ£μ ±μÔËË¨Í¨¥´É  ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´μ¸É¨ ¶·¨´ÖÉμ ´ §Ò¢ ÉÓ ±μÔËË¨Í¨¥´Éμ³
μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨, ¤²Ö ±μÉμ·μ£μ ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ ¸ (6) ³μ¦¥³ § ¶¨¸ ÉÓ

g =
∣∣∣∣Δx′

d[n]
x[n]

√
β̂pβ̂d

∣∣∣∣ . (10)

�μ¸±μ²Ó±Ê x[n]/(β̂pβ̂d)1/2 ≈ x′
d[n] ¨, ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, g ≈ |Δv⊥/v⊥| ¥¸ÉÓ  ¡-

¸μ²ÕÉ´ Ö ¢¥²¨Î¨´  μÉ´μÏ¥´¨Ö ¨§³¥´¥´¨Ö ¸±μ·μ¸É¨ ¶μ¶¥·¥Î´μ£μ ¤¢¨¦¥´¨Ö
Î ¸É¨ÍÒ Δv⊥ ± ¥¥ ³£´μ¢¥´´μ³Ê  ³¶²¨ÉÊ¤´μ³Ê §´ Î¥´¨Õ, ¢¥²¨Î¨´  g Ì · ±-
É¥·¨§Ê¥É ¸É¥¶¥´Ó ¢μ§¤¥°¸É¢¨Ö ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¥£μ ¤¥Ë²¥±Éμ·  ´  ±μ²¥¡ É¥²Ó´μ¥
¤¢¨¦¥´¨¥ Î ¸É¨ÍÒ ¨ ¡Ê¤¥É ¶·¨´¨³ ÉÓ¸Ö ¢ · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ° § ¤ Î¥ ¢ ± Î¥¸É¢¥
³ ²μ£μ ¶ · ³¥É·  [42].

„μμ¶·¥¤¥²¨³ ¢¥²¨Î¨´Ò ±μ··¥±É¨·ÊÕÐ¨Ì ¢μ§¤¥°¸É¢¨° ¤¥Ë²¥±Éμ·  ¢ ¡μ²¥¥
μ¡Ð¥³ ¢¨¤¥, ¸²¥¤ÊÖ [28, 39]. Š ± Ê¦¥ μÉ³¥Î ²μ¸Ó ¢ÒÏ¥, ¢ Ï¨·μ±μ¶μ²μ¸´ÒÌ
‘� ¢¥²¨Î¨´  ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¥£μ Éμ²Î±  ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´  ¢ÒÌμ¤´μ³Ê ´ ¶·Ö-
¦¥´¨Õ Vout ´  Ê¸¨²¨É¥²¥ ¢ Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨. 	Ê¤¥³ É ±¦¥ ¸Î¨É ÉÓ ¢¸¥
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¸É·Ê±ÉÊ·´Ò¥ Ô²¥³¥´ÉÒ Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ²¨´¥°´Ò³¨ ¨ ¨´¢ ·¨ ´É´Ò³¨ ¢μ
¢·¥³¥´¨, ± ± ÔÉμ ¶·¨´ÖÉμ ¢ · ¤¨μÉ¥Ì´¨±¥ [16]. ’μ£¤  Vout ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´μ
¢ÒÌμ¤´μ³Ê ´ ¶·Ö¦¥´¨Õ Ë¨²ÓÉ·  Vfltr, ±μÉμ·μ¥, ¢ ¸¢μÕ μÎ¥·¥¤Ó, ²¨´¥°´μ § -
¢¨¸¨É μÉ ¢Ìμ¤´μ£μ ´ ¶·Ö¦¥´¨Ö Vin. ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ³μ¦¥³ § ¶¨¸ ÉÓ

Vfltr[n] =
Nf∑

m=0

b[m] Vin[n − m] u[n − m] +
Nr∑

m=1

c[m] Vfltr[n − m] u[n − m],

(11)
Δx′

d[n] = κSout Vout[n] = κSout Kout Vfltr[n − q̂] u[n − q̂],

£¤¥ κ = ±1 Å ±μÔËË¨Í¨¥´É, ÊÎ¨ÉÒ¢ ÕÐ¨° ¶μ²Ö·´μ¸ÉÓ ¶μ¤ ¢ ¥³μ£μ ´  ¤¥-
Ë²¥±Éμ· Ê¶· ¢²ÖÕÐ¥£μ ´ ¶·Ö¦¥´¨Ö; Sout Å ¶¥·¥¤ ÉμÎ´ Ö Ì · ±É¥·¨¸É¨± 
¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¥£μ ¤¥Ë²¥±Éμ· ; Kout Å ±μÔËË¨Í¨¥´É Ê¸¨²¥´¨Ö ¶μ ´ ¶·Ö¦¥´¨Õ
¢ÒÌμ¤´ÒÌ Ê¸¨²¨É¥²¥° (¸³. ·¨¸. 1); u[n] Å ËÊ´±Í¨Ö •¥¢¨¸ °¤ ; Nf Å ¶μ·Ö-
¤μ± Ë¨²ÓÉ·  ¸ ±μ´¥Î´μ° ¨³¶Ê²Ó¸´μ° Ì · ±É¥·¨¸É¨±μ° (Šˆ•-Ë¨²ÓÉ·) ¢ DSP;
b[m] Å ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ Šˆ•-Ë¨²ÓÉ· ; Nr Å ¶μ·Ö¤μ± Ë¨²ÓÉ·  ¸ ¡¥¸±μ´¥Î´μ°
¨³¶Ê²Ó¸´μ° Ì · ±É¥·¨¸É¨±μ° (	ˆ•-Ë¨²ÓÉ·); c[m] Å ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ 	ˆ•-
Ë¨²ÓÉ·  [16]. ‚ (11) ÊÎÉ¥´μ, ÎÉμ ¸¨´Ì·μ´¨§ Í¨Ö μÉ¸Î¥Éμ¢ Vin[n] ¨ Vout[n]
³μ¦¥É μ¸ÊÐ¥¸É¢²ÖÉÓ¸Ö ¸ § ¤¥·¦±μ° ´  q̂ μ¡μ·μÉμ¢. ˆ´ Î¥ £μ¢μ·Ö, ¥¸²¨ t(0, sp)
¥¸ÉÓ ³μ³¥´É ¶·μ²¥É  Î ¸É¨ÍÒ ¸±¢μ§Ó BPM ¶μ¸²¥ ¨´¦¥±Í¨¨, τ ≡ τpd Å ¢·¥³Ö
¶·μ²¥É  Î ¸É¨ÍÒ μÉ BPM ¤μ DK, Éμ ±μ··¥±É¨·ÊÕÐ¨° ¸¨£´ ² ¤μ²¦¥´ ¢μ§´¨±-
´ÊÉÓ ¢ DK ¢ ³μ³¥´É ¢·¥³¥´¨ t(q̂, sd), É ±μ°, ÎÉμ

τ + q̂ T0 = t(q̂, sd) − t(0, sp). (12)

‚¥²¨Î¨´Ê q̂ ¤ ²¥¥ ¡Ê¤¥³ ´ §Ò¢ ÉÓ ±· É´μ¸ÉÓÕ § ¤¥·¦±¨. Šμ´±·¥É´μ¥ §´ Î¥´¨¥
§ ¤¥·¦±¨ τdelay ¢ ³μ¤Ê²¥ Í¨Ë·μ¢μ° μ¡· ¡μÉ±¨ ¸¨£´ ²  (DSP) Ëμ·³¨·Ê¥É¸Ö ¸
ÊÎ¥Éμ³ ¢·¥³¥´¨ ¶·μÌμ¦¤¥´¨Ö ¸¨£´ ²  ¶μ Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ μÉ BPM ¤μ DK
É ±¨³ μ¡· §μ³, ÎÉμ¡Ò μ¡¥¸¶¥Î¨ÉÓ ¢Ò¶μ²´¥´¨¥ Ê¸²μ¢¨Ö (12). �¡ÒÎ´μ q̂ = 0 ´ 
Ê¸±μ·¨É¥²ÖÌ ¸ ¡μ²ÓÏμ° ¤²¨´μ° ¤μ·μ¦±¨, μ¤´ ±μ ¢ Ô²¥±É·μ´´ÒÌ ¸¨´Ì·μÉ·μ´ Ì
¤²Ö ¢Ò¶μ²´¥´¨Ö Ê¸²μ¢¨° ¸¨´Ì·μ´¨§ Í¨¨ ¸ ÊÎ¥Éμ³ ·¥ ²Ó´μ° § ¤¥·¦±¨ ¢ Í¥¶¨
μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¶·¨Ìμ¤¨É¸Ö ¢Ò¡¨· ÉÓ μÉ²¨Î´Ò¥ μÉ ´Ê²Ö §´ Î¥´¨Ö q̂ (É ±, ¢
´ ±μ¶¨É¥²¥ PETRA [8] ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ² ¸Ó ¢¥²¨Î¨´  q̂ = 1).

‚ ¸¢μÕ μÎ¥·¥¤Ó, ´ ¶·Ö¦¥´¨¥ Vin ´  ¢Ìμ¤¥ · ¤¨μÉ¥Ì´¨Î¥¸±μ° Î ¸É¨ Í¥¶¨
μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ²¨´¥°´μ § ¢¨¸¨É μÉ ¸³¥Ð¥´¨Ö x[n]:

Vin[n] = (x[n] + δxp)Sin Kin u[n], δxp = xD(sp) − Δxp, (13)

£¤¥ Sin Å ÎÊ¢¸É¢¨É¥²Ó´μ¸ÉÓ ¨§³¥·¨É¥²Ó´μ£μ ¤ ÉÎ¨± ; Kin Å ±μÔËË¨Í¨¥´É
Ê¸¨²¥´¨Ö ¶μ ´ ¶·Ö¦¥´¨Õ ¢Ìμ¤´ÒÌ Ê¸¨²¨É¥²¥°; δxp Å ¶μ£·¥Ï´μ¸ÉÓ ¨§³¥-
·¥´¨Ö ¡¥É É·μ´´ÒÌ ¸³¥Ð¥´¨° ±μ²¥¡²ÕÐ¥°¸Ö Î ¸É¨ÍÒ ¢ ³¥¸É¥ · ¸¶μ²μ¦¥´¨Ö
BPM. �É  ¶μ£·¥Ï´μ¸ÉÓ § ¢¨¸¨É μÉ Δxp Å μÉ±²μ´¥´¨Ö Ô²¥±É·¨Î¥¸±μ£μ Í¥´É· 
BPM μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ · ¸Î¥É´μ° μ·¡¨ÉÒ ¨ μÉ xD(sp) Å ¸³¥Ð¥´¨Ö ³£´μ¢¥´´μ°
§ ³±´ÊÉμ° μ·¡¨ÉÒ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ · ¸Î¥É´μ°.
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�¥μ¡Ìμ¤¨³μ ¶μ¤Î¥·±´ÊÉÓ, ÎÉμ Ê· ¢´¥´¨Ö (11) ¨²¨ (13) Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ´ ¨¡μ-
²¥¥ μ¡Ð¨³¨ ¤²Ö ²¨´¥°´ÒÌ ¨´¢ ·¨ ´É´ÒÌ ¢μ ¢·¥³¥´¨ ¸¨¸É¥³ (‹ˆ‚-¸¨¸É¥³)
¤¨¸±·¥É´μ£μ ¢·¥³¥´¨ [16, 43]. �· ±É¨Î¥¸±¨ ¢¸¥ · ¤¨μÉ¥Ì´¨Î¥¸±¨¥ Ê¸É·μ°-
¸É¢ , ¢Ìμ¤ÖÐ¨¥ ¢ Í¥¶Ó μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ´  Ê¸±μ·¨É¥²ÖÌ § ·Ö¦¥´´ÒÌ Î ¸É¨Í,
μÉ´μ¸ÖÉ¸Ö ± É ±¨³ ‹ˆ‚-¸¨¸É¥³ ³. �¤´ ±μ ¸²¥¤Ê¥É ¶μ³´¨ÉÓ, ÎÉμ ¢ Ê· ¢´¥-
´¨¨ (13) ¶·¨ § ³¥´¥ x(t) ´  x[n] ¶·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö, ÎÉμ ¤¨¸±·¥É¨§ Í¨Ö ¸¨£´ ² 
μ¸ÊÐ¥¸É¢²Ö¥É¸Ö ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¨¤¥ ²Ó´ÒÌ Ê¸É·μ°¸É¢ ¢Ò¡μ·±¨ ¨ Ì· ´¥´¨Ö. ‚
¸¢μÕ μÎ¥·¥¤Ó, ¢ Ê· ¢´¥´¨¨ (13) ¶·¨ § ³¥´¥ Δx′

d(t) ´  Δx′
d[n] ¸Î¨É ¥É¸Ö, ÎÉμ

³μÐ´Ò° Ê¸¨²¨É¥²Ó ¸μ¢³¥¸É´μ ¸ ¤¥Ë²¥±Éμ·μ³ ¨³¥¥É ¨¤¥ ²Ó´ÊÕ ¨³¶Ê²Ó¸´ÊÕ
Ì · ±É¥·¨¸É¨±Ê. �·¨ μ¶·¥¤¥²¥´¨¨ μ¸´μ¢´ÒÌ ¸¢μ°¸É¢ Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ¤¢¨¦¥´¨Ö
Î ¸É¨Í ¸ ¸¨¸É¥³μ° μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¤ ´´μ¥ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¢¶μ²´¥
¶·¨¥³²¥³Ò³, É ± ± ± ¶·¨¡²¨§¨ÉÓ¸Ö ± ¶μÎÉ¨ ¨¤¥ ²Ó´Ò³ Ì · ±É¥·¨¸É¨± ³ ÔÉ¨Ì
Ê¸É·μ°¸É¢ ¢¶μ²´¥ ¢μ§³μ¦´μ, ¥¸²¨ Î¨¸²μ Ê¸±μ·Ö¥³ÒÌ ¸£Ê¸É±μ¢ Kb §´ Î¨É¥²Ó´μ
³¥´ÓÏ¥ ±· É´μ¸É¨ Ê¸±μ·¥´¨Ö hrf (´ ¶·¨³¥·, ¢ LHC · ¸Î¥É´μ¥ Î¨¸²μ ¸£Ê¸É±μ¢
Kb � 2808 ¶·¨ hrf = 35640 [44]).

Œ É·¨Î´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ (5) ¨²¨ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¥ ¥³Ê · §´μ¸É´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ (6)
¸μ¢³¥¸É´μ ¸ ¢Ò· ¦¥´¨Ö³¨ (9) ¤²Ö ´ Î ²Ó´ÒÌ Ê¸²μ¢¨°, Ê· ¢´¥´¨Ö³¨ (11) ¨ (13)
¤²Ö ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¨Ì ¢μ§¤¥°¸É¢¨° ¨ Ê· ¢´¥´¨Ö³¨ (7) ¨²¨ (8) ¤²Ö ¢μ§³ÊÐ ÕÐ¥°
¸¨²Ò Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¡ §μ¢Ò³¨ Ê· ¢´¥´¨Ö³¨ ¤²Ö μ¶¨¸ ´¨Ö ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°
Î ¸É¨ÍÒ ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´¥ ¶·¨ ´ ²¨Î¨¨ ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö.

1.3. Z-¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ ± ± ³¥Éμ¤ ·¥Ï¥´¨Ö. 1.3.1. �¸´μ¢´Ò¥ μ¶·¥¤¥²¥-
´¨Ö. ‘¨¸É¥³  ²¨´¥°´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° (5), (6), (11), (13), (7) ¨ (8) ¸ ´ Î ²Ó-
´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨ (9) ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ·¥Ï¥´  ¸ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥³ μ¤´μ¸Éμ·μ´´¥£μ
Z-¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö (¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ ‹μ· ´ ) [16,33]:

y(z, s) ≡ Z{y[n, s]} =
∞∑

n=0

y[n, s]z−n, y[n, s] = 0 ∀n < 0, s ∈ [0, C0],

(14)

y[n, s] ≡ Z−1{y(z, s)} =
1

2πj

∮
Γ

y(z, s)zn−1dz =
∑

r

Res [y(zr , s)zn−1
r ; zr].

‡¤¥¸Ó Γ Å ²Õ¡μ° § ³±´ÊÉÒ° ±μ´ÉÊ·, μ±·Ê¦ ÕÐ¨° ¢¸¥ μ¸μ¡Ò¥ ÉμÎ±¨ zr

ËÊ´±Í¨¨ y(z, s) ´  ±μ³¶²¥±¸´μ° z-¶²μ¸±μ¸É¨, ¢ Î ¸É´μ¸É¨ ²Õ¡ Ö μ±·Ê¦-
´μ¸ÉÓ |z| > Rz, £¤¥ Rz Å · ¤¨Ê¸ ±·Ê£ , ¢´¥ ±μÉμ·μ£μ ¸Ìμ¤¨É¸Ö ( ¡¸μ²ÕÉ´μ
¨ · ¢´μ³¥·´μ) § ¤ ÕÐ¨° y(z, s) ·Ö¤. „ ´´Ò° ¸¶μ¸μ¡ ·¥Ï¥´¨Ö ¢¶¥·¢Ò¥ ¶·¨-
³¥´¥´ ¢ · ¡μÉ¥ [28], μ´ ¡Ò² ¢Ò¡· ´ ¤²Ö  ´ ²¨§  ¤¢¨¦¥´¨Ö Î ¸É¨Í ¶ÊÎ±  ¶·¨
´ ²¨Î¨¨ Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¸ Í¨Ë·μ¢μ° μ¡· ¡μÉ±μ° ¸¨£´ ² , ¶μ¸±μ²Ó±Ê
Z-¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ Ï¨·μ±μ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ¶·¨  ´ ²¨§¥ · ¤¨μÉ¥Ì´¨Î¥¸±¨Ì ¸¨-
¸É¥³ ¤¨¸±·¥É´μ£μ ¢·¥³¥´¨ [16,43].

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¨¸Ìμ¤´μ¥ · §´μ¸É´μ¥ ¨²¨ ·¥±Ê··¥´É´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ¤²Ö
y[n, s] ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ¤²Ö ´ Ìμ¦¤¥´¨Ö ËÊ´±Í¨¨-¨§μ¡· ¦¥´¨Ö y(z, s). �¶·¥¤¥-
²¨¢ ¶μ²Õ¸Ò ËÊ´±Í¨¨ y(z, s) ¢ ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ° ÉμÎ±¥ s, ¢μ¸¸É ´ ¢²¨¢ ÕÉ ¶μ¸²¥-
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¤μ¢ É¥²Ó´μ¸ÉÓ y[n, s] ¢ Éμ° ¦¥ ÉμÎ±¥ s ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ ¸ É¥μ·¥³μ° μ ¢ÒÎ¥É Ì
¤²Ö ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ±μ´ÉÊ·´μ£μ ¨´É¥£· ²  ¸μ£² ¸´μ (14). �É¸Õ¤  Ö¸´μ, ÎÉμ Ê¸Éμ°-
Î¨¢μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ¢μ§³μ¦´μ, ¥¸²¨ ¢¸¥ ¶μ²Õ¸Ò zr ´  ±μ³¶²¥±¸´μ° z-¶²μ¸±μ¸É¨
²¥¦ É ¢´ÊÉ·¨ ±·Ê£  ¸ · ¤¨Ê¸μ³ Rz = 1, É. ¥.

|zr| � 1. (15)

‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ y[n, s] ¸μ£² ¸´μ (14) ¥¸ÉÓ ¸Ê³³  § ÉÊÌ ÕÐ¨Ì ¸ ·μ¸Éμ³ n ¸² £ -
¥³ÒÌ (³μ¤ ±μ²¥¡ ´¨°), ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´ÒÌ zn−1

r . �μÔÉμ³Ê ¤¥±·¥³¥´É  ³¶²¨-
ÉÊ¤Ò ±μ²¥¡ ´¨° §  μ¡μ·μÉ ¤²Ö r-° ³μ¤Ò ¥¸ÉÓ

αr = − ln |zr| = T0/τr, (16)

£¤¥ τr ¥¸ÉÓ ¶μ¸ÉμÖ´´ Ö ¢·¥³¥´¨ § ÉÊÌ ´¨Ö ¤ ´´μ° ³μ¤Ò ±μ²¥¡ ´¨°. ˆ¸¶μ²Ó§μ-
¢ ´¨¥ ¢¥²¨Î¨´ |zr| ¤²Ö Ì · ±É¥·¨¸É¨±¨ É¥³¶  ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ¸¢Ö§ ´μ ¸ Ê¤μ¡¸É¢μ³
¶·¥¤¸É ¢²¥´¨Ö ´  ·¨¸Ê´± Ì μ¡² ¸É¥° Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ¤²Ö
τr, ¡²¨§±¨Ì ± T0. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, §´ Î¥´¨Ö |zr| ¤²Ö § ÉÊÌ ÕÐ¨Ì ±μ²¥¡ ´¨°
¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ μ¡² ¸É¨ ¢¥²¨Î¨´ μÉ ´Ê²Ö ¤μ ¥¤¨´¨ÍÒ. „·Ê£¨³ ¢ ¦´Ò³ ¶ · -
³¥É·μ³ Ö¢²Ö¥É¸Ö  ·£Ê³¥´É zr, ±μÉμ·Ò° ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²¥´ ¤·μ¡´μ° Î ¸É¨ Î¨¸² 
±μ²¥¡ ´¨° §  μ¡μ·μÉ:

{Qr} =
1
2π

arg (zr), −π < arg (zr) � π. (17)

„ ´´μ¥ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö μ¡Ð¥¶·¨´ÖÉÒ³ ¢ É¥μ·¨¨ ±μ²¥¡ ´¨°. Š ¦¤μ° ¨§
³μ¤ ±μ²¥¡ ´¨° zr ³μ¦´μ ¸μ¶μ¸É ¢¨ÉÓ Í¨±²¨Î¥¸±ÊÕ Î ¸ÉμÉÊ ±μ²¥¡ ´¨°:

ω(k)r = ({Qr} + k)ω0, ω0 = 2π/T0,

£¤¥ k Å Í¥²μ¥ Î¨¸²μ; ω0 Å Í¨±²¨Î¥¸± Ö Î ¸ÉμÉ  μ¡· Ð¥´¨Ö Î ¸É¨ÍÒ.
‚¥²¨Î¨´Ò ω(k)r ·¥£¨¸É·¨·ÊÕÉ¸Ö ¢ ¸¶¥±É·¥ ¸¨£´ ²  ¸ ¤ ÉÎ¨±  ¶μ²μ¦¥´¨Ö [13].
Š ¦¤μ³Ê §´ Î¥´¨Õ ω(k)r μÉ¢¥Î ¥É ¨§³¥´¥´¨¥ Ë §Ò §  μ¡μ·μÉ ω(k)rT0, ·¥£¨-
¸É·¨·Ê¥³μ¥ ± ± μ¸É Éμ± ¤¥²¥´¨Ö ÔÉμ£μ ¨§³¥´¥´¨Ö ´  2π, É ± ÎÉμ
mod (ω(k)rT0, 2π) = 2π{Qr}.

‘·¥¤¨ · §²¨Î´ÒÌ ³μ¤ ±μ²¥¡ ´¨° ¢¸¥£¤  ³μ¦´μ ¢Ò¤¥²¨ÉÓ ³μ¤Ò, § ÉÊÌ Õ-
Ð¨¥ ´ ¨¡μ²¥¥ ³¥¤²¥´´μ. �μÔÉμ³Ê ¥¸É¥¸É¢¥´´μ ¢ μ¡² ¸É¨ ¨§³¥´¥´¨Ö ± ±μ£μ-
²¨¡μ ¶ · ³¥É·  μ¶·¥¤¥²¨ÉÓ ³¨´¨³ ²Ó´ÊÕ ¢¥²¨Î¨´Ê ¶μ¸ÉμÖ´´μ° ¢·¥³¥´¨ § -
ÉÊÌ ´¨Ö [28], ±μÉμ·μ° μÉ¢¥Î ¥É ³ ±¸¨³ ²Ó´μ¥ §´ Î¥´¨¥ |zr|:

α ≡ T0

τd
≡ T0

τ
(min)
r

= − ln
(
MAX(|zr|)

)
. (18)

�μ¤Î¥·±´¥³, ÎÉμ, ¢μμ¡Ð¥ £μ¢μ·Ö, ¢¥²¨Î¨´  MAX(|zr|) ¢ μ¤´μ° ¨§ μ¡² ¸É¥°
¨§³¥´¥´¨Ö ¢Ò¡· ´´μ£μ ¶ · ³¥É·  ³μ¦¥É μÉ¢¥Î ÉÓ, ´ ¶·¨³¥·, |z1|,   ¢ ¤·Ê£μ°
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μ¡² ¸É¨, ´ ¶·¨³¥·, |z3|. �μÔÉμ³Ê ±·¨¢ Ö MAX(|zr|) ¥¸ÉÓ μ£¨¡ ÕÐ Ö ¸·¥¤¨
¢¸¥Ì · ¸¸³ É·¨¢ ¥³ÒÌ ±·¨¢ÒÌ ¤²Ö |zr|.

�¥Ï¥´¨Ö ¤²Ö ¤¨¸±·¥É´ÒÌ ¢¥²¨Î¨´ y[n, s] ¸μ¢¶ ¤ ÕÉ ¸ ´¥¶·¥·Ò¢´Ò³¨ ¢¥-
²¨Î¨´ ³¨ y(n, s) ¶μ ±· °´¥° ³¥·¥ ¢ μ¤´μ° ÉμÎ±¥ ´  μ·¡¨É¥, ¶·¨Î¥³ ´  ¶·μ-
¨§¢μ²Ó´μ³ μ¡μ·μÉ¥. �μÔÉμ³Ê ¸ ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ¤¢¨¦¥´¨Ö Î ¸É¨Í
Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ ·¥Ï¥´¨° y[n, s] Ö¢²Ö¥É¸Ö ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ°.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, μ¶·¥¤¥²¨¢ ¶μ²μ¦¥´¨¥ ¶μ²Õ¸μ¢ zr ËÊ´±Í¨¨ ¨§μ¡· ¦¥´¨Ö
´  ±μ³¶²¥±¸´μ° z-¶²μ¸±μ¸É¨, ³μ¦´μ ¢ÒÖ¢¨ÉÓ ¢¥²¨Î¨´Ò ¶ · ³¥É·μ¢, ¶·¨ ±μÉμ-
·ÒÌ ¤¢¨¦¥´¨¥ Î ¸É¨Í Ê¸Éμ°Î¨¢μ,   É ±¦¥ ¤¥±·¥³¥´ÉÒ ¨ ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ Î ¸ÉμÉÒ
§ ÉÊÌ ÕÐ¨Ì ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° Î ¸É¨Í.

1.3.2. �¡Ð¥¥ ·¥Ï¥´¨¥. ‚Ò¶μ²´ÖÖ Z-¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ ¤²Ö ²¨´¥°´ÒÌ · §-
´μ¸É´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° (11) ¨ (13), ¶μ²ÊÎ ¥³

Δx′
d(z) = z−q̂

κK(z)Sin Sout

(
x(z) +

δxp

1 − z−1

)
,

£¤¥ ¢¢¥¤¥´μ μ¡μ§´ Î¥´¨¥ K(z) ≡ Kin Kout H(z) ¤²Ö ¶¥·¥¤ ÉμÎ´μ° ËÊ´±Í¨¨
· ¤¨μÉ¥Ì´¨Î¥¸±μ° Î ¸É¨ Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨, § ¢¨¸ÖÐ¥° μÉ ¶¥·¥¤ ÉμÎ´μ°
ËÊ´±Í¨¨ Í¨Ë·μ¢μ£μ Ë¨²ÓÉ·  H(z) = Z{Vfltr[n]}:

H(z) = Z{Vfltr[n]} =

(
b[0] +

Nf∑
m=1

b[m] z−m

)(
1 −

Nr∑
m=1

c[m] z−m

)−1

. (19)

‚Ò¶μ²´ÖÖ Z-¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ ¤²Ö ³ É·¨Î´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö (5) ¸ ´ Î ²Ó´Ò³¨
Ê¸²μ¢¨Ö³¨ (9) ¨ ÊÎ¨ÉÒ¢ Ö ·¥§Ê²ÓÉ É ¤²Ö Z{Δx′

d[n]}, ¶μ²ÊÎ ¥³ ¤²Ö ËÊ´±Í¨¨

X̂(z, s) = Z{X̂[n, s]} ¸²¥¤ÊÕÐ¥¥ ¢Ò· ¦¥´¨¥ [28,39]:

X̂(z, s) =
zÎ − M̂−1 det M̂

det
(
zÎ − M̂

) (zX̂[0, s] +

+
ĝ(z) δxp

(1 − z−1)(β̂dβ̂p)1/2
M̂dÊ + Z{Δx′

e[n]} M̂eÊ

)
, (20)

£¤¥ ËÊ´±Í¨Ö ĝ(z) μ¶·¥¤¥²¥´  ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ μ¡· §μ³:

ĝ(z) = z−q̂
κK(z)Sin Sout

√
β̂dβ̂p. (21)

‚ (20) Î Å ¥¤¨´¨Î´ Ö ³ É·¨Í ,   ³ É·¨Í  M̂ ¨³¥¥É ¢¨¤

M̂ ≡ M̂(Q0, z, s) = M̂(s) +
ĝ(z)

(β̂dβ̂p)1/2
M̂d T̂ M̂(sp|s), (22)
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£¤¥ T̂ Å ±¢ ¤· É´ Ö 2 × 2 ³ É·¨Í , ¢ ±μÉμ·μ° T21 = 1,   ¢¸¥ μ¸É ²Ó´Ò¥ Ô²¥-
³¥´ÉÒ · ¢´Ò ´Ê²Õ. ‚ (20) ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ²μ¸Ó ¶·¨³¥´¥´´μ¥ ¢ [35] ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥
¶·μÌμ¦¤¥´¨Ö ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¥£μ ¤¥Ë²¥±Éμ·  ¸ ¶μ³μÐÓÕ ³ É·¨ÍÒ T̂ :

Δx′
d(z)Ê ≡ ĝ(z)

(β̂dβ̂p)1/2
T̂ X̂(z, sp) +

ĝ(z) δxp

(1 − z−1)(β̂dβ̂p)1/2
Ê.

‘²¥¤Ê¥É ¶μ¤Î¥·±´ÊÉÓ, ÎÉμ μ¶É¨Î¥¸±¨¥ ËÊ´±Í¨¨ ’¢¨¸¸  ¨ ´ ¡¥£¨ ¡¥É É·μ´-
´ÒÌ Ë § ¢ ³ É·¨Í Ì M̂(s), M̂d(s + C0|sd) ¨ M̂(sp|s) § ¤ ´Ò ´  μ·¡¨É¥, £¤¥
Î¨¸²μ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° §  μ¡μ·μÉ · ¢´μ Q0. �Éμ μÉ· ¦¥´μ ¢ μ¶·¥¤¥-
²¥´¨¨ ³ É·¨ÍÒ M̂ ¢ (22), £¤¥ § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ μÉ Q0 Ê± § ´  ¢ Ö¢´μ³ ¢¨¤¥ ± ±
M̂(Q0, z, s).

„²Ö ¢ÒÖ¢²¥´¨Ö ¸¢μ°¸É¢ ±μ²¥¡ É¥²Ó´μ£μ ¶μ¶¥·¥Î´μ£μ ¤¢¨¦¥´¨Ö Í¨·±Ê²¨-
·ÊÕÐ¥° Î ¸É¨ÍÒ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ μ¶·¥¤¥²¨ÉÓ ¶μ²μ¦¥´¨¥ ¶μ²Õ¸μ¢ zr ËÊ´±Í¨¨
¨§μ¡· ¦¥´¨Ö X̂(z, s) ´  ±μ³¶²¥±¸´μ° z-¶²μ¸±μ¸É¨.

1.3.3. • · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥. ‘μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö zr ¶·¨
ae = 0 ¨ δxp = 0 ¥¸ÉÓ ·¥Ï¥´¨Ö Ì · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö [28,39]:

det
(
zrÎ − M̂(Q0, zr, s)

)
≡ z2

r − zr tr M̂(Q0, zr, s) + det M̂(Q0, zr, s) =

= z2
r −
(
2 cosμ + ĝ(zr) sin (μ − η)

)
zr + 1 − ĝ(zr) sin η = 0. (23)

�μ¸±μ²Ó±Ê ĝ(z) ∝ z−q̂−Nf ¶·¨ Nr < Nf , Éμ Ì · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ¥ Ê· ¢´¥-
´¨¥ (23) Ö¢²Ö¥É¸Ö  ²£¥¡· ¨Î¥¸±¨³ Ê· ¢´¥´¨¥³ ¸É¥¶¥´¨ (2 + q̂ + Nf) μÉ´μ¸¨-
É¥²Ó´μ z. ŠμÔËË¨Í¨¥´ÉÒ Ê· ¢´¥´¨Ö (23) Å ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´Ò¥ Î¨¸² . ‘²¥¤μ¢ -
É¥²Ó´μ, É ±μ¥  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ¨³¥¥É ¶ ·´Ò¥ ±μ³¶²¥±¸´μ-¸μ¶·Ö¦¥´-
´Ò¥ ±μ·´¨ ¨/¨²¨ · §²¨Î´Ò¥ ¢¥Ð¥¸É¢¥´´Ò¥ ±μ·´¨ (¢ Î ¸É´ÒÌ ¸²ÊÎ ÖÌ ´¥±μ-
Éμ·Ò¥ ¨§ ¢¥Ð¥¸É¢¥´´ÒÌ ±μ·´¥° ³μ£ÊÉ ¸μ¢¶ ¤ ÉÓ). ’ ±, ¶·¨ ĝ = 0 ¶μ²Ê-
Î ¥³ ±¢ ¤· É´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥, ¨³¥ÕÐ¥¥ ¤¢  ±μ³¶²¥±¸´μ-¸μ¶·Ö¦¥´´ÒÌ ±μ·´Ö
z1,2 = exp (±j 2πQ0), É. ¥. Ìμ·μÏμ ¨§¢¥¸É´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ¤²Ö ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥-
¡ ´¨° [30, 31]. ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ¢¥²¨Î¨´  arg z1,2 = 2π{Q0} ¥¸ÉÓ ¶·¨· Ð¥´¨¥
Ë §Ò ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° §  μ¡μ·μÉ, ±μÉμ·μ¥ Ë¨±¸¨·Ê¥É¸Ö ± ± ´ ¡²Õ¤ ¥-
³ Ö ¢¥²¨Î¨´  ¢ ¸¨£´ ²¥ ¸ ¤ ÉÎ¨±  ¶μ²μ¦¥´¨Ö [13]. �Éμ³Ê ¶·¨· Ð¥´¨Õ ³μ¦´μ
¸μ¶μ¸É ¢¨ÉÓ Í¨±²¨Î¥¸±ÊÕ Î ¸ÉμÉÊ Ωβ ¨  ¡¸μ²ÕÉ´ÊÕ ¢¥²¨Î¨´Ê Qβ ¤²Ö {Q0}:

Qβ ≡ |{Q0}|, Ωβ ≡ Qβω0, ω0 ≡ 2π/T0, ΩβT0 = 2πQβ.

‚¥²¨Î¨´Ò Ωβ ¨ Qβ ¤ ²¥¥ ¡Ê¤ÊÉ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ¸Ö ¢ ± Î¥¸É¢¥ Ì · ±É¥·¨¸É¨±¨
³¨´¨³ ²Ó´μ° ³μ¤Ò ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°. ‘ ÊÎ¥Éμ³ ¶·¨´ÖÉμ£μ ¢ · ¤¨μ-
É¥Ì´¨±¥ ¶· ¢¨²  ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨Ö K(ω) = K

(
z = exp ( jωT0)

)
¤²Ö ĝ(z) ³μ¦´μ

§ ¶¨¸ ÉÓ

ĝ(z) = g z−q̂ κK(z)
K0

, g ≡ Sin Sout K0

√
β̂dβ̂p = |ĝ(Ωβ)|, K0 ≡ |K(Ωβ)|,
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£¤¥ g Å ±μÔËË¨Í¨¥´É μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨, ¶·¨Î¥³ |Δx′
d(Ωβ) | (β̂dβ̂p)1/2 =

g |xd(Ωβ)|. „ ´´μ¥ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ g ¸μ£² ¸Ê¥É¸Ö ¸ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥³ (10).
1.3.4. �¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨¥ ·¥Ï¥´¨Ö. �·¨ ĝ 
= 0 Ë¨§¨Î¥¸±¨° ¸³Ò¸² ¨³¥ÕÉ

·¥Ï¥´¨Ö, ¢ ±μÉμ·ÒÌ ¢¸¥ ³μ¤Ò ±μ²¥¡ ´¨° Ö¢²ÖÕÉ¸Ö § ÉÊÌ ÕÐ¨³¨ (|zr| < 1) ¨
±μ²¥¡ É¥²Ó´Ò° ¶·μÍ¥¸¸ μ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö ËÊ´±Í¨¥°, ¨³¥ÕÐ¥° ¶·¥¤¥²Ó´μ¥ ´Ê²¥¢μ¥
§´ Î¥´¨¥ [28, 45]. ‘²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ¤²Ö  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨Ì ·¥Ï¥´¨° ¢ ¸μμÉ¢¥É-
¸É¢¨¨ ¸ É¥μ·¥³μ° μ ±μ´¥Î´μ³ §´ Î¥´¨¨ [43], ¢Ò¶μ²´ÖÕÐ¥°¸Ö ¶·¨ |zr| < 1,
³μ¦¥³ § ¶¨¸ ÉÓ ¤²Ö X̂(z, s) ¨§ (20)

lim
n→∞

X̂[n, s] = lim
z→1

(z − 1) X̂(z, s) = 0. (24)

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¢¸¥ ¶μ²Õ¸Ò zr ËÊ´±Í¨¨ (z−1)X̂(z, s) ¤μ²¦´Ò ²¥¦ ÉÓ ¢´ÊÉ·¨
±·Ê£  ¥¤¨´¨Î´μ£μ · ¤¨Ê¸ , É. ¥. ¢²¨Ö´¨¥ ¶μ£·¥Ï´μ¸É¥° δxp ¢ X̂(z, s) ¤μ²¦´μ
¡ÒÉÓ ¨¸±²ÕÎ¥´μ. �Éμ ¢μ§³μ¦´μ, ¥¸²¨ ĝ(z = 1) = 0, É. ¥. ¶·¨ ¢Ò¶μ²´¥´¨¨
Ê¸²μ¢¨Ö

b[0] +
Nf∑

m=1

b[m] = 0. (25)

�μ¸²¥¤´¥¥ ¤μ¸É¨£ ¥É¸Ö ¡² £μ¤ ·Ö ¶·¨³¥´¥´¨Õ ¢ Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ Ê§±μ¶μ-
²μ¸´μ£μ § £· ¦¤ ÕÐ¥£μ Ë¨²ÓÉ·  (notch ˇlter) [28,45], ¶¥·¥¤ ÉμÎ´ Ö ËÊ´±Í¨Ö
±μÉμ·μ£μ Hn(z) = (1− z−1). �Éμ É·¥¡μ¢ ´¨¥ ± · ¤¨μÉ¥Ì´¨Î¥¸±μ° Î ¸É¨ Í¥¶¨
μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¨³¥¥É ¶·μ¸Éμ° Ë¨§¨Î¥¸±¨° ¸³Ò¸²: ¢ ¸¨£´ ²¥ ¸ ¤ ÉÎ¨±  ¶μ²μ-
¦¥´¨Ö ¤μ²¦´Ò ¡ÒÉÓ ¶μ¤ ¢²¥´Ò ¢¸¥ £ ·³μ´¨±¨ Î ¸ÉμÉÒ μ¡· Ð¥´¨Ö, ¢±²ÕÎ Ö
¶μ¸ÉμÖ´´ÊÕ ¸μ¸É ¢²ÖÕÐÊÕ. ‚ ¶·μÉ¨¢´μ³ ¸²ÊÎ ¥, ´ ¶·¨³¥·, ¶μ¸ÉμÖ´´ Ö ¸μ-
¸É ¢²ÖÕÐ Ö ¢ ¸¨£´ ²¥ ¸ ¤ ÉÎ¨±  ¶μ²μ¦¥´¨Ö ¶·¨¢¥¤¥É ± ¢μ§´¨±´μ¢¥´¨Õ ¶μ-
¸ÉμÖ´´μ° ¤¨¶μ²Ó´μ° ¸μ¸É ¢²ÖÕÐ¥° ¢ ±μ··¥±É¨·ÊÕÐ¥³ ¨³¶Ê²Ó¸¥, ±μÉμ·Ò³
§ ¶¨ÉÒ¢ ¥É¸Ö ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¨° ¤¥Ë²¥±Éμ·, ¨, ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ± ¨¸± ¦¥´¨Õ · ¢-
´μ¢¥¸´μ° μ·¡¨ÉÒ, ÎÉμ ´¥¦¥² É¥²Ó´μ: ¶μ ¸¢μ¥³Ê ´ §´ Î¥´¨Õ ¸¨¸É¥³  ¶μ¤ -
¢²¥´¨Ö ¤μ²¦´  μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ÉÓ ±μ··¥±Í¨Õ Éμ²Ó±μ ±μ²¥¡ É¥²Ó´μ£μ ¤¢¨¦¥´¨Ö, ´¥
μ± §Ò¢ Ö ¢²¨Ö´¨Ö ´  ¸É Í¨μ´ ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ¶ÊÎ± .

1.3.5 �·¨¡²¨¦¥´´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö. Š ± Ê¦¥ μÉ³¥Î ²μ¸Ó ¢ÒÏ¥, ¶·¨ ĝ = 0 Ì -

· ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ (23) ¨³¥¥É ¤¢  ·¥Ï¥´¨Ö z
(0)
1,2 = exp (±j2πQ0), ±μ-

Éμ·Ò¥ ³μ¦´μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ¢ ± Î¥¸É¢¥ ´Ê²¥¢μ£μ ¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö ¶·¨ ´ Ìμ¦¤¥´¨¨

·¥Ï¥´¨° ¢¡²¨§¨ z
(0)
1,2 ¶·¨ ĝ 
= 0. ‘²¥¤ÊÖ É· ¤¨Í¨Ö³ · ¸¸³μÉ·¥´¨Ö ±μ²¥¡ É¥²Ó-

´ÒÌ ¶·μÍ¥¸¸μ¢ ¢ · ¤¨μÉ¥Ì´¨±¥, ¤²Ö ´Ê²¥¢μ£μ ¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö ¶·¨¡²¨¦¥´´μ£μ
·¥Ï¥´¨Ö z1 ¢Ò¡¥·¥³ ·¥Ï¥´¨¥ z(0) = exp ( j2πQ0). �μ¸±μ²Ó±Ê ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ
Ì · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö Å ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´Ò¥ Î¨¸² , ¢Éμ·μ¥ ·¥Ï¥´¨¥
¥¸ÉÓ ±μ³¶²¥±¸´μ-¸μ¶·Ö¦¥´´μ¥ §´ Î¥´¨¥: z2 = z∗1 . ’ ± ± ±

ĝ(z) = g z−q̂ κK(z)
K0

⇒ |ĝ(z(0))| = g,
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¢¡²¨§¨ z
(0)
1,2 ¶·¨¡²¨¦¥´´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö Ì · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö

¶·¨ g � 1 ¥¸ÉÓ

z1,2 = exp
(
±j2π

(
Q0 −

gκ |K(ω)|
4πK0

e∓jΨ

))
= e−α±j2π{Q}, (26)

£¤¥ ¢¢¥¤¥´Ò ¸²¥¤ÊÕÐ¨¥ μ¡μ§´ Î¥´¨Ö [39,46]:

α =
g |K(ω)|

2K0
κ sinΨ, {Q} = {Q0} −

g |K(ω)|
4πK0

κ cosΨ,

ω = (±{Q0} + k)ω0, Ψ = η + 2πq̂ Q0 − argK(ω), (27)

K(ω) = Kin Kout H
(
z = ejωT0

)
, K0 = |K(Ωβ)|, κ sin Ψ(Ωβ) > 0.

�¶·¥¤¥²ÖÕÐ¨³ ¶ · ³¥É·μ³ ¢ (26) Ö¢²Ö¥É¸Ö ¡ ² ´¸ Ë § Ψ, ¢¥²¨Î¨´  ±μÉμ·μ£μ
· ¢´  · §´μ¸É¨ ´ ¡¥£  Ë §Ò ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° (η+2πq̂ Q0) ¤²Ö Î ¸É¨ÍÒ
¶·¨ ¥¥ ¶·μ²¥É¥ μÉ ¤ ÉÎ¨±  ¶μ²μ¦¥´¨Ö ¤μ ¤¥Ë²¥±Éμ·  (¸ ÊÎ¥Éμ³ ±· É´μ¸É¨
§ ¤¥·¦±¨ q̂) ¨ ¨§³¥´¥´¨Ö Ë §Ò ¤¥É¥±É¨·Ê¥³μ£μ ¸¨£´ ²  argK(ω) ¢ · ¤¨μÉ¥Ì-
´¨Î¥¸±μ° Î ¸É¨ Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨. „¥±·¥³¥´É ³ ±¸¨³ ²¥´ ¢ ·¥§μ´ ´¸´μ³
¸²ÊÎ ¥, ±μ£¤ 

| sinΨ| = 1 ⇒ {Q} = {Q0}. (28)

’ ±¨³ μ¡· §μ³, μ¶É¨³ ²Ó´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö ¤²Ö § ÉÊÌ ´¨Ö ±μ²¥¡ ´¨° ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ
¶μ²ÊÎ¥´Ò ¶·¨ q̂ = 0 ´¥ Éμ²Ó±μ ¢ ¸²ÊÎ ¥ | sin η| = 1, ÎÉμ Ö¢²Ö¥É¸Ö μ¡ÒÎ-
´Ò³ É·¥¡μ¢ ´¨¥³ ¶·¨ ¶·μ¥±É¨·μ¢ ´¨¨ ‘�, ´μ ¨ ¶·¨ μÉ±²μ´¥´¨¨ μÉ ÔÉμ£μ
Ê¸²μ¢¨Ö ¤²Ö ´ ¡¥£  Ë §Ò ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° μÉ ¤ ÉÎ¨±  ¶μ²μ¦¥´¨Ö ¤μ
¤¥Ë²¥±Éμ· , ¥¸²¨ É ±μ¥ μÉ±²μ´¥´¨¥ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¸±μ³¶¥´¸¨·μ¢ ´μ Í¨Ë·μ-
¢Ò³ Ë¨²ÓÉ·μ³ ¢ Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨. ‚³¥¸É¥ ¸ É¥³ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ¶·μ ´ -
²¨§¨·μ¢ ÉÓ ¶μ¸²¥¤¸É¢¨Ö ¶μ¤μ¡´μ° ±μ³¶¥´¸ Í¨¨ ¸ ÊÎ¥Éμ³ ¢μ§³μ¦´μ£μ μÉ-
±²μ´¥´¨Ö · ¡μÎ¥° ÉμÎ±¨ ¶μ Î¨¸²Ê ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° μÉ · ¸Î¥É´ÒÌ
§´ Î¥´¨°.

1.4. ˆ¤¥ ²Ó´ Ö ¸¨¸É¥³  ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö. ‚ ¶·μ¸É¥°Ï¥³ ¸²ÊÎ ¥, ±μ£¤  ¶¥·¥¤ -
ÉμÎ´ Ö ËÊ´±Í¨Ö Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ´¥ § ¢¨¸¨É μÉ Î ¸ÉμÉÒ (É. ¥. argK(ω) =
0) ¨ ±μ··¥±É¨·ÊÕÐ¥¥ ¢μ§¤¥°¸É¢¨¥ μ¸ÊÐ¥¸É¢²Ö¥É¸Ö ¢ ¶·¥¤¥² Ì μ¤´μ£μ μ¡μ-
·μÉ  Î ¸É¨ÍÒ (É. ¥. ±· É´μ¸ÉÓ § ¤¥·¦±¨ q̂ = 0), ³ ±¸¨³ ²Ó´Ò° É¥³¶ § ÉÊÌ ´¨Ö
±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¤μ¸É¨£ ¥É¸Ö ¢ Éμ³ ¸²ÊÎ ¥, ±μ£¤  ¤·μ¡-
´ Ö Î ¸ÉÓ ´ ¡¥£  Ë §Ò ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É Î¥É¢¥·É¨ ¤²¨´Ò
¢μ²´Ò ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°, É. ¥. ¶·¨ η ≡ ψpd = ±90◦, ÎÉμ Ö¢²Ö¥É¸Ö Ìμ-
·μÏμ ¨§¢¥¸É´Ò³ Ë ±Éμ³. ‘� ¸ É ±¨³¨ Ì · ±É¥·¨¸É¨± ³¨ ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ¨¤¥ ²Ó-
´μ° ¸¨¸É¥³μ° ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°. ‘²¥¤Ê¥É É ±¦¥
¶μ¤Î¥·±´ÊÉÓ, ÎÉμ ¢ ¨¤¥ ²Ó´μ° ‘� ¶μ£·¥Ï´μ¸ÉÓ ¤¥É¥±É¨·μ¢ ´¨Ö ¡¥É É·μ´´ÒÌ
¸³¥Ð¥´¨° Î ¸É¨ÍÒ ¶·¨´¨³ ¥É¸Ö · ¢´μ° ´Ê²Õ (É. ¥. δxp = 0), É ± ÎÉμ ¨§³¥-
´¥´¨¥ Ê£²  ´ ±²μ´  É· ¥±Éμ·¨¨ Î ¸É¨ÍÒ Δx′

d(n) ¶·Ö³μ ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´μ ¥¥
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¸³¥Ð¥´¨Õ x(n, sp): √
β̂pβ̂d Δx′

d(n) = g κ x(n, sp), (29)

£¤¥ §´ ± ¥¤¨´¨Î´μ£μ §´ Î¥´¨Ö ¢¥²¨Î¨´Ò κ ¢Ò¡¨· ¥É¸Ö É ±¨³ μ¡· §μ³, ÎÉμ¡Ò
¢Ò¶μ²´Ö²μ¸Ó Ê¸²μ¢¨¥ κ sin η > 0.

“Î¨ÉÒ¢ Ö ÉμÉ Ë ±É, ÎÉμ ¨¤¥ ²Ó´ Ö ‘� Î ¸Éμ Ë¨£Ê·¨·Ê¥É ¢ É¥μ·¥É¨Î¥¸±¨Ì
· ¸¸³μÉ·¥´¨ÖÌ, ¶μ± ¦¥³, ÎÉμ Ì · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ¤²Ö ´¥¥ ³μ¦¥É
¡ÒÉÓ ¶μ²ÊÎ¥´μ ¡¥§ ¶·¨³¥´¥´¨Ö Z-¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö. „¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ [47], ¶μ¤-
¸É ¢²ÖÖ (29) ¢ ³ É·¨Î´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ (5) ¶·¨ μÉ¸ÊÉ¸É¢¨¨ ¢μ§³ÊÐ ÕÐ¨Ì ¸¨²,
¶μ²ÊÎ ¥³

X̂(n + 1, s) = M̂X̂(n, s), M̂ = M̂(s) + g κ (β̂pβ̂d)−1/2 M̂dT̂ M̂(sp|s),

£¤¥ s Å ¶·μ¨§¢μ²Ó´ Ö ÉμÎ±  ´  μ·¡¨É¥. ‡ ÉÊÌ ÕÐ¨¥ ¶μ¶¥·¥Î´Ò¥ ±μ²¥¡ ´¨Ö
Î ¸É¨Í ¸ μÉ²¨Î´μ° μÉ ´Ê²Ö ´ Î ²Ó´μ°  ³¶²¨ÉÊ¤μ° ¢μ§³μ¦´Ò, ¥¸²¨ ¸μ¡¸É¢¥´-
´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö zr Ì · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö

det
(
zrÎ − M̂

)
≡ z2

r − zr tr M̂ + det M̂ = 0

¶μ  ¡¸μ²ÕÉ´μ° ¢¥²¨Î¨´¥ ³¥´ÓÏ¥ ¥¤¨´¨ÍÒ. ‘ ÊÎ¥Éμ³ ±μ´±·¥É´ÒÌ ¢¥²¨Î¨´
¢ ³ É·¨Í Ì M̂(s), M̂d(s + C0|sd) ¨ M̂(sp|s) Ì · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥
¶·¨´¨³ ¥É ¢¨¤

z2
r −
(
2 cosμ + g κ sin (μ − η)

)
zr + 1 − g κ sin η = 0. (30)

„ ´´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ¸μ¢¶ ¤ ¥É ¸ (23) ¶·¨ § ³¥´¥ ĝ = g κ. ‚ ²¨´¥°´μ³ ¶·¨-
¡²¨¦¥´¨¨ ¶μ ³ ²μ³Ê ¶ · ³¥É·Ê g ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö Ìμ·μÏμ ¨§¢¥¸É´Ò° ·¥§Ê²ÓÉ É:
¶·¨ § Ë¨±¸¨·μ¢ ´´μ° ¢¥²¨Î¨´¥ ±μÔËË¨Í¨¥´É  μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ g ³ ±¸¨³ ²Ó-
´Ò° É¥³¶ ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° μÉ¢¥Î ¥É ¤·μ¡´μ°
Î ¸É¨ ´ ¡¥£  Ë §Ò ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° η μÉ ¤¥É¥±Éμ·  ¤μ ¤¥Ë²¥±Éμ· , · ¢-
´μ° ±90◦ (¢ ¨¤¥ ²Ó´μ° ‘� ¢¥²¨Î¨´  ¡ ² ´¸  Ë § Ψ ¸μ¢¶ ¤ ¥É ¸ ¢¥²¨Î¨´μ°
´ ¡¥£  Ë § η ≡ ψpd).

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¨¤¥ ²Ó´ Ö ‘�, ¡Ê¤ÊÎ¨ ¨¸±²ÕÎ¨É¥²Ó´μ É¥μ·¥É¨Î¥¸±μ° ³μ-
¤¥²ÓÕ ¨§-§  ¥¥ ÎÊ¢¸É¢¨É¥²Ó´μ¸É¨ ± δxp Å ¶μ£·¥Ï´μ¸É¨ ¨§³¥·¥´¨Ö ¡¥É É·μ´-
´ÒÌ ¸³¥Ð¥´¨° Î ¸É¨ÍÒ ¤ ÉÎ¨±μ³ ¶μ²μ¦¥´¨Ö, ¡Ê¤¥É ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ¸Ö ¢ ¤ ²Ó-
´¥°Ï¥³ ¤²Ö ¸· ¢´¥´¨Ö ¸ ¶ · ³¥É· ³¨ ‘�, ¢ ±μÉμ·ÒÌ ¶·¨¸ÊÉ¸É¢Ê¥É Í¨Ë·μ¢μ°
Ë¨²ÓÉ· ¢ Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨.

1.5. �¥ ²¨§ Í¨¨ Í¥¶¥° μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨. ‚ ´ ¸ÉμÖÐ¥¥ ¢·¥³Ö ¢ ¸¨´Ì·μ-
É·μ´ Ì ¨¸¶μ²Ó§ÊÕÉ¸Ö ‘� ¸ Í¨Ë·μ¢Ò³¨ Šˆ•-Ë¨²ÓÉ· ³¨. �¡ÒÎ´μ ¶μ¸²¥¤μ-
¢ É¥²Ó´μ ¸ Ê§±μ¶μ²μ¸´Ò³ § £· ¦¤ ÕÐ¨³ Ë¨²ÓÉ·μ³ Ê¸É ´ ¢²¨¢ ¥É¸Ö Ë¨²ÓÉ·
ƒ¨²Ó¡¥·É  ¨²¨ Ë¨²ÓÉ· ¶¥·¢μ£μ ¶μ·Ö¤±  ¸ ±μ´¥Î´μ° ¨³¶Ê²Ó¸´μ° Ì · ±É¥·¨¸É¨-
±μ° (Šˆ•-Ë¨²ÓÉ·) [25]. �¥μ¡Ìμ¤¨³Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö ¶μ ¸¨´Ì·μ´¨§ Í¨¨ ±μ··¥±É¨-
·ÊÕÐ¨Ì ¢μ§¤¥°¸É¢¨° ¸ ¨§³¥·Ö¥³Ò³¨ μÉ±²μ´¥´¨Ö³¨ ¸£Ê¸É±μ¢ μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ÕÉ¸Ö
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�¨¸. 3. ‘Ì¥³  Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¸ Ë¨²ÓÉ·μ³ ƒ¨²Ó¡¥·É  ( ) ¨ Šˆ•-Ë¨²ÓÉ·μ³ (¡) [25]

¸ ¶μ³μÐÓÕ Í¨Ë·μ¢μ° § ¤¥·¦±¨ τdd, ¢Ìμ¤ÖÐ¥° ¢ ¸μ¸É ¢ DSP. ‚ ¶¥·¢μ³ ¸²ÊÎ ¥
(¸³. ·¨¸. 3,  ) ¸¨¸É¥³´ Ö ËÊ´±Í¨Ö H(z) Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¥¸ÉÓ [19]

Hnh(z) ≡ Hn(z)Hh(z) = (1− z−1)(h0 z−3 +h1z
−2(1− z−2)+h3(1− z−6)) =

= (1 − z−1)
(

z−3 cos ϕ + z−2(1 − z−2)
2 sin ϕ

π
+ (1 − z−6)

2 sinϕ

3π

)
. (31)

‚μ ¢Éμ·μ³ ¸²ÊÎ ¥ (¸³. ·¨¸. 3, ¡) ¤²Ö H(z) ¨³¥¥³ [13]

Hnf(z) ≡ Hn(z)Hf1(z) = (1 − z−1)(1 + b2z
−1). (32)

�¶·¥¤¥²¨³  ³¶²¨ÉÊ¤´μ-Î ¸ÉμÉ´ÊÕ Ì · ±É¥·¨¸É¨±Ê (�—•) Í¨Ë·μ¢μ£μ
Ë¨²ÓÉ·  ± ± G(Q) ≡ |H(zQ)/H0|, £¤¥ zQ = ej2π{Q} ¨ |H0| = |H(z =
ej2π{Q0})|. „²Ö Ë §μÎ ¸ÉμÉ´μ° Ì · ±É¥·¨¸É¨±¨ (”—•) ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³ É· ¤¨Í¨μ´-
´μ¥ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ Φ(Q) ≡ arg H(zQ). „²Ö �—• ¨ ”—• £· Ë¨±¨ ¨Ì § ¢¨¸¨³μ-
¸É¥° μÉ ¤·μ¡´μ° Î ¸É¨ Î¨¸²  ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° {Q} ¶μ± § ´Ò ´  ·¨¸. 4
¤²Ö · ¸¸³ É·¨¢ ¥³ÒÌ Ë¨²ÓÉ·μ¢ ¶·¨ Q0 = 59,31, ϕ = −59,33◦ ¨ b2 = 0,576.
‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ G(Q0) = 1 ¨ Φ(Q0) = 0, §  ¨¸±²ÕÎ¥´¨¥³ ”—• ¤²Ö Ê§±μ-
¶μ²μ¸´μ£μ § £· ¦¤ ÕÐ¥£μ Ë¨²ÓÉ· , ¤²Ö ±μÉμ·μ£μ Φn(Q0) = 55,80◦. ’ ±¨³
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�¨¸. 4. �—• ( ) ¨ ”—• (¡) ¤²Ö ‘� ¸ ¸¨¸É¥³´Ò³¨ ËÊ´±Í¨Ö³¨ Ë¨²ÓÉ·μ¢ Hnh(z) (¸¶²μÏ-
´Ò¥ ²¨´¨¨), Hnf(z) (ÏÉ·¨Ìμ¢Ò¥ ²¨´¨¨) ¨ Hn(z) (¶Ê´±É¨·´Ò¥ ²¨´¨¨) [25]

μ¡· §μ³, ¢¢¥¤¥´¨¥ Ê§±μ¶μ²μ¸´μ£μ § £· ¦¤ ÕÐ¥£μ Ë¨²ÓÉ·  ¢ Í¥¶Ó μ¡· É´μ°
¸¢Ö§¨, ±μÉμ·μ¥ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ¤²Ö ¨¸±²ÕÎ¥´¨Ö ¢²¨Ö´¨Ö δxp, ´ ·ÊÏ ¥É ¡ ² ´¸
Ë § Ψ. �¥¦¥² É¥²Ó´Ò° Ë §μ¢Ò° ¸¤¢¨£ Φn(Q0) Ê¸É· ´Ö¥É¸Ö ¶μ¤¡μ·μ³ ¶ · -
³¥É·  ϕ ¢ Ë¨²ÓÉ·¥ ƒ¨²Ó¡¥·É  ¨²¨ b2 ¢ Šˆ•-Ë¨²ÓÉ·¥ (μÉ³¥É¨³, ÎÉμ ¶ · ³¥É·
b2 ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ · ¸¸Î¨É ´ ¶μ Ëμ·³Ê² ³, ¶·¨¢¥¤¥´´Ò³ ¢ · ¡μÉ¥ [13], ÎÉμ ¤ ¥É
Î¨¸²¥´´Ò° ·¥§Ê²ÓÉ É, ¸μ¢¶ ¤ ÕÐ¨° ¸ ¶·¨¢¥¤¥´´Ò³ ¢ÒÏ¥).

„²Ö · ¸Î¥É  ¤¥±·¥³¥´Éμ¢ § ÉÊÌ ÕÐ¨Ì ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ -
´¨° α ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ¢ÒÎ¨¸²¨ÉÓ ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö zr Ì · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ£μ
Ê· ¢´¥´¨Ö (23). „²Ö ¸¨¸É¥³´μ° ËÊ´±Í¨¨ Hn(z) ¨³¥¥³  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ¥ Ê· ¢-
´¥´¨¥ É·¥ÉÓ¥° ¸É¥¶¥´¨,   ¤²Ö Hnf(z) Å Î¥É¢¥·Éμ° ¸É¥¶¥´¨. ‚ ÔÉ¨Ì ¸²ÊÎ ÖÌ Ì -
· ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ¨³¥¥É ÉμÎ´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö ¢  ´ ²¨É¨Î¥¸±μ° Ëμ·³¥.
„²Ö ¸¨¸É¥³´μ° ËÊ´±Í¨¨ Hnh(z) ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ¤¥¢Ö-
Éμ° ¸É¥¶¥´¨, ¤²Ö ±μÉμ·μ£μ Î¨¸²¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö ¤¥¢ÖÉ¨ ±μ·´¥° ¢ÒÎ¨¸²ÖÕÉ¸Ö
¸É ´¤ ·É´Ò³¨ ³¥Éμ¤ ³¨.

‚ ± Î¥¸É¢¥ ¶·¨³¥·  ´  ·¨¸. 5 ¶·¨¢¥¤¥´Ò £· Ë¨±¨ § ¢¨¸¨³μ¸É¥° |zr| ¨
{Qr} μÉ g ¶·¨ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¨ ¢ ‘� Ë¨²ÓÉ·  ¸ ¸¨¸É¥³´μ° ËÊ´±Í¨¥° Hnf(z) [39].
‘¶²μÏ´Ò¥ ²¨´¨¨ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ ¸μ¡¸É¢¥´´Ò³ §´ Î¥´¨Ö³ z1,2 ¸ Î ¸ÉμÉ ³¨
|{Q1,2}|f0, ´¥§´ Î¨É¥²Ó´μ μÉ²¨Î ÕÐ¨³¸Ö μÉ |{Q0}|f0 ¶·¨ g < 0,3. �Ê´±-

�¨¸. 5. ƒ· Ë¨±¨ § ¢¨¸¨³μ¸É¥° |zr| ( ) ¨ {Qr} (¡) μÉ g (¸¨¸É¥³´ Ö ËÊ´±Í¨Ö Hnf(z)) [39]
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�¨¸. 6. ‡ ¢¨¸¨³μ¸É¨ α ¨ {Q} μÉ g ¶·¨ νpd = 59,25 ¤²Ö ‘� ¸ ¸¨¸É¥³´Ò³¨ ËÊ´±Í¨Ö³¨
Ë¨²ÓÉ·μ¢ Hnh(z) (¸¶²μÏ´Ò¥ ²¨´¨¨), Hnf(z) (ÏÉ·¨Ìμ¢Ò¥ ²¨´¨¨), Hn(z) (¶Ê´±É¨·´Ò¥
²¨´¨¨) ¨ ¤²Ö ¨¤¥ ²Ó´μ° ‘� (ÏÉ·¨Ì¶Ê´±É¨·´Ò¥ ²¨´¨¨) [39, 47]

É¨·´Ò¥ ²¨´¨¨ ¤²Ö z3,4 ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ ¡Ò¸É·μ § ÉÊÌ ÕÐ¨³ ³μ¤ ³ ±μ²¥¡ ´¨°
¶·¨ g < 0,3.

�  ·¨¸. 6 ¶·¨¢¥¤¥´Ò £· Ë¨±¨ § ¢¨¸¨³μ¸É¥° ¤¥±·¥³¥´É  α μÉ ±μÔËË¨Í¨-
¥´É  μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ g ¶·¨ μ¶É¨³ ²Ó´μ° · ¸¸É ´μ¢±¥ νpd = 59,25 ¤²Ö · §²¨Î-
´ÒÌ ·¥ ²¨§ Í¨° Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨. �É²¨Î¨Ö μÉ ²¨´¥°´μ° § ¢¨¸¨³μ¸É¨ α
μÉ g § ³¥É´Ò Ê¦¥ ¶·¨ g ∼= 0,05. ‘²¥¤Ê¥É É ±¦¥ ¶μ¤Î¥·±´ÊÉÓ, ÎÉμ μÉ±²μ´¥´¨¥
Î ¸ÉμÉÒ ±μ£¥·¥´É´μ° ³μ¤Ò § ÉÊÌ ÕÐ¨Ì ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° μÉ ³¨´¨³ ²Ó-
´μ° ³μ¤Ò ¡¥É É·μ´´μ° Î ¸ÉμÉÒ |{Q0}|f0 ¶·¨ ·μ¸É¥ g ¸μ¶·μ¢μ¦¤ ¥É¸Ö ¡μ²¥¥
·¥§±¨³ ¨§³¥´¥´¨¥³ Ì · ±É¥·  § ¢¨¸¨³μ¸É¨ ¤¥±·¥³¥´É  μÉ g. ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥
¤²Ö ‘� ¸ Ë¨²ÓÉ·μ³ ƒ¨²Ó¡¥·É  ¨³¥¥³ α < 0,16, ¶·¨Î¥³ ¶·¥¤¥²Ó´ Ö ¢¥²¨Î¨´ 
¤¥±·¥³¥´É  ¤μ¸É¨£ ¥É¸Ö Ê¦¥ ¶·¨ g ≈ 0,20, ¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± ¤²Ö ¤·Ê£¨Ì É¨¶μ¢
· ¸¸³ É·¨¢ ¥³ÒÌ ‘� ¢¶²μÉÓ ¤μ g ≈ 0,40 ·μ¸É ¤¥±·¥³¥´Éμ¢ ¸μÌ· ´Ö¥É¸Ö.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥ ²¨´¥°´μ£μ ¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö ¤²Ö μÍ¥´μ± ¤¥-
±·¥³¥´Éμ¢ § ÉÊÌ ÕÐ¨Ì ±μ²¥¡ ´¨° μ¶· ¢¤ ´μ ²¨ÏÓ ¶·¨ g < 0,04, É. ¥. ¶·¨
T0/τ < 0,02. Š ± Ê¦¥ μÉ³¥Î ²μ¸Ó ¢μ ¢¢¥¤¥´¨¨, · ¡μÉ ÕÐ¨¥ ´  ¶·μÉμ´´ÒÌ
¸¨´Ì·μÉ·μ´ Ì ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ÔÉμ³Ê ±·¨É¥·¨Õ Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÉ.

1.6. ‚²¨Ö´¨¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ¸£Ê¸É±μ¢. „¨´ ³¨±  ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¨Ì
¸£Ê¸É±μ¢ ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´¥ ¤²Ö ¡¥É É·μ´´ÒÌ ¸³¥Ð¥´¨° i-° Î ¸É¨ÍÒ xi(ŝ) μ¶¨¸Ò-
¢ ¥É¸Ö ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° [30,31][

d2

dŝ2
+ K(ŝ)

]
xi(ŝ) =

1
m0γ0v2

0

(Fbi + Fdi + Fei) ,

£¤¥ ¶¥·¥³¥´´ Ö ŝ = v0t ³μ¦¥É ¶·¨´¨³ ÉÓ ²Õ¡Ò¥ §´ Î¥´¨Ö, ´¥ μ£· ´¨Î¥´´Ò¥
¨´É¥·¢ ²μ³ μÉ ´Ê²Ö ¤μ C0. ‚ ¶·¨¢¥¤¥´´μ³ ¢ÒÏ¥ Ê· ¢´¥´¨¨, ¸μ¢¶ ¤ ÕÐ¥³ ¶μ
¢¨¤Ê ¸ (1), ¢ ±μ³¶μ´¥´É¥ ¸¨²Ò Fbi ÊÎ¨ÉÒ¢ ÕÉ¸Ö Ô²¥±É·μ³ £´¨É´Ò¥ ¶μ¶· ¢±¨,
μ¡Ê¸²μ¢²¥´´Ò¥ ¸μ¡¸É¢¥´´Ò³ ¶μ²¥³ ¸£Ê¸É± , ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥³ ¸£Ê¸É±μ¢ ³¥¦¤Ê
¸μ¡μ° ¨ ´ ¢¥¤¥´´Ò³¨ ¶μ²Ö³¨ ¢ ¸É¥´± Ì ¢ ±ÊÊ³´μ° ± ³¥·Ò ¸ ±μ´¥Î´μ° ¶·μ-
¢μ¤¨³μ¸ÉÓÕ.
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‚Ò¶μ²´ÖÖ ¶·μÍ¥¤Ê·Ê Ê¸·¥¤´¥´¨Ö ¶μ Nb Î ¸É¨Í ³ ¢ μ¤´μ³ m-³ ¸£Ê¸É±¥
¨ ¨¸¶μ²Ó§ÊÖ ³μ¤¥²Ó´μ¥ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ μ · ¢¥´¸É¢¥ ¤¨¸±·¥É´ÒÌ ¨ Ê¸·¥¤´¥´´ÒÌ
´¥¶·¥·Ò¢´ÒÌ ¢¥²¨Î¨´ ¤²Ö ¸³¥Ð¥´¨° (xm[ŝ] = 〈xi(ŝ)〉m), ¶¥·¥Ìμ¤¨³ μÉ Ê· ¢-
´¥´¨Ö ¤¢¨¦¥´¨Ö μÉ¤¥²Ó´μ° Î ¸É¨ÍÒ ± Ê· ¢´¥´¨Õ ¤¢¨¦¥´¨Ö Í¥´É·  ÉÖ¦¥¸É¨
®¦¥¸É±μ£μ¯ ¸£Ê¸É± :[

d2

ds2
+ K(s)

]
xm[n, s] =

1
m0γ0v2

0

(〈Fb〉m + 〈Fd〉m + 〈Fe〉m) , (33)

£¤¥ K(Q0, s + C0) = K(Q0, s) μ¶¨¸Ò¢ ¥É Ëμ±Ê¸¨·ÊÕÐ¥¥ ¤¥°¸É¢¨¥ ³ £´¨É-
´μ° ¸¨¸É¥³Ò ¸¨´Ì·μÉ·μ´  ¶·¨ ¤¢¨¦¥´¨¨ ¸£Ê¸É±  ¢¤μ²Ó · ¸Î¥É´μ° μ·¡¨ÉÒ
¸ ¶¥·¨³¥É·μ³ C0 ¨ ¸ Î¨¸²μ³ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° §  μ¡μ·μÉ Q0. „²Ö
ÊÎ¥É  ¢²¨Ö´¨Ö ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ¸£Ê¸É±μ¢ μ¡ÒÎ´μ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ³μ¤¥²Ó, ¢ ±μÉμ-
·μ° Ô²¥±É·μ³ £´¨É´Ò¥ ¶μ¶· ¢±¨ 〈Fb〉m, μ¡Ê¸²μ¢²¥´´Ò¥ ¸μ¡¸É¢¥´´Ò³ ¶μ²¥³
¸£Ê¸É±μ¢, § ¤ ´Ò ¸ ¶μ³μÐÓÕ Ì¢μ¸Éμ¢ÒÌ ¶μ²¥° [48].

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¤¨´ ³¨±  ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¨Ì ¸£Ê¸É±μ¢ ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´¥
¤²Ö μÉ±²μ´¥´¨° xm[n] ´  ± ¦¤μ³ n-³ μ¡μ·μÉ¥ (m ∈ [1, Kb], Kb Å Î¨-
¸²μ ¸£Ê¸É±μ¢) μ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö ¸ ¶μ³μÐÓÕ ²¨´¥°´ÒÌ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢-
´¥´¨°,   ¤¥°¸É¢¨¥ ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö Å ²¨´¥°´ÒÌ · §´μ¸É´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°
¤²Ö ´ ¶·Ö¦¥´¨° Vm[n], ¢μ§´¨± ÕÐ¨Ì ¢ Í¨Ë·μ¢ÒÌ Ë¨²ÓÉ· Ì. „²Ö ·¥Ï¥-
´¨Ö ¶μ²ÊÎ¥´´μ° ¸¨¸É¥³Ò ²¨´¥°´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¢ [49, 50] ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´ ³¥Éμ¤
Z-¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö. ‚μ§´¨± ÕÐ Ö ¶μ¸²¥ Z-¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö ¸¨¸É¥³  ²¨´¥°´ÒÌ
Ê· ¢´¥´¨° ¤²Ö xm(z) = Z{xm[n]} ¸ ¶μ¸ÉμÖ´´Ò³¨ ±μÔËË¨Í¨¥´É ³¨ ¸ ¶μ³μ-
ÐÓÕ μ¡Ð¥¨§¢¥¸É´μ° ¶·μÍ¥¤Ê·Ò [34] ¶·¨¢μ¤¨É¸Ö ± ´μ·³ ²Ó´Ò³ ±μμ·¤¨´ É ³
vm(z). ‚ ¨Éμ£¥ ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö Ì · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ¤²Ö ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ
§´ Î¥´¨° zr:

z2
r − zr tr M̂(Qm, zr, s) + det M̂(Qm, zr, s) =

= z2
r −
(
2 cosμ + ĝ(zr) sin (μ − η)

)
zr + 1 − ĝ(zr) sin η = 0, (34)

¶μ Ëμ·³¥ ¸μ¢¶ ¤ ÕÐ¥¥ ¸ Ì · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±¨³ Ê· ¢´¥´¨¥³ ¤²Ö ®¦¥¸É±μ£μ¯
¸£Ê¸É±  (23), ¢ ±μÉμ·μ³, μ¤´ ±μ, ´ ¡¥£¨ Ë § μ(Qm) ¨ η(Qm) ¤μ²¦´Ò ¡ÒÉÓ
¢ÒÎ¨¸²¥´Ò ¸ ÊÎ¥Éμ³ ÔËË¥±É¨¢´μ£μ Î¨¸²  ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° §  μ¡μ-
·μÉ Qm(zr) = Qc + ΔQm(zr) ¤²Ö ±μ´±·¥É´μ° ³μ¤Ò ±μ²¥¡ É¥²Ó´μ£μ ¶·μ-
Í¥¸¸ , μ¶¨¸Ò¢ ¥³μ£μ ¸ ¶μ³μÐÓÕ ´μ·³ ²Ó´ÒÌ ±μμ·¤¨´ É vm(zr) (§¤¥¸Ó Qc =
Q0 +ΔQ0, £¤¥ ΔQ0 Å ±¢ §¨¸É É¨Î¥¸± Ö ¶μ¶· ¢±  ± Q0). Š ¦¤μ³Ê ¸μ¡¸É¢¥´-
´μ³Ê §´ Î¥´¨Õ zr ³μ¦´μ ¸μ¶μ¸É ¢¨ÉÓ Í¨±²¨Î¥¸±ÊÕ Î ¸ÉμÉÊ ω(k), É ± ÎÉμ
jω(k)T0 = j2πk + ln zr(Qm), £¤¥ k Å Í¥²μ¥ Î¨¸²μ. �μ¸±μ²Ó±Ê ¢ ¶¥·¢μ³ ¶·¨-
¡²¨¦¥´¨¨ ¶μ ¸¨²¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ¸£Ê¸É±μ¢ ¶·¨ ¢Ò±²ÕÎ¥´´μ° ¸¨¸É¥³¥ ¶μ¤ -
¢²¥´¨Ö ¨³¥¥³ zr = exp (±j2πQc), Éμ ¤²Ö ±μ³¶²¥±¸´ÒÌ ¶μ¶· ¢μ± ΔQm(ω(k))
¢ ÔÉμ³ ¦¥ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ ¶μ²ÊÎ ÕÉ¸Ö ¢Ò· ¦¥´¨Ö, ¸μ¢¶ ¤ ÕÐ¨¥ ¸ ¨§¢¥¸É´Ò³
·¥§Ê²ÓÉ Éμ³ ¤²Ö ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¥° ¸£Ê¸É±μ¢ ¨ ¸¶²μÏ´μ£μ ¶ÊÎ±  [49] ¢ § ¢¨¸¨-
³μ¸É¨ μÉ Î ¸ÉμÉÒ ω(k) = (±{Qc} + k)ω0. � ¶·¨³¥·, ¤²Ö ¡μ²ÓÏμ£μ Î¨¸² 
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¸£Ê¸É±μ¢ (Kb 
 1) ¤²Ö ¢Ò¸μ±¨Ì Î ¸ÉμÉ ω(k), ±μ£¤  Ô²¥±É·μ³ £´¨É´μ¥ ¶μ²¥
´¥ ¶·μ´¨± ¥É ¸±¢μ§Ó ¸É¥´±¨ (Éμ²Ð¨´μ° d) ¢ ±ÊÊ³´μ° ± ³¥·Ò ¸  ¶¥·ÉÊ·μ° 2b,
¨³¥¥³

ΔQ � −νbKb(1 − j)
δ

b
, νb =

r0Nb

2πγ0

β̂av

b2
, δ ≡

√
2ρ

μ0ω(k)
.

‡¤¥¸Ó νb Å ¶ · ³¥É·, Ì · ±É¥·¨§ÊÕÐ¨° ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ ¸£Ê¸É±μ¢; Nb Å Î¨-
¸²μ Î ¸É¨Í ¢ ¸£Ê¸É±¥; r0 Å ±² ¸¸¨Î¥¸±¨° · ¤¨Ê¸ Î ¸É¨ÍÒ [31]; β̂av Å ¸·¥¤´¥¥
§´ Î¥´¨¥ β̂-ËÊ´±Í¨¨ ¶μ ¤²¨´¥ μ·¡¨ÉÒ [51]; μ0 = 4π · 10−7 ƒ´/³ Å ³ £´¨É´ Ö
¶μ¸ÉμÖ´´ Ö; δ Å ¢¥²¨Î¨´  ¸±¨´-¸²μÖ ¤²Ö ¸É¥´μ± ± ³¥·Ò ¸ Ê¤¥²Ó´Ò³ Ô²¥±É·¨-
Î¥¸±¨³ ¸μ¶·μÉ¨¢²¥´¨¥³ ρ. „²Ö ´¨§±¨Ì Î ¸ÉμÉ, ±μ£¤  Ô²¥±É·μ³ £´¨É´μ¥ ¶μ²¥
¶·μ´¨± ¥É ¸±¢μ§Ó ¸É¥´±¨ ¢ ±ÊÊ³´μ° ± ³¥·Ò, ¨³¥¥³

ΔQ � − 2νbKb

1 + jω(k)T1
,

£¤¥ T1 Å ¢·¥³Ö ¤¨ËËÊ§¨¨ ¶μ²Ö ¢ ¶·μ¢μ¤ÖÐ¨¥ ¸É¥´±¨ ± ³¥·Ò [51].
� ·Ö¤Ê ¸ ¶¥·¨μ¤¨Î´μ¸ÉÓÕ Î ¸ÉμÉ ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ ¢μ²´, · ¢´μ° kω0, ¤²Ö ± -

¦¤μ£μ k ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É · ¸Ð¥¶²¥´¨¥ ω(k) ´  Kb ¸ É¥²²¨Éμ¢ ¢¸²¥¤¸É¢¨¥ Éμ£μ, ÎÉμ

ΔQm ¥¸ÉÓ ËÊ´±Í¨Ö μÉ K−1
b ln zr. „²Ö ¡μ²ÓÏμ£μ Î¨¸²  ¸£Ê¸É±μ¢ Kb ³ ±¸¨-

³ ²Ó´Ò° · §¡·μ¸ ΔQ(max) ¤²Ö ¸ É¥²²¨É´ÒÌ ³μ¤ ¢μ§´¨± ¥É ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´ Ì ¸
¡μ²ÓÏμ° ¶·μÉÖ¦¥´´μ¸ÉÓÕ μ·¡¨ÉÒ ¢ ¸²ÊÎ ¥ ¶·μ´¨±´μ¢¥´¨Ö Ô²¥±É·μ³ £´¨É´μ£μ
¶μ²Ö ¸£Ê¸É±μ¢ ¸±¢μ§Ó ¸É¥´±¨ ¢ ±ÊÊ³´μ° ± ³¥·Ò [49]:

ΔQ(max)(ω(k)) = − 2νbKb

1 + jω(k)T1
.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, · §¡·μ¸ Î ¸ÉμÉ ¸ É¥²²¨É´ÒÌ ³μ¤ ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²¥´ ¨´±·¥³¥´ÉÊ
´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ νbKb. � ¡¥£ Ë §Ò ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° η μÉ ¤ ÉÎ¨±  ¤μ
¤¥Ë²¥±Éμ·  § ¢¨¸¨É μÉ (Qc + ReΔQ(max)(ω(k))). �μÔÉμ³Ê μ¡¥¸¶¥Î¨ÉÓ ¸É·μ-
£μ¥ ¢Ò¶μ²´¥´¨¥ μ¶É¨³ ²Ó´ÒÌ Ê¸²μ¢¨° (28) ¤²Ö ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ¢¸¥Ì ³μ¤ ±μ£¥-
·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¨Ì ¸£Ê¸É±μ¢ μ¤´μ¢·¥³¥´´μ
´¥¢μ§³μ¦´μ [49].

1.7. „μ¶Ê¸± ´  μÉ±²μ´¥´¨¥ · ¡μÎ¥° ÉμÎ±¨. 1.7.1. �¸´μ¢´Ò¥ ¸μμÉ´μÏ¥-
´¨Ö ¨ ¤μ¶ÊÐ¥´¨Ö. �¸μ¡¥´´μ¸ÉÓÕ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ´¥¸±μ²Ó±¨Ì ¸£Ê¸É-
±μ¢ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¢μ§³μ¦´μ¥ μÉ²¨Î¨¥ ¶·μ¤μ²Ó´μ° Ô´¥·£¨¨ ±μ´±·¥É´μ£μ ¸£Ê¸É± 
μÉ · ¸Î¥É´μ£μ §´ Î¥´¨Ö. ’ ±¨¥ ¸£Ê¸É±¨ ¤¢¨¦ÊÉ¸Ö ¢¤μ²Ó μ·¡¨ÉÒ, μÉ²¨Î´μ°
μÉ · ¸Î¥É´μ°, ¢ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ Î¥£μ ¨Ì Î ¸ÉμÉ  ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¸³¥Ð -
¥É¸Ö μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ · ¸Î¥É´μ£μ §´ Î¥´¨Ö. ’ ± Ö ¦¥ ¸¨ÉÊ Í¨Ö ³μ¦¥É ¢μ§´¨±-
´ÊÉÓ ¤²Ö ¨´¦¥±É¨·Ê¥³μ£μ ¸£Ê¸É±  ¶·¨ ¸³¥Ð¥´¨¨ · ¡μÎ¥° ÉμÎ±¨ (¢¥²¨Î¨´Ò
Î ¸ÉμÉÒ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°) ¢¸²¥¤¸É¢¨¥ ´¥¸É ¡¨²Ó´μ¸É¨ Ê¸±μ·¨É¥²Ó´ÒÌ
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Í¨±²μ¢ ¨²¨ ¶·¨ ¨§³¥´¥´¨¨ ¨´É¥´¸¨¢´μ¸É¨ ¶ÊÎ± , ÎÉμ ¶·¨¢μ¤¨É ± ±μ£¥·¥´É-
´μ³Ê ¸¤¢¨£Ê Î ¸ÉμÉÒ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ´ ·Ö¤Ê ¸ § -
¢¨¸¨³μ¸ÉÓÕ ¤¥±·¥³¥´É  α μÉ ±μÔËË¨Í¨¥´É  μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ g ¢μ§´¨± ¥É § -
¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ¤¥±·¥³¥´É  μÉ ÔËË¥±É¨¢´μ° ¢¥²¨Î¨´Ò Q ¨²¨ μÉ ³£´μ¢¥´´μ° ¢¥-
²¨Î¨´Ò Q ¶·¨ ¸²ÊÎ °´μ³ ¸³¥Ð¥´¨¨ δQ0 ¶μ²μ¦¥´¨Ö · ¡μÎ¥° ÉμÎ±¨ μÉ´μ-
¸¨É¥²Ó´μ · ¸Î¥É´μ° ¢¥²¨Î¨´Ò Q0. ‚ÒÏ¥ ¡Ò²μ ¶μ± § ´μ, ÎÉμ ¤¥±·¥³¥´ÉÒ ¨
¸¤¢¨£¨ Î ¸ÉμÉ § ÉÊÌ ÕÐ¨Ì ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¢ÒÎ¨¸²ÖÕÉ¸Ö
¤²Ö ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ §´ Î¥´¨° zr Ì · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö, ¶ · ³¥É· ³¨
±μÉμ·μ£μ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ±μÔËË¨Í¨¥´É μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ĝ(z) ¨ ´ ¡¥£¨ Ë § μ ¨ η.
�Ê¸ÉÓ ³¥¸É  · §³¥Ð¥´¨Ö sp ¤ ÉÎ¨±  ¶μ²μ¦¥´¨Ö ¨ sd ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¥£μ ¤¥Ë²¥±-
Éμ·  § Ë¨±¸¨·μ¢ ´Ò, μ¤´ ±μ ´ ¡¥£ Ë §Ò ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° §  μ¡μ·μÉ
μ ≡ μ(Q̃) = 2πQ̃ = 2π(Q̃ − Q0) + μ(Q0) μÉ²¨Î¥´ μÉ · ¸Î¥É´μ£μ §´ Î¥´¨Ö
μ(Q0) = 2πQ0. ’μ£¤  η ≡ η(Q̃) =

(
1 + δQ0/Q0

)
η(Q0) ¤²Ö ´¥¡μ²ÓÏ¨Ì ¢ ·¨ -

Í¨° δQ0 ≡ (Q̃ − Q0).
„²Ö ¨¤¥ ²Ó´μ° ‘� ¤¥±·¥³¥´É § ¢¨¸¨É Éμ²Ó±μ μÉ ´ ¡¥£  Ë §Ò ¡¥É É·μ´´ÒÌ

±μ²¥¡ ´¨° η ³¥¦¤Ê ¤ ÉÎ¨±μ³ ¶μ²μ¦¥´¨Ö ¨ ¤¥Ë²¥±Éμ·μ³:

α ≡ T0

τd
= −1

2
ln
(
1 − g | sin η(Q̃)|

)
.

�  ·¨¸. 7,   ¨§μ¡· ¦¥´ É·¥Ì³¥·´Ò° £· Ë¨± ¤²Ö ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´μ° § ¢¨¸¨³μ¸É¨
α(g, δQ0) ¤²Ö Q0 = 59,31 ¨ Ψ(Q0) = 2π · 59,25, É. ¥. ¶·¨ μ¶É¨³ ²Ó´μ³ ´ ¡¥£¥
Ë §Ò ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ³¥¦¤Ê ¤ ÉÎ¨±μ³ ¶μ²μ¦¥´¨Ö ¨ ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¨³
¤¥Ë²¥±Éμ·μ³ ´  · ¸Î¥É´μ° μ·¡¨É¥.

�¨¸. 7. ƒ· Ë¨± ¤²Ö α(g, δQ0) ( ) ¨ ± ·É  ¨§μ²¨´¨° α(g, δQ0) = αl (¡) [47]

1.7.2. Š ·É  ¨§μ²¨´¨° ¤²Ö ¤¥±·¥³¥´Éμ¢. ‡ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ¤¥±·¥³¥´É 
α(g, δQ0) ± ± ËÊ´±Í¨¨ ¤¢ÊÌ ¶¥·¥³¥´´ÒÌ ³μ¦´μ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ´  ¶²μ¸±μ¸É¨
(g, δQ0) ¢ ¢¨¤¥ ± ·ÉÒ ¨§μ²¨´¨° Å ¸¥³¥°¸É¢  ²¨´¨°, ¤²Ö ± ¦¤μ° ¨§ ±μÉμ·ÒÌ
¢¥²¨Î¨´  ¤¥±·¥³¥´É  ¨³¥¥É ¶μ¸ÉμÖ´´μ¥ §´ Î¥´¨¥ αl [47]. � ¶·¨³¥·, ³μ¦´μ
¢Ò¡· ÉÓ ¸²¥¤ÊÕÐ¥¥ ¸¥³¥°¸É¢μ ¨§μ²¨´¨°:

α(g, δQ0) = αl, α0 = 0,002, αl = l/80, l ∈ [1, 8].
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ƒ· Ë¨± É ±¨Ì ¨§μ²¨´¨° α(g, δQ0) = αl ¨§μ¡· ¦¥´ ´  ·¨¸. 7, ¡. Œ¨´¨³ ²Ó´μ¥
§´ Î¥´¨¥ ¤²Ö αl ¢Ò¡· ´μ É ±¨³ μ¡· §μ³, ÎÉμ¡Ò ¥£μ ³μ¦´μ ¡Ò²μ ¸μ¶μ¸É ¢¨ÉÓ ¸
´ ¡²Õ¤ ¥³Ò³ ¤¥±·¥³¥´Éμ³ ¥¸É¥¸É¢¥´´μ£μ § ÉÊÌ ´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°
§  μ¡μ·μÉ T0 ¢¸²¥¤¸É¢¨¥ Ë §μ¢μ£μ ¶¥·¥³¥Ï¨¢ ´¨Ö Î ¸É¨Í [47,52,53]:

T0

τdec
=

T0

τξ
+

T0

τa
+ . . . ,

¢¥²¨Î¨´  ±μÉμ·μ£μ ¸±² ¤Ò¢ ¥É¸Ö ¨§ ¤¥±·¥³¥´Éμ¢, μ¡· É´μ ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´ÒÌ
¶μ¸ÉμÖ´´Ò³ ¢·¥³¥´¨ (τξ , τa, . . .) ¢μ§³μ¦´ÒÌ ¶·μÍ¥¸¸μ¢, μ¡Ê¸²μ¢²¥´´ÒÌ Ì·μ-
³ É¨Î´μ¸ÉÓÕ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¢ ³ £´¨É´μ° ¸É·Ê±ÉÊ·¥ ¸¨´Ì·μÉ·μ´ ,
§ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓÕ Î ¸ÉμÉÒ É ±¨Ì ±μ²¥¡ ´¨° μÉ ¨Ì  ³¶²¨ÉÊ¤Ò (´¥²¨´¥°´μ¸ÉÓ ±μ-
²¥¡ ´¨°) ¨ ¤·Ê£¨³¨ ÔËË¥±É ³¨. �¡ÒÎ´μ ¶μ¸ÉμÖ´´ Ö ¢·¥³¥´¨ τdec Ë §μ¢μ£μ
¶¥·¥³¥Ï¨¢ ´¨Ö ¤²Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°, ¨´¨Í¨¨·μ¢ ´´ÒÌ
Éμ²Î±μ³, μÉμ¦¤¥¸É¢²Ö¥É¸Ö ¸ ¶μ²´Ò³ · §¡·μ¸μ³ Î ¸É¨Í 2ΔQp ¶μ Î ¸ÉμÉ ³ ¡¥-

É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¢¸²¥¤¸É¢¨¥ ¨Ì Ì·μ³ É¨Î´μ¸É¨ ξ̂p ¢ ³ £´¨É´μ° ¸É·Ê±ÉÊ·¥
¸¨´Ì·μÉ·μ´ :

T0

τdec

∼= 2 ΔQp, ΔQp = |ξ̂p|Q0 2σp,

£¤¥ σp Å ¸·¥¤´¥±¢ ¤· É¨Î´Ò° ¨³¶Ê²Ó¸´Ò° · §¡·μ¸ Î ¸É¨Í ¢ ¶·¥¤¥² Ì ¸£Ê¸É± .

’ ±, ¢ LHC σp
∼= 2,3 · 10−4 ¨ ξ̂pQ0 ≈ 1,5−2,5 ¤²Ö ¶·μÉμ´´μ£μ ¶ÊÎ±  ¶·¨

¨´¦¥±Í¨¨ [44]. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, τdec ¸μ¸É ¢²Ö¥É μ±μ²μ ¶ÖÉ¨¸μÉ μ¡μ·μÉμ¢:
τdec

∼= 500T0. �É  ¢¥²¨Î¨´  ¡Ê¤¥É ¤ ²¥¥ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ¸Ö ¢ ± Î¥¸É¢¥ μÍ¥´±¨
³¨´¨³ ²Ó´μ£μ É¥³¶  § ÉÊÌ ´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°:

T0

τd
>

T0

τdec
≡ α0. (35)

‡ ³±´ÊÉÊÕ ±·¨¢ÊÕ α(g, δQ0) = α0 ³μ¦´μ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ± ²¨´¨Õ, · §¤¥-
²ÖÕÐÊÕ ·¥¦¨³Ò  ±É¨¢´μ£μ ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°
¸ ¶μ³μÐÓÕ ‘� ¨ ·¥¦¨³Ò, £¤¥ ±μ´±Ê·¨·ÊÕÉ ¶·μÍ¥¸¸Ò, μ¡Ê¸²μ¢²¥´´Ò¥ Ë -
§μ¢Ò³ ¶¥·¥³¥Ï¨¢ ´¨¥³ Î ¸É¨Í ¨ ±· °´¥ ´¥§´ Î¨É¥²Ó´Ò³ ¤¥³¶Ë¨·μ¢ ´¨¥³
±μ²¥¡ ´¨° ¸ ¶μ³μÐÓÕ ‘�. �μÔÉμ³Ê ÔÉÊ § ³±´ÊÉÊÕ · §¤¥²¨É¥²Ó´ÊÕ ²¨´¨Õ
³μ¦´μ μÉμ¦¤¥¸É¢²ÖÉÓ ¸ ¸¥¶ · É·¨¸μ° ¤²Ö ¤¥±·¥³¥´Éμ¢ § ÉÊÌ ÕÐ¨Ì ±μ£¥·¥´É-
´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¸É ¡¨²Ó´μ£μ ¶ÊÎ± . ‚´ÊÉ·¨ ¸¥¶ · É·¨¸Ò ³ ²Ò¥
±μ£¥·¥´É´Ò¥ ¡¥É É·μ´´Ò¥ ±μ²¥¡ ´¨Ö Ö¢²ÖÕÉ¸Ö § ÉÊÌ ÕÐ¨³¨. � ¶·¨³¥·, ¶μ-
¸ÉμÖ´´ Ö ¢·¥³¥´¨ τd � 10T0 ¤²Ö É ±¨Ì ±μ²¥¡ ´¨° μÉ¢¥Î ¥É §´ Î¥´¨Ö³ g ¨
δQ0, ±μÉμ·Ò¥ ²¥¦ É ¢´ÊÉ·¨ § ³±´ÊÉμ° ±·¨¢μ°, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥° ¨´¤¥±¸Ê
l = 8 (³¨´¨³ ²Ó´ Ö μ¡² ¸ÉÓ ´  ·¨¸. 7, ¡). ‡¤¥¸Ó, ´ ¶·¨³¥·, |δQ0| < 0,14
¶·¨ g = 0,3. ‘²¥¤Ê¥É μÉ³¥É¨ÉÓ, ÎÉμ ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ ¸ Ì · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±¨³
Ê· ¢´¥´¨¥³ (30) ¢¥·É¨± ²Ó´Ò° · §³¥· ¸¥¶ · É·¨¸Ò μ£· ´¨Î¥´ ¢¥²¨Î¨´ ³¨
{Q̃} = 0,5 ¨ δQ0 > −0,25 ¶·¨ {Q0} > 0,25 (¨²¨ {Q̃} = 0 ¨ δQ0 < 0,25 ¶·¨
{Q0} < 0,25), ¶·¨Î¥³ · §³¥· ¶μ δQ0 ³ ±¸¨³ ²¥´ ¶·¨ | sin Ψ| = 1.
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�·¨  ´ ²¨§¥ ·¥Ï¥´¨° Ì · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö (23) ¤²Ö ‘� ¸ Í¨-
Ë·μ¢Ò³¨ Ë¨²ÓÉ· ³¨ ¢ Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¸²¥¤Ê¥É ÊÎ¨ÉÒ¢ ÉÓ § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ
¤¥±·¥³¥´É  μÉ ¶ · ³¥É·μ¢ Ë¨²ÓÉ· . ’ ±, ¥¸²¨ ¢ ± Î¥¸É¢¥ Í¨Ë·μ¢μ£μ Ë¨²ÓÉ· 
¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´ Ö Í¥¶Ó ¨§ Ê§±μ¶μ²μ¸´μ£μ § £· ¦¤ ÕÐ¥£μ Ë¨²Ó-
É·  ¨ Ë¨²ÓÉ·  ƒ¨²Ó¡¥·É  (¸¨¸É¥³´ Ö ËÊ´±Í¨Ö Ë¨²ÓÉ·  Hnh(z), ¸³. (31)), Éμ
¤¥±·¥³¥´É α § ¢¨¸¨É μÉ ±μÔËË¨Í¨¥´É  μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ g, Î¨¸²  ¡¥É É·μ´´ÒÌ
±μ²¥¡ ´¨° Q̃, ´ ¡¥£  Ë §Ò ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° Ψ(Q̃) μÉ ¤ ÉÎ¨±  ¶μ²μ¦¥-
´¨Ö ¤μ ¤¥Ë²¥±Éμ·  ¨ ¶ · ³¥É·  Ë¨²ÓÉ·  ϕ, É. ¥. α = f(g, δQ0; Ψ(Q̃), ϕ). …¸²¨
¢ ± Î¥¸É¢¥ Í¨Ë·μ¢μ£μ Ë¨²ÓÉ·  ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´ Ö Í¥¶Ó ¨§ Ê§±μ¶μ-
²μ¸´μ£μ § £· ¦¤ ÕÐ¥£μ Ë¨²ÓÉ·  ¨ Šˆ•-Ë¨²ÓÉ·  ¶¥·¢μ£μ ¶μ·Ö¤±  (¸¨¸É¥³´ Ö
ËÊ´±Í¨Ö Ë¨²ÓÉ·  Hnf(z), ¸³. (32)), Éμ α = f(g, δQ0; Ψ(Q̃), b2). ‚ÒÏ¥ ¡Ò²μ
¶μ²ÊÎ¥´μ, ÎÉμ ¤²Ö ± ¦¤μ° · ¸¸É ´μ¢±¨ ¤ ÉÎ¨±μ¢ ¶μ²μ¦¥´¨Ö ¨ ¤¥Ë²¥±Éμ·μ¢,
¶·¨¢μ¤ÖÐ¥° ± ´ ¡¥£Ê Ë § Ψ, ³μ¦´μ ¶μ¤μ¡· ÉÓ ¶ · ³¥É·Ò Í¨Ë·μ¢μ£μ Ë¨²Ó-
É·  É ±¨³ μ¡· §μ³, ÎÉμ¡Ò ¡ ² ´¸ Ë § Ψ ¡Ò² μ¶É¨³ ²Ó´Ò³ (| sin Ψ| = 1),  
¤¥±·¥³¥´É Å ³ ±¸¨³ ²Ó´Ò³. �Ê¸ÉÓ ÔÉ¨ Ë §μ¢Ò¥ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö μ¡¥¸¶¥Î¨¢ -
ÕÉ¸Ö ¤²Ö · ¸¸³ É·¨¢ ¥³ÒÌ Í¨Ë·μ¢ÒÌ Ë¨²ÓÉ·μ¢ Hnh(z) ¨²¨ Hnf(z) ´  · ¸-
Î¥É´μ° μ·¡¨É¥ ¶·¨ Q0 = 59,31 ¤²Ö ´ ¡¥£  Ë § Ψ = 2π · 59,25, ÎÉμ ¤μ¸É¨-
£ ¥É¸Ö ¶·¨ ϕ = −59,33◦ ¨²¨ b2 = 0,576. �·¨ ¨§³¥´¥´¨¨ Q̃ ¢ ¨´É¥·¢ ²¥
|Q̃ − Q0| < 0,1 ¨³¥¥³ |Δμ| < 36◦, ¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± |Φ(Q̃) − Φ(Q0)| < 130◦

¤²Ö Hnh(z) ¨ |Φ(Q̃)−Φ(Q0)| < 25◦ ¤²Ö Hnf(z) (¸³. £· Ë¨±¨ ”—• ´  ·¨¸. 4).
‘²¥¤¸É¢¨¥³ É ±μ£μ ¶μ¢¥¤¥´¨Ö ”—• Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸¨²Ó´ Ö § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ¢Ò¸μÉÒ ¸¥-
¶ · É·¨¸Ò ¤²Ö ¤¥±·¥³¥´Éμ¢ § ÉÊÌ ÕÐ¨Ì ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°
¸£Ê¸É±μ¢ μÉ ¢¥²¨Î¨´Ò ¢ ·¨ Í¨¨ Q̃ ¶·¨ Ë¨±¸¨·μ¢ ´´ÒÌ ¶ · ³¥É· Ì · ¸¸³ É·¨-
¢ ¥³ÒÌ Ë¨²ÓÉ·μ¢ (ϕ ¨²¨ b2). ƒ· Ë¨±¨ ¨§μ²¨´¨° ¤²Ö ¤¥±·¥³¥´Éμ¢ α(g, δQ0)
¶μ¤É¢¥·¦¤ ÕÉ ¤ ´´μ¥ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¥ (¸³. ·¨¸. 8). ’ ±, ¤²Ö ‘� ¸ Í¨Ë·μ¢Ò³
Ë¨²ÓÉ·μ³ Hnh(z) ¶μ¸ÉμÖ´´ Ö ¢·¥³¥´¨ § ÉÊÌ ´¨Ö τd � 10T0 μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ¥É¸Ö
¢ ¨´É¥·¢ ²¥ 0 < Q̃ − Q0 < 0,02 ¶·¨ g = 0,15 (´ ¨³¥´ÓÏ Ö μ¡² ¸ÉÓ ¢´Ê-
É·¨ § ³±´ÊÉμ° ±·¨¢μ° ¸ ¨´¤¥±¸μ³ l = 8 ´  ·¨¸. 8, a). …¸²¨ τd � 40T0, Éμ
−0,022 < Q̃ − Q0 < 0,035 ¶·¨ g = 0,1 (μ¡² ¸ÉÓ ¢´ÊÉ·¨ § ³±´ÊÉμ° ±·¨¢μ° ¸
¨´¤¥±¸μ³ l = 2, É. ¥. É·¥ÉÓÖ ±·¨¢ Ö ´  ·¨¸. 8,  ). ‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, ¤²Ö ‘� ¸
Í¨Ë·μ¢Ò³ Ë¨²ÓÉ·μ³ Hnf(z) ´ ¨³¥´ÓÏ Ö μ¡² ¸ÉÓ ¢´ÊÉ·¨ § ³±´ÊÉμ° ±·¨¢μ° ¸

�¨¸. 8. ƒ· Ë¨±¨ ¨§μ²¨´¨° ¤²Ö ¤¥±·¥³¥´Éμ¢ α(g, δQ0): Hnh(z) ( ) ¨ Hnf(z) (¡) [47]
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¨´¤¥±¸μ³ l = 8 ´  ·¨¸. 8, ¡, £¤¥ τd � 10T0, μÉ¢¥Î ¥É ¤μ¶Ê¸±Ê |Q̃−Q0| < 0,065
¤²Ö g = 0,3. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¢Ò¸μÉ  ¸¥¶ · É·¨¸Ò ¤²Ö ¤¥±·¥³¥´Éμ¢ ´ ¨³¥´Ó-
Ï Ö ¤²Ö ‘�, ¢ ±μÉμ·μ° ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö Ë¨²ÓÉ· ƒ¨²Ó¡¥·É . ‚Ò¸μÉ  ¸¥¶ · É·¨¸Ò
¤²Ö ¤¥±·¥³¥´Éμ¢ ¤²Ö ‘�, ¢ ±μÉμ·μ° ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö Šˆ•-Ë¨²ÓÉ· ¶¥·¢μ£μ ¶μ-
·Ö¤± , ¡Ê¤ÊÎ¨ ¡μ²ÓÏ¥° ¢¥²¨Î¨´μ° ¶μ ¸· ¢´¥´¨Õ ¸ ‘� ¸ Ë¨²ÓÉ·μ³ ƒ¨²Ó¡¥·É ,
³¥´ÓÏ¥ ¤²Ö ¨¤¥ ²Ó´μ° ‘�.

�¨¸. 9. ƒ· Ë¨±¨ ¨§μ²¨´¨° ¤²Ö ¤¥±·¥³¥´Éμ¢ α(g, δQ0): Hnh(z) ( ) ¨ Hnf(z) (¡)

‚³¥¸É¥ ¸ É¥³ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ¶μ¤Î¥·±´ÊÉÓ, ÎÉμ ¢Ò¸μÉ  ¸¥¶ · É·¨¸Ò ¤²Ö ¤¥-
±·¥³¥´Éμ¢ ³ ±¸¨³ ²Ó´  ¶·¨ | sinΨ| = 1. �Éμ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö Ë ±Éμ³
¤²Ö ¨¤¥ ²Ó´μ° ‘� ¨ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ²¥£±μ ¶μ¤É¢¥·¦¤¥´μ · ¸Î¥É ³¨ ¤²Ö ¨§μ²¨-
´¨° ¤²Ö · ¸¸³ É·¨¢ ¥³ÒÌ ‘�. �  ·¨¸. 9 ¶·¨¢¥¤¥´Ò £· Ë¨±¨ ¨§μ²¨´¨° ¶·¨
Ψ = 2π · 59,1. �¶É¨³ ²Ó´Ò° ¡ ² ´¸ Ë § | sinΨ| = 1 ¤μ¸É¨£ ¥É¸Ö ¶·¨ ϕ = 66◦

¤²Ö Hnh(z) ¨²¨ b2 = 2,518 ¤²Ö Hnf(z). ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¶μ¤¡¨· Ö ¶ · ³¥É·
Í¨Ë·μ¢μ£μ Ë¨²ÓÉ·  ϕ ¨²¨ b2, ³μ¦´μ μ¡¥¸¶¥Î¨ÉÓ ³ ±¸¨³ ²Ó´Ò° É¥³¶ ¶μ¤ ¢²¥-
´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¤ ¦¥ ¢ Éμ³ ¸²ÊÎ ¥, ±μ£¤  · ¸¸É ´μ¢± 
BPM ¨ DK μÉ²¨Î´  μÉ μ¶É¨³ ²Ó´μ°. �·¨ ÔÉμ³ ¢Ò¸μÉ  ¸¥¶ · É·¨¸Ò ¤²Ö ¤¥-
±·¥³¥´Éμ¢ μ¸É ¥É¸Ö ¶· ±É¨Î¥¸±¨ ´¥¨§³¥´´μ° ¤²Ö ‘� ¸ Ë¨²ÓÉ·μ³ ƒ¨²Ó¡¥·É 
¨ Ê³¥´ÓÏ ¥É¸Ö ¤μ |Q̃ − Q0| < 0,1 ¶·¨ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¨ Šˆ•-Ë¨²ÓÉ·  ¢ Í¥¶¨
μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨. �¤´ ±μ ¤ ¦¥ ÔÉμ ³¨´¨³ ²Ó´μ¥ §´ Î¥´¨¥ ¶·¥¢μ¸Ìμ¤¨É ¢Ò¸μÉÊ
¸¥¶ · É·¨¸Ò ¤²Ö ¤¥±·¥³¥´Éμ¢ |Q̃−Q0| < 0,05 ¶·¨ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¨ ‘� ¸ Ë¨²Ó-
É·μ³ ƒ¨²Ó¡¥·É .

1.8. �É±²¨± ¶ÊÎ±  ´  ¤¥²ÓÉ -¨³¶Ê²Ó¸. 1.8.1. �¸´μ¢´Ò¥ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö.
‘μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ · ¸Î¥É´ÒÌ ¨ ¨§³¥·¥´´ÒÌ ¤¥±·¥³¥´Éμ¢ § ÉÊÌ ÕÐ¨Ì ±μ£¥·¥´É-
´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ³μ¦´μ Ê¸É ´μ¢¨ÉÓ, ¢ÒÖ¢²ÖÖ Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´Ò°
§ ±μ´ § ÉÊÌ ´¨Ö ¸¨£´ ²  ¸ BPM ¤²Ö μ¸É ÉμÎ´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¶μ¸²¥ ¨´¦¥±Í¨¨.
�·¨³¥· ¸¨£´ ²  ¸ BPM ¶μ¸²¥ ¨´¦¥±Í¨¨ ¸£Ê¸É±  ¢ LHC ¶·¨¢¥¤¥´ ´  ·¨¸. 10,  
¶·¨ Ô´¥·£¨¨ ¶·μÉμ´μ¢ 450 ƒÔ‚ [15]. ‚ É¥Î¥´¨¥ ´¥¸±μ²Ó±¨Ì μ¡μ·μÉμ¢ ¶μ¸²¥
¨´¦¥±Í¨¨ ¸¨£´ ² ¸ BPM § ¢¨¸¨É ´¥ Éμ²Ó±μ μÉ ´ Î ²Ó´ÒÌ Ê¸²μ¢¨° X̂[0, s],
´μ ¨ μÉ ¶μ£·¥Ï´μ¸É¨ ¨§³¥·¥´¨Ö δxp ¡¥É É·μ´´ÒÌ ¸³¥Ð¥´¨° ±μ²¥¡²ÕÐ¥°¸Ö

Î ¸É¨ÍÒ ¢ ³¥¸É¥ · ¸¶μ²μ¦¥´¨Ö BPM, ÎÉμ ¸²¥¤Ê¥É ¨§ ¢Ò· ¦¥´¨Ö ¤²Ö X̂(z, s).
‚¸²¥¤¸É¢¨¥ ÔÉμ£μ Ëμ·³  ¸¨£´ ²  § ¢¨¸¨É μÉ ¶·μÍ¥¸¸μ¢ ¢ Í¨Ë·μ¢μ³ Ë¨²ÓÉ·¥
¶·¨ ¶¥·¥Ìμ¤¥ μÉ ´Ê²¥¢ÒÌ ´ Î ²Ó´ÒÌ Ê¸²μ¢¨° ± ·¥ ²Ó´Ò³, μÉ¢¥Î ÕÐ¨³ δxp.
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�¨¸. 10. ‘¨£´ ² ¸ BPM ¶μ¸²¥ ¨´¦¥±Í¨¨ [15] ( ) ¨ μÉ±²¨± ¶ÊÎ±  ´  ¤¢  Éμ²Î±  [39] (¡)

‚ · ¡μÉ¥ [54] ¶·¥¤²μ¦¥´  ¶·μÍ¥¤Ê· , ¶μ§¢μ²ÖÕÐ Ö ÊÎ¥¸ÉÓ ÔÉμÉ ¶¥·¥Ìμ¤´μ°
¶·μÍ¥¸¸. �¤´ ±μ ÉμÎ´μ¸ÉÓ μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¤¥±·¥³¥´Éμ¢, ± ¸μ¦ ²¥´¨Õ, ´¥¤μ¸É -
ÉμÎ´  ¤²Ö ± Î¥¸É¢¥´´μ° ´ ¸É·μ°±¨ ‘�.

‚´¥Ï´¥¥ ¢μ§¤¥°¸É¢¨¥ ¢ ¢¨¤¥ ¤¥²ÓÉ -¨³¶Ê²Ó¸  ¶·¨¢μ¤¨É ± ¶μÖ¢²¥´¨Õ ¢
¢Ò· ¦¥´¨¨ ¤²Ö X̂(z, s) ¸² £ ¥³μ£μ, ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´μ£μ Z{Δx′

e[n]}:

Z{Δx′
e[n]} =

ae z−ne

(β̂pβ̂d)1/2
.

�μ²Ó§ÊÖ¸Ó É¥μ·¥³μ° ¤²Ö ¢ÒÎ¥Éμ¢, ¶μ²ÊÎ ¥³, ÎÉμ § ÉÊÌ ÕÐ¨¥ ±μ²¥¡ ´¨Ö, μ¡Ê-
¸²μ¢²¥´´Ò¥ ÔÉ¨³ ¸² £ ¥³Ò³, ¢μ§´¨± ÕÉ ¢ ³μ³¥´É ¢·¥³¥´¨ neT0 ¨ ¨³¥ÕÉ É¥ ¦¥
¤¥±·¥³¥´ÉÒ ¨ Î ¸ÉμÉÒ, ÎÉμ ¨ μ¸É ÉμÎ´Ò¥ ±μ²¥¡ ´¨Ö ¸£Ê¸É±  ¶μ¸²¥ ¨´¦¥±Í¨¨,
μ¤´ ±μ Ëμ·³  ¸¨£´ ²  ¸ BPM ´¥ § ¢¨¸¨É μÉ δxp.

�·¨³¥· · ¸Î¥É´μ° § ¢¨¸¨³μ¸É¨ ¸¨£´ ²  ¸ BPM μÉ n = t/T0 ¶μ± § ´ ´ 
·¨¸. 10, ¡ [39]. ‡¤¥¸Ó ¶¥·¢Ò° ‚—-¨³¶Ê²Ó¸ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É μ¸É ÉμÎ´Ò³ ±μ²¥¡ -
´¨Ö³ ¶μ¸²¥ ¨´¦¥±Í¨¨,   ¢Éμ·μ° ¨ É·¥É¨° Å § ÉÊÌ ÕÐ¨³ ±μ²¥¡ ´¨Ö³ ¶μ¸²¥
Éμ²Î±μ¢, ¨´¨Í¨¨·μ¢ ´´ÒÌ ¤¥²ÓÉ -¨³¶Ê²Ó¸μ³. ‡ ÉÊÌ ´¨¥ ±μ²¥¡ ´¨°, μ¡Ê¸²μ-
¢²¥´´ÒÌ μ¸É ÉμÎ´Ò³¨ ±μ²¥¡ ´¨Ö³¨ ¨ ¶¥·¢Ò³ Éμ²Î±μ³ ¢ ³μ³¥´É ¢·¥³¥´¨
100T0, ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÊ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ g = 0,08. ˆ§ (23) ¨³¥¥³

αmin = − ln |z(max)
r | = T0/τ = 0,0429, ÎÉμ μÉ¢¥Î ¥É ¡μ²¥¥ ¢Ò¸μ±μ³Ê É¥³¶Ê

¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¶μ ¸· ¢´¥´¨Õ ¸ g/2, ¶μ²ÊÎ ÕÐ¨³¸Ö ¢ ²¨-
´¥°´μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ (27). „²Ö ¢Éμ·μ£μ Éμ²Î±  ¶·¨ t = 400T0, £¤¥ g = 0,02,
¨³¥¥³ αmin = 0,01 ¨§ (23), ÎÉμ ¸μ£² ¸Ê¥É¸Ö ¸ (27). �£¨¡ ÕÐ¨¥ ‚—-¸¨£´ ²μ¢
(ÏÉ·¨Ìμ¢Ò¥ ²¨´¨¨) ¢ÒÎ¨¸²¥´Ò ¸μ£² ¸´μ ¢¥²¨Î¨´ ³ αmin(g) ¨ Ìμ·μÏμ ¨Ì  ¶-
¶·μ±¸¨³¨·ÊÕÉ.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, μ¸ÊÐ¥¸É¢²ÖÖ ®¶μ¤£μ´±Ê¯ (Ë¨É¨·μ¢ ´¨¥) · ¸Î¥É´ÒÌ ±·¨-
¢ÒÌ ¶μ¤ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´Ò¥ ¤ ´´Ò¥ ¤²Ö ±μ²¥¡ ´¨°, ¨´¨Í¨¨·μ¢ ´´ÒÌ ¤¥²ÓÉ -
¨³¶Ê²Ó¸μ³, ³μ¦´μ μÍ¥´¨ÉÓ ¢¥²¨Î¨´Ê ¤¥±·¥³¥´É . �É  ¶·μÍ¥¤Ê·  ¨¸¶μ²Ó§μ¢ -
² ¸Ó ´  ±μ²² °¤¥·¥ LHC ¤²Ö μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¤¥±·¥³¥´Éμ¢ § ÉÊÌ ÕÐ¨Ì ±μ²¥¡ ´¨°
¶·μÉμ´´μ£μ ¸£Ê¸É±  ¶·¨ Ô´¥·£¨¨ ¨´¦¥±Í¨¨ 450 ƒÔ‚ [15] ¨ ¶μ¸²¥ Ê¸±μ·¥´¨Ö
¶·¨ Ô´¥·£¨¨ 3,5 ’Ô‚ [55].
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1.8.2. ‘· ¢´¥´¨¥ ¸ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´Ò³¨ ·¥§Ê²ÓÉ É ³¨. „²Ö ¸¨¸É¥³Ò ¶μ-
¤ ¢²¥´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¶·μÉμ´´μ£μ ¶ÊÎ±  ¢ LHC · -
¡μÎ¨° ·¥¦¨³ ¶·¨ ¤¥³¶Ë¨·μ¢ ´¨¨ μ¸É ÉμÎ´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¶μ¸²¥ ¨´¦¥±Í¨¨
¶·μ¤¥±² ·¨·μ¢ ´ ¸ ¶μ¸ÉμÖ´´μ° § ÉÊÌ ´¨Ö τ = 40T0 [44,56].

�·¨³¥· · ¸Î¥É´ÒÌ ¢¥²¨Î¨´ ¤¥±·¥³¥´Éμ¢ α ¶·¨¢¥¤¥´ ´  ·¨¸. 11,   [39] ¤²Ö
μ¤´μ£μ ¨§ Î¥ÉÒ·¥Ì ± ´ ²μ¢ μÉ ¤¢ÊÌ BPM ¤μ ¤¢ÊÌ ¸¥±Í¨° DK ¢ μ¤´μ° ¶²μ¸-
±μ¸É¨ ±μ²¥¡ ´¨° (¢¸¥£μ ¢ ‘� ´  LHC ¨¸¶μ²Ó§ÊÕÉ¸Ö 16 ± ´ ²μ¢ ¤²Ö DSP: ¢
£μ·¨§μ´É ²Ó´μ° ¨ ¢¥·É¨± ²Ó´μ° ¶²μ¸±μ¸ÉÖÌ ±μ²¥¡ ´¨° ´  ¤¢ÊÌ ±μ²ÓÍ Ì ±μ²-
² °¤¥·  [15]). �·¨¢¥¤¥´´Ò¥ ´  ·¨¸. 11,   Î¥ÉÒ·¥ · ¸Î¥É´Ò¥ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ ¤²Ö
¢¥·É¨± ²Ó´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¢ÒÎ¨¸²¥´Ò ¸μ£² ¸´μ (23) ¤²Ö ·¥ ²Ó´ÒÌ ¶ · ³¥É·μ¢
‘� ¢ LHC, £¤¥ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö Í¨Ë·μ¢μ° Ë¨²ÓÉ· ƒ¨²Ó¡¥·É . ‚¨¤´μ, ÎÉμ § ¢¨¸¨-
³μ¸É¨ ¤²Ö ¤¥±·¥³¥´Éμ¢ ¸μ¢¶ ¤ ÕÉ ¶·¨ g < 0,09, ´μ · §²¨Î ÕÉ¸Ö ¶·¨ g > 0,1.

�¨¸. 11. „¥±·¥³¥´ÉÒ α ¢ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ g [39] ( ) ¨ ¸¨£´ ² ¸ BPM ¶·¨ Ô´¥·£¨¨
¶·μÉμ´μ¢ 3,5 ’Ô‚ [55] (¡)

�±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´μ ¨§³¥·¥´´Ò¥ ¢¥²¨Î¨´Ò ¤¥±·¥³¥´Éμ¢ ¢ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ
±μÔËË¨Í¨¥´É  ¶¥·¥¤ Î¨ |K(ω)| · ¤¨μÉ¥Ì´¨Î¥¸±μ° Î ¸É¨ Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨
¶·¨¢¥¤¥´Ò ¢ · ¡μÉ¥ [55]. ˆ§³¥·¥´¨Ö ¡Ò²¨ ¢Ò¶μ²´¥´Ò ¶·¨ Ô´¥·£¨¨ ¶·μ-
Éμ´´μ£μ ¶ÊÎ±  3,5 ’Ô‚ ¤²Ö μ¤´μ£μ ¸£Ê¸É±  ´μ³¨´ ²Ó´μ° ¨´É¥´¸¨¢´μ¸É¨ 1011

Î ¸É¨Í. �·¨³¥· ¸¨£´ ²  ¸ ¤ ÉÎ¨±  ¶μ²μ¦¥´¨Ö BPM ¶·¨ Ô´¥·£¨¨ ¶·μÉμ´μ¢
3,5 ’Ô‚ ¨ g ≈ 0,01 ¶·¨¢¥¤¥´ ´  ·¨¸. 11, ¡ [55]. ‘· ¢´¥´¨¥ · ¸Î¥É´ÒÌ § -
¢¨¸¨³μ¸É¥° ¨ ¨§³¥·¥´´ÒÌ ¢¥²¨Î¨´ ¤¥±·¥³¥´Éμ¢ α = T0/τ μÉ ±μÔËË¨Í¨¥´É 
μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ g ¶μ± § ´μ ´  ·¨¸. 12 [39,46].

„²Ö · ¸Î¥É´ÒÌ § ¢¨¸¨³μ¸É¥° ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ²¨¸Ó Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´Ò¥ ¢¥²¨-
Î¨´Ò ¤²Ö ϕ, ÎÉμ μ¡ÑÖ¸´Ö¥É · §¡·μ¸ ÔÉ¨Ì § ¢¨¸¨³μ¸É¥°. „²Ö ¢¸¥Ì · ¸Î¥É´ÒÌ
§ ¢¨¸¨³μ¸É¥° μÉÎ¥É²¨¢μ ¶·μ¸²¥¦¨¢ ¥É¸Ö μÉ²¨Î¨¥ μÉ ²¨´¥°´μ£μ ¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö
g/2 ¶·¨ ¢μ§· ¸É ´¨¨ g. �±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´μ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ ¶·¨ ÔÉμ³ ¤¥±·¥-
³¥´ÉÒ ±μ²¥¡ ´¨° Ìμ·μÏμ ¸μ£² ¸ÊÕÉ¸Ö ¸ · ¸Î¥Éμ³ ¤²Ö ±μÔËË¨Í¨¥´Éμ¢ μ¡· É-
´μ° ¸¢Ö§¨ 0,004 < g < 0,08.

„²Ö ¢¸¥Ì Ô²¥±É·μ¸É É¨Î¥¸±¨Ì ¤¥Ë²¥±Éμ·μ¢ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö μ¤´μ ¨ Éμ ¦¥
μÉ±²μ´ÖÕÐ¥¥ ´ ¶·Ö¦¥´¨¥ ´  ¨Ì ¶² ¸É¨´ Ì, μ¤´ ±μ ¢¥²¨Î¨´Ò β̂-ËÊ´±Í¨° ¢
³¥¸É Ì · ¸¶μ²μ¦¥´¨Ö ¤¥Ë²¥±Éμ·μ¢ μÉ²¨Î ÕÉ¸Ö ¤·Ê£ μÉ ¤·Ê£ . Œ ±¸¨³ ²Ó-
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�¨¸. 12. � ¸Î¥É´Ò¥ ¤¥±·¥³¥´ÉÒ (±·¨¢Ò¥) ¨ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¨§³¥·¥´¨° ¤¥±·¥³¥´Éμ¢ £μ-
·¨§μ´É ²Ó´ÒÌ (a, ¶ÊÎμ± 1) ¨ ¢¥·É¨± ²Ó´ÒÌ (¡, ¶ÊÎμ± 2) ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ
±μ²¥¡ ´¨° [39,46]

´ Ö ¢¥²¨Î¨´  β̂-ËÊ´±Í¨° ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É · ¸¶μ²μ¦¥´¨Õ ¤¥Ë²¥±Éμ·μ¢, ±μÉμ·Ò¥
¨¸¶μ²Ó§ÊÕÉ¸Ö ¤²Ö ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ¢¥·É¨± ²Ó´ÒÌ ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥-
¡ ´¨° ¶·μÉμ´´μ£μ ¶ÊÎ± , ¢· Ð ÕÐ¥£μ¸Ö ¶·μÉ¨¢ Î ¸μ¢μ° ¸É·¥²±¨ (¶ÊÎμ± 2).
�  ·¥±μ·¤´μ° ¢ ³¨·¥ Ô´¥·£¨¨ ¶·μÉμ´´μ£μ ¶ÊÎ±  3,5 ’Ô‚ ¶μ²ÊÎ¥´ · ¸Î¥É´Ò°
¤¥±·¥³¥´É α = 0,025,   ¤²Ö μ¤´μ£μ ¨§ ¶ÊÎ±μ¢ (¢¥·É¨± ²Ó´Ò¥ ±μ²¥¡ ´¨Ö, ¶Ê-
Îμ± 2) ¢¥²¨Î¨´  ¤¥±·¥³¥´É  ¸μ¸É ¢²Ö²  α = 0,05, ÎÉμ ¢ ¤¢  · §  ¶·¥¢ÒÏ ¥É
¶·μ¥±É´ÊÕ ¢¥²¨Î¨´Ê.

�μ¸±μ²Ó±Ê ¸¨²  ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¥£μ ¢μ§¤¥°¸É¢¨Ö ¢ DK μ£· ´¨Î¥´  ³μÐ´μ-
¸ÉÓÕ μ±μ´¥Î´ÒÌ Ê¸¨²¨É¥²¥° ¢ ‘�, Éμ ¶·μ¤¢¨´ÊÉÓ¸Ö ¢ μ¡² ¸ÉÓ g > 0,08 ¤²Ö
¡μ²¥¥ ± Î¥¸É¢¥´´μ° ´ ¸É·μ°±¨ ‘� ´¥ ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É¸Ö ¢μ§³μ¦´Ò³. ‘²¥¤Ê¥É
É ±¦¥ μÉ³¥É¨ÉÓ, ÎÉμ Ë¨É¨·μ¢ ´¨¥ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´ÒÌ ¤ ´´ÒÌ ¤²Ö ¸¨£´ ²  ¸
¨§³¥·¨É¥²Ó´μ£μ ¤ ÉÎ¨±  ¶·¨ ¢Ò¸μ±¨Ì É¥³¶ Ì § ÉÊÌ ´¨Ö É·¥¡Ê¥É ¡μ²¥¥  ±±Ê-
· É´μ£μ ÊÎ¥É  ¢±² ¤  ¢¸¥Ì £ ·³μ´¨± ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ Î ¸ÉμÉ ¢ Ëμ·³Ê ¸¨£´ ² .
�Éμ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ μ£· ´¨Î¨¢ ¥É μ¡² ¸ÉÓ ¶·¨³¥´¥´¨Ö ³¥Éμ¤  ¢μ§¡Ê¦¤¥´¨Ö ±μ-
£¥·¥´É´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¤¥²ÓÉ -¨³¶Ê²Ó¸μ³ ¤²Ö ´ ¸É·μ°±¨ ‘�, ±μÉμ·Ò°, μ¤´ ±μ,
Ö¢²Ö¥É¸Ö ´ ¨¡μ²¥¥ Ê¤μ¡´Ò³ ³¥Éμ¤μ³ Ê¸É ´μ¢²¥´¨Ö μ¡² ¸É¥° ¶ · ³¥É·μ¢ ‘�,
£¤¥ μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ¥É¸Ö § ÉÊÌ ´¨¥ ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°.

1.9. �É±²¨± ¶ÊÎ±  ´  £ ·³μ´¨Î¥¸±μ¥ ¢μ§¤¥°¸É¢¨¥. 1.9.1. �¥§μ´ ´¸´ Ö
±·¨¢ Ö. �μ¸±μ²Ó±Ê ‘� μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ¥É ¤¥³¶Ë¨·μ¢ ´¨¥ ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î-
´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°, Éμ ³μ¦´μ ¨¸¸²¥¤μ¢ ÉÓ ·¥ ±Í¨Õ ¶ÊÎ±  ´  μ£· ´¨Î¥´´μ¥ ¢μ
¢·¥³¥´¨ £ ·³μ´¨Î¥¸±μ¥ ¢μ§¤¥°¸É¢¨¥. �  ·¨¸. 13,   ¶·¨¢¥¤¥´  · ¸Î¥É´ Ö § ¢¨-
¸¨³μ¸ÉÓ ¸³¥Ð¥´¨° ¸£Ê¸É±  x[n, sp] μÉ n ¤²Ö ·¥ ²Ó´μ£μ ¢ ·¨ ´É  ‘� ´  LHC
¶·¨ ¶μ¤ ¢²¥´¨¨ ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¢¥·É¨± ²Ó´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° (Q0 = 59,32) ¢ ¶ÊÎ±¥ 2
¶·¨ ¸Éμ²±´μ¢¥´¨¨ ¸£Ê¸É±μ¢ [47]. ‘μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ £· Ë¨±¨ ¤²Ö ¤¥±·¥³¥´Éμ¢
¶·¨¢¥¤¥´Ò ´  ·¨¸. 11. �¶É¨³ ²Ó´Ò¥ Ë §μ¢Ò¥ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ÕÉ¸Ö
¸ ¶μ³μÐÓÕ Ë¨²ÓÉ·  ƒ¨²Ó¡¥·É . � ¸Î¥É ¶·μ¢¥¤¥´ ¶μ Ëμ·³Ê² ³ (5), (11), (13)
¨ (8) ¤²Ö £ ·³μ´¨Î¥¸±μ£μ ¢μ§¡Ê¦¤¥´¨Ö ¸ Qe = 0,316, ±μÉμ·μ¥ ¢±²ÕÎ ¥É¸Ö
¢ ³μ³¥´É ¢·¥³¥´¨ t = ne T0 = 100T0 ¨ ¢Ò±²ÕÎ ¥É¸Ö Î¥·¥§ 300 μ¡μ·μÉμ¢
(ae = a0, φe = 0, g = 0,08, ´ ¡¥£ Ë §Ò ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° μÉ BPM ¤μ
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�¨¸. 13. ‡ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ¸³¥Ð¥´¨° x[n, sp] μÉ n = t/T0 ( ) ¨ ·¥§μ´ ´¸´ Ö ±·¨¢ Ö [47] (¡)

Éμ²± É¥²Ö K ¢Ò¡· ´ · ¢´Ò³ ψpe = 2π · 58,3). ‚¨¤´μ, ÎÉμ Î¥·¥§ 100 μ¡μ·μÉμ¢
¶μ¸²¥ ¢±²ÕÎ¥´¨Ö ¢´¥Ï´¥£μ ¢μ§¡Ê¦¤¥´¨Ö Ê¸É ´ ¢²¨¢ ¥É¸Ö ·¥¦¨³ ¸  ³¶²¨ÉÊ-
¤μ° ±μ²¥¡ ´¨°, ¶·¨³¥·´μ ¢ 12 · § ¶·¥¢μ¸Ìμ¤ÖÐ¥°  ³¶²¨ÉÊ¤Ê ¢μ§¡Ê¦¤¥´¨Ö
ae = a0 (μ£¨¡ ÕÐ Ö ‚—-¸¨£´ ²  Å ÏÉ·¨Ìμ¢ Ö ²¨´¨Ö ´  ·¨¸. 13,  ). ˆ§³¥´ÖÖ
Qe, ¶μ²ÊÎ ¥³ ´ ¡μ· § ¢¨¸¨³μ¸É¥°  ³¶²¨ÉÊ¤ ±μ²¥¡ ´¨° a(n, Qe − {Q0}) μÉ n
¨ (Qe −{Q0}) ¶·¨ Ë¨±¸¨·μ¢ ´´ÒÌ ¢¥²¨Î¨´ Ì ±μÔËË¨Í¨¥´É  μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨
g, Q0, ±μÔËË¨Í¨¥´Éμ¢ h[i] Í¨Ë·μ¢μ£μ Ë¨²ÓÉ·  ¨ ¶·μÎ¨Ì ¶ · ³¥É·μ¢ ‘�.
•μÉÖ  ³¶²¨ÉÊ¤  ¢Ò´Ê¦¤¥´´μ£μ ±μ²¥¡ ´¨Ö ¨ ¢μ§· ¸É ¥É ¶·¨ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ Qe

± {Q0}, μ´  ´¥ μ¡· Ð ¥É¸Ö ¢ ¡¥¸±μ´¥Î´μ¸ÉÓ, ± ± ÔÉμ ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É ¶·¨ ·¥§μ-
´ ´¸¥ ¢ μÉ¸ÊÉ¸É¢¨¥ ‘�.

Šμ£¤  ¸£Ê¸Éμ± ¸μ¢¥·Ï ¥É ¢Ò´Ê¦¤¥´´Ò¥ ±μ²¥¡ ´¨Ö, Éμ ¢ μ¡² ¸É¨ Ê¸É ´μ-
¢¨¢Ï¨Ì¸Ö ±μ²¥¡ ´¨° ¥£μ ¶μ¶¥·¥Î´ Ö Ô´¥·£¨Ö I(Qe) ¢ ¸·¥¤´¥³ μ¸É ¥É¸Ö ´¥-
¨§³¥´´μ°: ´  ± ¦¤μ³ μ¡μ·μÉ¥ ¸£Ê¸Éμ± ¶μ²ÊÎ ¥É ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´Ò° ¶μ¶¥·¥Î´Ò°
¨³¶Ê²Ó¸ ¶μ¸²¥ ¶·μ²¥É  Éμ²± É¥²Ö, ±μÉμ·Ò° ±μ³¶¥´¸¨·Ê¥É¸Ö ¶μ¸²¥ ¶·μ²¥É 
¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¥£μ ¤¥Ë²¥±Éμ· . ‚¥²¨Î¨´  I(Qe) ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´  ±¢ ¤· ÉÊ  ³-
¶²¨ÉÊ¤Ò Ê¸É ´μ¢¨¢Ï¨Ì¸Ö ±μ²¥¡ ´¨°. �μÔÉμ³Ê ¤²Ö ·¥§μ´ ´¸´μ° ±·¨¢μ° ¨³¥¥³
¸μ£² ¸´μ (20) ¨ (14) [39]

I(Qe)
Imax

=
1

Imax

∣∣∣det
(
zeÎ − M̂(ze)

)∣∣∣−2

, ze = ej2π{Qe}, (36)

£¤¥ Imax = I
(
Q

(max)
e

)
. �·¨³¥· ·¥§μ´ ´¸´μ° ±·¨¢μ° (36) ¶·¨¢¥¤¥´ ´ 

·¨¸. 13, ¡ ¤²Ö É¥Ì ¦¥ ¶ · ³¥É·μ¢ ‘�, ÎÉμ ¨ ´  ·¨¸. 13,   (g = 0,08).
1.9.2. ŠμÔËË¨Í¨¥´É ·¥§μ´ ´¸´μ£μ Ê¸¨²¥´¨Ö. ˆ¸¶μ²Ó§ÊÖ ³¥Éμ¤ Z-¶·¥μ¡· -

§μ¢ ´¨Ö, ´¥É·Ê¤´μ ·¥Ï¨ÉÓ · §´μ¸É´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ (6) ¸ ÊÎ¥Éμ³ ¢Ò· ¦¥´¨° (9)
¤²Ö ´ Î ²Ó´ÒÌ Ê¸²μ¢¨°, Ê· ¢´¥´¨° (11) ¨ (13) ¤²Ö ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¨Ì ¢μ§¤¥°-
¸É¢¨° ¨ Ê· ¢´¥´¨Ö (8) ¤²Ö ¢μ§³ÊÐ ÕÐ¥° ¸¨²Ò. ‚ ¨Éμ£¥ ¤²Ö Ê¸É ´μ¢¨¢Ï¨Ì¸Ö
±μ²¥¡ ´¨° ¢ ³¥¸É¥ · ¸¶μ²μ¦¥´¨Ö ¤ ÉÎ¨±  ¶μ²μ¦¥´¨Ö ¢¡²¨§¨ ·¥§μ´ ´¸´μ£μ
§´ Î¥´¨Ö (¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ ¸ (27) ¢ ²¨´¥°´μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ g � 1) ¨³¥¥³

x[n]
∣∣
n−ne	1/α

= aeRe u[n − ne] sin (2πnQe − δe − ηe),
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£¤¥

Re =
1

2
√

4π2({Q} − {Qe})2 + α2
, tg δe =

α

2π({Q} − {Qe})
.

Œ ±¸¨³ ²Ó´ Ö ¢¥²¨Î¨´  ±μÔËË¨Í¨¥´É  ·¥§μ´ ´¸´μ£μ Ê¸¨²¥´¨Ö  ³¶²¨ÉÊ¤Ò
¢Ò´Ê¦¤¥´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¥¸ÉÓ

R(max)
e =

1
2α

. (37)

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¶·¨ Ê¢¥²¨Î¥´¨¨ ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¨Ì ¸¢μ°¸É¢ ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö
(¶·¨ ·μ¸É¥ ¤¥±·¥³¥´É  α) ¶ÊÎμ± ¸É ´μ¢¨É¸Ö ³¥´¥¥ ¶μ¤ É²¨¢Ò³ ¶μ μÉ´μÏ¥-
´¨Õ ± ¢´¥Ï´¨³ ¶μ¶¥·¥Î´Ò³ ¢μ§³ÊÐ ÕÐ¨³ Ë ±Éμ· ³. ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¤²Ö (36)
¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö ¸²¥¤ÊÕÐ¥¥ ¢Ò· ¦¥´¨¥:

I(Qe)
Imax

=
(

Re

R
(max)
e

)2

=
α2

4π2({Qe} − {Q})2 + α2
.

�É  ËÊ´±Í¨Ö ¸μ¢¶ ¤ ¥É ¸ ·¥§μ´ ´¸´μ° ±·¨¢μ° [34], ±μÉμ· Ö μ¡ÒÎ´μ ¨¸¶μ²Ó§Ê-
¥É¸Ö ¤²Ö  ´ ²¨§  ¢Ò´Ê¦¤¥´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¶·¨ ´ ²¨Î¨¨ É·¥´¨Ö. �μ²ÊÎ¥´´ Ö
ËÊ´±Í¨Ö ¨³¥¥É ³ ±¸¨³Ê³ ¶·¨

{Q(max)
e } = {Q} = {Q0} −

g |K(ω)|
4πK0

κ cosΨ.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ³ ±¸¨³Ê³ ·¥§μ´ ´¸´μ° ±·¨¢μ° ¸³¥Ð ¥É¸Ö μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¡¥É -
É·μ´´μ° Î ¸ÉμÉÒ ¶·¨ ´ ·ÊÏ¥´¨¨ ¡ ² ´¸  Ë §. �¤¨´ ±μ¢Ò¥ Ê·μ¢´¨  ³¶²¨ÉÊ¤
Ê¸É ´μ¢¨¢Ï¨Ì¸Ö ±μ²¥¡ ´¨° ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ ¸³¥Ð¥´¨Õ ·¥§μ´ ´¸´μ° ±·¨¢μ°.
�μ²ÊÏ¨·¨´  ·¥§μ´ ´¸´μ° ±·¨¢μ° ´  ¥¥ ¶μ²Ê¢Ò¸μÉ¥ · ¢´  ¶·¨³¥·´μ α/2π.
ƒ· Ë¨±, ¶·¥¤¸É ¢²¥´´Ò° ´  ·¨¸. 13, ¡, ¶μ¤É¢¥·¦¤ ¥É ÔÉ¨ ¢Ò¢μ¤Ò.

1.9.3. ‘· ¢´¥´¨¥ ¸ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´Ò³¨ ·¥§Ê²ÓÉ É ³¨. �μ¸±μ²Ó±Ê ¸³¥-
Ð¥´¨¥ Î ¸ÉμÉÒ ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´ Ì ¸ ¸¨-
¸É¥³μ° μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´μ gκ cosΨ, ¤ ´´Ò° ÔËË¥±É ¡Ò² ¨¸-
¶μ²Ó§μ¢ ´ ¤²Ö Éμ´±μ° ´ ¸É·μ°±¨ ¡ ² ´¸  Ë § Ψ ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ±μ£¥-
·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¶ÊÎ±  ¢ LHC [57, 58]. „¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, ¶·¨
§ ¤ ´´μ³ ·¥¦¨³¥ ¤¨´ ³¨±¨ Î ¸É¨Í ¶ÊÎ±  ¶μ Î¨¸²Ê ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°
Q0 ¨ ¶·¨ Ë¨±¸¨·μ¢ ´´μ³ · §³¥Ð¥´¨¨ ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¥£μ ¤¥Ë²¥±Éμ·  μÉ´μ¸¨-
É¥²Ó´μ ¤¥É¥±Éμ·  ³μ¦´μ ¢ ´¥¡μ²ÓÏ¨Ì ¶·¥¤¥² Ì ¨§³¥´¨ÉÓ ¶ · ³¥É·Ò Í¨Ë·μ-
¢μ£μ Ë¨²ÓÉ·  ¸ Í¥²ÓÕ ¶·μ¢¥·±¨ Ë ±É  μ¶É¨³ ²Ó´μ¸É¨ ¢¥²¨Î¨´Ò Ψ. � ¶·¨³¥·,
¢ ¸¨¸É¥³¥ ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¶ÊÎ±  ¢ LHC ¤²Ö
Ê¸É ´μ¢²¥´¨Ö μ¶É¨³ ²Ó´μ£μ ¡ ² ´¸  Ë § ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö Ë¨²ÓÉ· ƒ¨²Ó¡¥·É , ¤²Ö
±μÉμ·μ£μ �—• ¨ ”—• § ¢¨¸ÖÉ μÉ Ë §μ¢μ£μ ¶ · ³¥É·  ϕ. �Ê¸ÉÓ ¢¥²¨Î¨´¥ ϕ0

μÉ¢¥Î ¥É μ¶É¨³ ²Ó´Ò° ¡ ² ´¸ Ë § Ψ(Q0, ϕ0):

κ sin Ψ(Q0, ϕ0) = 1, Ψ(Q0, ϕ0) = η(Q0) + 2πq̂Q0 − ψf(Q0, ϕ0),
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£¤¥ ψf ≡ arg
(
H(Q0, ϕ)

)
Å Ë §μ¢Ò° ¸¤¢¨£, ¢μ§´¨± ÕÐ¨° ¶·¨ ¶·μÌμ¦¤¥´¨¨

¸¨£´ ²  ¶μ · ¤¨μÉ¥Ì´¨Î¥¸±μ° Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨. ’μ£¤  ¶·¨ ´¥¡μ²ÓÏ¨Ì
μÉ±²μ´¥´¨ÖÌ δϕ0 μÉ μ¶É¨³ ²Ó´μ£μ §´ Î¥´¨Ö ϕ0 ¶μ²ÊÎ ¥³

Ψ(Q0, ϕ = ϕ0 + δϕ0) = Ψ(Q0, ϕ0) + δψf(ϕ),

£¤¥
δψf(ϕ) ≡ ψf(Q0, ϕ0) − ψf(Q0, ϕ = ϕ0 + δϕ0).

�É¸Õ¤  ¸²¥¤Ê¥É

ΔQ = −gκ

4π
cosΨ(Q0, ϕ0 + δϕ0) =

g

4π
sin
(
δψf(ϕ)

)
.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¨§³¥´¥´¨¥ Î ¸ÉμÉÒ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¶·¨ μÉ±²μ´¥´¨¨
μÉ μ¶É¨³ ²Ó´μ£μ ·¥¦¨³  ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´μ ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÊ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ g
¨ ¶·¨·μ¸ÉÊ Ë §μ¢μ£μ ´ ¡¥£  δψf . ‚ μ¶É¨³ ²Ó´μ³ ·¥¦¨³¥ Î ¸ÉμÉ  ¡¥É É·μ´-
´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ´¥ § ¢¨¸¨É μÉ g. ˆ§³¥·¨³ ¢¥²¨Î¨´Ê Q0 ¶·¨ μÉ±²ÕÎ¥´´μ°
¸¨¸É¥³¥ ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö. ‚±²ÕÎ¨¢ ¸¨¸É¥³Ê ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ¨ Ê¸É ´μ¢¨¢ ´¥¡μ²ÓÏÊÕ
¢¥²¨Î¨´Ê g, ³μ¦´μ ¨§³¥·¨ÉÓ ¶μ¸ÉμÖ´´ÊÕ ¢·¥³¥´¨ § ÉÊÌ ´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ±μ-
²¥¡ ´¨° τd = T0/α = 2T0/g, É¥³ ¸ ³Ò³ § ¤ ¢ ±μÔËË¨Í¨¥´É ´ ±²μ´  ¨¸¸²¥¤Ê-
¥³μ° § ¢¨¸¨³μ¸É¨. ‡ É¥³ ³μ¦´μ ¨§³¥·¨ÉÓ § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ Î ¸ÉμÉÒ ¡¥É É·μ´´ÒÌ
±μ²¥¡ ´¨° μÉ ¢¥²¨Î¨´Ò Ë §μ¢μ£μ ¶ · ³¥É·  ϕ Ë¨²ÓÉ·  ƒ¨²Ó¡¥·É . …¸²¨ ¨¸-
Ìμ¤´Ò° ·¥¦¨³ ¶·¨ Q0 ¡Ò² μ¶É¨³ ²Ó´Ò³, Éμ ¨§³¥´¥´¨¥ Î ¸ÉμÉÒ ¢¡²¨§¨ Q0

¤μ²¦´μ μÉ¢¥Î ÉÓ ²¨´¥°´μ° § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ ϕ,   ¤¥±·¥³¥´É ¨³¥ÉÓ ³ ±¸¨³ ²Ó-
´ÊÕ ¢¥²¨Î¨´Ê.

�  ·¨¸. 14 ¶·¨¢¥¤¥´  · ¸Î¥É´ Ö § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ Î¨¸²  {Q} ≡ {Q0} + ΔQ
¤²Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° μÉ Ë §μ¢μ£μ ¶ · ³¥É·  ϕ Ë¨²ÓÉ· 
ƒ¨²Ó¡¥·É . �·¨ ¢Ò±²ÕÎ¥´´μ° ¸¨¸É¥³¥ ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ¶μ²μ¦¥´¨Õ · ¡μÎ¥° ÉμÎ±¨
¶μ Q0 μÉ¢¥Î ¥É ¢¥²¨Î¨´  {Q0} = 0,2785. �Éμ³Ê §´ Î¥´¨Õ ¸μ£² ¸´μ · ¸-
Î¥É´μ° § ¢¨¸¨³μ¸É¨, ¶·¨¢¥¤¥´´μ° ´  £· Ë¨±¥ ·¨¸. 14,  , μÉ¢¥Î ¥É ¢¥²¨Î¨´ 
ϕ = −100◦. �·¨ ÔÉμ³ ¨§³¥·¥´´ Ö ¢¥²¨Î¨´  ¶μ¸ÉμÖ´´μ° ¢·¥³¥´¨ § ÉÊÌ ´¨Ö

�¨¸. 14. � ¸Î¥É´Ò¥ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ ¢¥²¨Î¨´Ò {Q} ( ) ¨ ±μÔËË¨Í¨¥´É  ·¥§μ´ ´¸´μ£μ
Ê¸¨²¥´¨Ö (¡) μÉ Ë §μ¢μ£μ ¶ · ³¥É·  ϕ Ë¨²ÓÉ·  ƒ¨²Ó¡¥·É  (¸¶²μÏ´Ò¥ ²¨´¨¨) [59] ¢
¸μ¶μ¸É ¢²¥´¨¨ ¸ ·¥§Ê²ÓÉ É ³¨ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´ÒÌ ¨§³¥·¥´¨° [57]
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¸μ¸É ¢²Ö²  τd = 44,64 T0, É. ¥. g = 0,045. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¢¸¥ ¶ · ³¥É·Ò · ¸-
Î¥É´μ° § ¢¨¸¨³μ¸É¨ § ¤ ´Ò ¸¢μ¨³¨ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´μ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò³¨ ¢¥²¨-
Î¨´ ³¨. �·¨¢¥¤¥´´Ò¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¨§³¥·¥´¨° Î ¸ÉμÉ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°
¢ § ¤ ´´μ³ ¤¨ ¶ §μ´¥ ¢¥²¨Î¨´ ϕ Ê± §Ò¢ ÕÉ ´  Ìμ·μÏ¥¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ · ¸Î¥É-
´ÒÌ ¨ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´ÒÌ ¤ ´´ÒÌ. 	¥É É·μ´´Ò¥ Î ¸ÉμÉÒ ·¥£¨¸É·¨·μ¢ ²¨¸Ó
¸ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥³ ³¥Éμ¤  ¢Ò¸μ±μÎÊ¢¸É¢¨É¥²Ó´ÒÌ ¨§³¥·¥´¨° ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ-
²¥¡ ´¨°, ¨´¨Í¨¨·μ¢ ´´ÒÌ ¢´ÊÉ·¥´´¨³¨ ÏÊ³ ³¨ · §²¨Î´ÒÌ Ê¸±μ·¨É¥²Ó´ÒÌ
¸¨¸É¥³ [60].

‚ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ ¸ (37) ³ ±¸¨³ ²Ó´Ò° μÉ±²¨± ´  ¢´¥Ï´¥¥ ¢μ§¡Ê¦¤¥´¨¥
§ ¢¨¸¨É μÉ ¤¥±·¥³¥´É  § ÉÊÌ ÕÐ¨Ì ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°, ¤²Ö ±μÉμ·μ£μ ¸μ-
£² ¸´μ (27) ¨³¥¥³

α =
g

2
κ sinΨ(Q0, ϕ0 + δϕ0) =

g

2
cos
(
δψf(ϕ)

)
.

�É¸Õ¤  ¤²Ö ±μÔËË¨Í¨¥´É  ·¥§μ´ ´¸´μ£μ Ê¸¨²¥´¨Ö ¶μ²ÊÎ ¥³

R(max)
e =

1
2α

=
1

g cos
(
δψf(ϕ)

) .
‡ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ±μÔËË¨Í¨¥´É  ·¥§μ´ ´¸´μ£μ Ê¸¨²¥´¨Ö μÉ Ë §μ¢μ£μ ¶ · ³¥É· 
ϕ Ë¨²ÓÉ·  ƒ¨²Ó¡¥·É  ¶·¨¢¥¤¥´  ´  ·¨¸. 14, ¡. ‡¤¥¸Ó ¦¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò Ô±¸-
¶¥·¨³¥´É ²Ó´Ò¥ ¤ ´´Ò¥, Ìμ·μÏμ ¸μ£² ¸ÊÕÐ¨¥¸Ö ¸ · ¸Î¥É´Ò³¨. Œ¨´¨³ ²Ó-
´μ³Ê §´ Î¥´¨Õ ÔÉμ° ±·¨¢μ° μÉ¢¥Î ¥É ϕ = −100◦, ÎÉμ ¸μ£² ¸Ê¥É¸Ö ¸ ¤ ´´Ò³¨
·¨¸. 14,  .

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¸μ¢³¥¸É´Ò¥ ¨§³¥·¥´¨Ö Î ¸ÉμÉÒ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°
¨ ±μÔËË¨Í¨¥´É  ·¥§μ´ ´¸´μ£μ Ê¸¨²¥´¨Ö ¶μ§¢μ²ÖÕÉ μ¡¥¸¶¥Î¨ÉÓ ¢Ò¸μ±ÊÕ ÉμÎ-
´μ¸ÉÓ ´ ¸É·μ°±¨ ¡ ² ´¸  Ë §. �·¨¢¥¤¥´´Ò¥ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´Ò¥ ¤ ´´Ò¥ ¶μ¤-
É¢¥·¦¤ ÕÉ ´ ²¨Î¨¥ ²¨´¥°´μ° ¶μ¶· ¢±¨ ± Î ¸ÉμÉ¥ ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¡¥É É·μ´´ÒÌ
±μ²¥¡ ´¨° ¶·¨ μÉ±²μ´¥´¨¨ ¡ ² ´¸  Ë § μÉ μ¶É¨³ ²Ó´μ£μ ·¥¦¨³ .

1.10. �¸μ¡¥´´μ¸ÉÓ ·¥Ï¥´¨° Ì · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ¢¡²¨§¨ ¶μ-
²ÊÍ¥²μ£μ Î¨¸²  ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° Q0. “¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ ¶ÊÎ±  ¶·¨ ´ -
²¨Î¨¨ ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¨ §´ Î¥´¨ÖÌ
Q0, ¡²¨§±¨Ì ± ¶μ²ÊÍ¥²μ³Ê Î¨¸²Ê, ¡Ò²  ¨¸¸²¥¤μ¢ ´  Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´μ ´ 
¸¨´Ì·μÉ·μ´¥ SPS (–…��) [61]. 	Ò²μ μ¡´ ·Ê¦¥´μ, ÎÉμ ¤²Ö ¢¥²¨Î¨´ ±μÔË-
Ë¨Í¨¥´É  μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨, ¶·¥¢ÒÏ ÕÐ¨Ì ¨´±·¥³¥´É ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨, ¶ÊÎμ±
Ê¸Éμ°Î¨¢ ¶·¨ Q0 = 26,582, ¶·¨Î¥³ ¶μ¸ÉμÖ´´ Ö § ÉÊÌ ´¨Ö Ê³¥´ÓÏ ¥É¸Ö ¸
·μ¸Éμ³ g,   ¸É ¡¨²Ó´μ¸ÉÓ ¶ÊÎ±  ¢ Í¥²μ³ Ê²ÊÎÏ ¥É¸Ö (¸³. ·¨¸. 15,  ). ’ ±μ¥
¶μ¢¥¤¥´¨¥ ¶ÊÎ±  ¸μ£² ¸Ê¥É¸Ö ¸ É¥μ·¥É¨Î¥¸±¨³¨ ¶·¥¤¸± § ´¨Ö³¨. �¤´ ±μ ¶·¨
Q0 = 26,536 ¤¨ ¶ §μ´ ¢¥²¨Î¨´ g, ¶·¨ ±μÉμ·ÒÌ § Ì¢ Î¥´´Ò° ¶ÊÎμ± ¡Ò² Ê¸Éμ°-
Î¨¢, ·¥§±μ ¸μ±· Ð ²¸Ö. …Ð¥ 
Ê¦¥ ¤ ´´Ò° ¤¨ ¶ §μ´ ¡Ò² ¶·¨ Q0 = 26,522,
¶·¨Î¥³, ´ Î¨´ Ö ¸ ´¥±μÉμ·ÒÌ §´ Î¥´¨° g, ´¥ Ê¤ ¢ ²μ¸Ó ¸μÌ· ´¨ÉÓ ¶ÊÎμ± ¤ ¦¥
¶μ¸²¥ ¨´¦¥±Í¨¨.
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�¨¸. 15. �¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¨§³¥·¥´¨° ¶μ¸ÉμÖ´´μ° § ÉÊÌ ´¨Ö [61] ( ) ¨ · ¸Î¥É´Ò¥ ¢¥²¨-
Î¨´Ò [62] ¤¥±·¥³¥´Éμ¢ α ¢ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ g ¤²Ö §´ Î¥´¨° Q0: 26,582 (¸¶²μÏ´ Ö
²¨´¨Ö), 26,536 (ÏÉ·¨Ìμ¢ Ö), 26,522 (¶Ê´±É¨·´ Ö), 26,500 (ÏÉ·¨Ì¶Ê´±É¨·´ Ö) (¡)

‘¶¥Í¨Ë¨Î¥¸±μ¥ ¶μ¢¥¤¥´¨¥ ·¥Ï¥´¨° zr Ì · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö
¤²Ö §´ Î¥´¨° Q0, ¡²¨§±¨Ì ± ¶μ²ÊÍ¥²μ³Ê Î¨¸²Ê, ´¥É·Ê¤´μ Ê¸É ´μ¢¨ÉÓ ¶·¨
· §²μ¦¥´¨¨ ·¥Ï¥´¨° ¤²Ö zr ¶μ ³ ²μ³Ê ¶ · ³¥É·Ê δ̃ = |{Q0}| − 0,5. „¥°-
¸É¢¨É¥²Ó´μ, ¥¸²¨ |{Q0}| → 0,5, Éμ ¤ ¦¥ ¢ ¨¤¥ ²Ó´μ³ ¸²ÊÎ ¥ (μ¶É¨³ ²Ó´ Ö
· ¸¸É ´μ¢±  | sin η| = 1 ¨ ¨¤¥ ²Ó´ Ö Í¥¶Ó μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ arg K = 0) ¨³¥¥³
¨§ ÉμÎ´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö (30)

z1,2 = −
(
1 − gκ

2

)
cos (2πδ̃) ± j

√(
1 − gκ

2

)2

sin2(2πδ̃) − g2

4
.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¶·¨ δ̃ → 0 μ¤´μ ¨§ ·¥Ï¥´¨° zr ³μ¦¥É ¸É ÉÓ ´¥§ ÉÊÌ ÕÐ¨³
±μ²¥¡ ´¨¥³ (|zr| = 1). „²Ö ¢Ò¸μ±μ¨´É¥´¸¨¢´ÒÌ ¸£Ê¸É±μ¢, ± ± ÔÉμ ¡Ò²μ ¶μ± -

§ ´μ ¢ÒÏ¥, ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ § ³¥´¨ÉÓ Q0 ´  (Q0 + ΔQ + ΔQ(0)
n ). ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¢

§´ Î¥´¨¨ ¤²Ö Q0 ¢μ§´¨± ¥É ³´¨³ Ö ¤μ¡ ¢±  (j Im Q), ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´ Ö ¨´-
±·¥³¥´ÉÊ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨. �μÔÉμ³Ê, § ³¥´ÖÖ Q0 ´  (Q0+j Im Q) ¢ ¢Ò· ¦¥´¨¨
¤²Ö z1,2, ¶·¨ |{Q0}| → 0,5 ¶μ²ÊÎ ¥³

z1,2 = −
(
1 − gκ

2

)
ch (2π Im Q) ±

√(
1 − gκ

2

)2

sh2(2π Im Q) +
g2

4
,

É. ¥. μ¤´  ¨§ ³μ¤ ±μ²¥¡ ´¨° zr ¸É ´μ¢¨É¸Ö ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ°, ¶μ¸±μ²Ó±Ê |zr| > 1.
”¨§¨Î¥¸± Ö ¨´É¥·¶·¥É Í¨Ö § ±μ´μ³¥·´μ¸É¥°, ¶μ²ÊÎ¥´´ÒÌ ¨§ ¶·¨¡²¨¦¥´-

´ÒÌ ·¥§Ê²ÓÉ Éμ¢, ¶·¥¤¥²Ó´μ Ö¸´ . „¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, ¥¸²¨ |{Q0}| → 0,5, Éμ É· -
¥±Éμ·¨Ö ¸£Ê¸É±  ¶μ¸²¥ ¨´¦¥±Í¨¨ ¤²¨É¥²Ó´μ¥ ¢·¥³Ö μ¶·¥¤¥²¥´  ¸¢μ¨³¨ ´ -
Î ²Ó´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨. …¸²¨ ¢ ³¥¸É¥ · ¸¶μ²μ¦¥´¨Ö ¤ ÉÎ¨±  ¶μ²μ¦¥´¨Ö BPM
¸£Ê¸Éμ± ¶·μ²¥É ¥É ¥£μ ¡¥§ ¸³¥Ð¥´¨Ö, Éμ μÉ¸ÊÉ¸É¢Ê¥É ±μ··¥±É¨·ÊÕÐ¨° ¸¨£-
´ ² ¸ BPM ¨, ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ´  ¤¥Ë²¥±Éμ·¥ μÉ¸ÊÉ¸É¢Ê¥É ±μ··¥±É¨·ÊÕÐ¨°
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¨³¶Ê²Ó¸. ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¤¨´ ³¨±  ¢Ò¸μ±μ¨´É¥´¸¨¢´μ£μ ¶ÊÎ±  μ¶·¥¤¥²ÖÕÐ¨³
μ¡· §μ³ ¶μ¤¢¥·¦¥´  ¢²¨Ö´¨Õ ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ Ô²¥±É·μ³ £´¨É´ÒÌ ¶μ²¥° ¸£Ê¸É± 
¨ ¥£μ Ô²¥±É·μ³ £´¨É´μ£μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ¸ ¶·μ¢μ¤ÖÐ¥° ¢ ±ÊÊ³´μ° ± ³¥·μ°.
‚ μÉ¸ÊÉ¸É¢¨¥ ±μ··¥±É¨·ÊÕÐ¥£μ ¢μ§¤¥°¸É¢¨Ö ‘� ¶ÊÎμ± ¢ É ±μ° ¸¨ÉÊ Í¨¨ ¸É -
´μ¢¨É¸Ö ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢Ò³.

�  ·¨¸. 15, ¡ ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò · ¸Î¥É´Ò¥ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ ¤¥±·¥³¥´Éμ¢ α = T0/τd

μÉ ¢¥²¨Î¨´Ò ±μÔËË¨Í¨¥´É  μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ g ¤²Ö ¶ÊÎ±  ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´¥ SPS
(–…��) ¶·¨ ´ ²¨Î¨¨ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö. ‚ ÔÉμ° ¸¨¸É¥³¥ ¤μ
¥¥ ³μ¤¥·´¨§ Í¨¨ ¢ 2000 £. ¤²Ö ¢¥·É¨± ²Ó´μ° ³μ¤Ò ±μ²¥¡ ´¨° ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ²¨¸Ó
¸²¥¤ÊÕÐ¨¥ ¸¶¥Í¨Ë¨± Í¨¨ [61,62]: q̂ = 0 ¨ η = 73,44◦ ¶·¨ Q0 = 26,582. � ¸-
Î¥É´Ò¥ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ ¶·¨¢¥¤¥´Ò ¤²Ö ³ ±¸¨³ ²Ó´μ° ¨´É¥´¸¨¢´μ¸É¨ ¶ÊÎ± , ±μ£¤ 
¶μ μÍ¥´± ³ τinst = 50 T0. �·¥¤¸É ¢²¥´´Ò¥ · ¸Î¥É´Ò¥ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ ´ Ìμ¤ÖÉ¸Ö
¢ Ìμ·μÏ¥³ ¸μ£² ¸¨¨ ¸ ·¥§Ê²ÓÉ É ³¨ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´ÒÌ ¨§³¥·¥´¨°. „¥°¸É¢¨-
É¥²Ó´μ, ¢μ ¢¸¥³ ¤¨ ¶ §μ´¥ ¶μ g > 0,04 ¶ÊÎμ± Ê¸Éμ°Î¨¢ ¶·¨ Q0 = 26,582.
�·¨ Q0 = 26,536 Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ ¸μÌ· ´Ö¥É¸Ö ¤μ ¢¥²¨Î¨´ g < 0,4,   ¶·¨ ¡μ²Ó-
Ï¨Ì §´ Î¥´¨ÖÌ g ¶ÊÎμ± ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢, ÎÉμ ¸μ£² ¸Ê¥É¸Ö ¸ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´Ò³¨
¤ ´´Ò³¨ ´  ·¨¸. 15,  .

‘²¥¤Ê¥É ¶μ¤Î¥·±´ÊÉÓ, ÎÉμ μ£· ´¨Î¥´¨¥ ¶μ ¤¨ ¶ §μ´Ê ¢¥²¨Î¨´Ò ±μÔËË¨-
Í¨¥´É  μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¢μ§´¨±²μ ¸μ ¸Éμ·μ´Ò ¡μ²ÓÏ¨Ì §´ Î¥´¨° g (¶· ¢ Ö
£· ´¨Í  ´  ·¨¸. 15, ¡). �μ¸±μ²Ó±Ê ¶·¨ Q0 � 26,582  ¡¸μ²ÕÉ´ Ö ¢¥²¨Î¨´ 
|{Q0}| � 0,418 > 0,25, Éμ Ê¢¥²¨Î¥´¨¥ g ¸μ¶·μ¢μ¦¤ ¥É¸Ö Ê¢¥²¨Î¥´¨¥³ ±μ£¥-
·¥´É´μ° Î ¸ÉμÉÒ, ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´μ° |{Q}|, ±μÉμ· Ö ¢¸²¥¤¸É¢¨¥ ÔÉμ£μ ¸É·¥-
³¨É¸Ö ± ¶μ²ÊÍ¥²μ³Ê Î¨¸²Ê. �É  § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ Ê¸Ê£Ê¡²Ö¥É¸Ö É¥³, ÎÉμ ¶·¨
μ ≡ 2πQ0 = 2π · 26,582 ´ ¡¥£ Ë §Ò η = 73,44◦ ³¥´ÓÏ¥ μ¶É¨³ ²Ó´μ° ¢¥-
²¨Î¨´Ò 90◦. �μÔÉμ³Ê ¶·¨ Ê³¥´ÓÏ¥´¨¨ μ ¢μ§´¨± ¥É ¸¨²Ó´ Ö § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ
¤²Ö {Q}, ¸²¥¤¸É¢¨¥³ Î¥£μ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸¨²Ó´ Ö § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ¤¥±·¥³¥´Éμ¢ μÉ g,
ÎÉμ ¶μ¤É¢¥·¦¤ ¥É¸Ö £· Ë¨Î¥¸±¨³¨ § ¢¨¸¨³μ¸ÉÖ³¨ ´  ·¨¸. 15, ¡.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, μ¡² ¸ÉÓ Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ¶ÊÎ±  ¶μ ¤¨ ¶ §μ´Ê ¤μ¶Ê¸É¨³ÒÌ
¢¥²¨Î¨´ ±μÔËË¨Í¨¥´É  μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¶·¨ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ Î¨¸²  ¡¥É É·μ´´ÒÌ
±μ²¥¡ ´¨° ± ¶μ²ÊÍ¥²μ³Ê Î¨¸²Ê ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ ¸μ±· Ð ¥É¸Ö ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ ¸
É¥μ·¥É¨Î¥¸±¨³¨ ¶·¥¤¸± § ´¨Ö³¨, ¶μ¤É¢¥·¦¤¥´´Ò³¨ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´Ò³¨ ¨§-
³¥·¥´¨Ö³¨.

2. Œ��ƒ�Š���‹œ�›… ‘ˆ‘’…Œ› ��„�‚‹…�ˆŸ Š�ƒ…�…�’�›•
���…�…—�›• Š�‹…���ˆ‰

�μ¸±μ²Ó±Ê ¶μ²μ¦¥´¨¥ · ¡μÎ¥° ÉμÎ±¨ ¶μ Q0 ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´ Ì § Î ¸ÉÊÕ ¢Ò-
¡¨· ¥É¸Ö ¶·¨ μÉ±²μ´¥´¨ÖÌ μÉ ¶μ²ÊÍ¥²μ£μ §´ Î¥´¨Ö ¢ ¶·¥¤¥² Ì 0,1, ´ ¶·¨³¥·,
¢ ±μ²² °¤¥·¥ ±μ³¶²¥±¸  NICA [20,21], Éμ ¶μ¸É·μ¥´¨¥ ‘� ¶μ μ¤´μ± ´ ²Ó´μ°
¸Ì¥³¥ ´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö Ê´¨¢¥·¸ ²Ó´Ò³ ·¥Ï¥´¨¥³. „·Ê£¨³ μ¸´μ¢ ´¨¥³ ¤²Ö ¶·μ-
¢¥¤¥´¨Ö ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨° ¤¨´ ³¨±¨ ¶ÊÎ±  ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´¥ ¸ ³´μ£μ± ´ ²Ó´Ò³¨
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¸¨¸É¥³ ³¨ ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¶ÊÎ±  § ·Ö¦¥´-
´ÒÌ Î ¸É¨Í Ö¢²Ö¥É¸Ö ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ¸ÉÓ ¶μ¨¸±  ±μ´Ë¨£Ê· Í¨° ¸¨¸É¥³ ¶μ¤ ¢²¥-
´¨Ö, ¶·¨¢μ¤ÖÐ¨Ì ± ¡μ²¥¥ ¡Ò¸É·μ³Ê § ÉÊÌ ´¨Õ ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°.

2.1. „¨¸±·¥É´ Ö ³μ¤¥²Ó ³´μ£μ± ´ ²Ó´μ° ¸¨¸É¥³Ò. 2.1.1. � §μ¢Ò¥ Ê· ¢-
´¥´¨Ö. ‚ · ³± Ì ³μ¤¥²Ó´μ£μ ¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö μ · ¢¥´¸É¢¥ ¤¨¸±·¥É´ÒÌ ¨ Ê¸·¥¤-
´¥´´ÒÌ ´¥¶·¥·Ò¢´ÒÌ ¢¥²¨Î¨´ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ¸³¥Ð¥´¨° ®¦¥¸É±¨Ì¯ ¸£Ê¸É±μ¢
(xk[n, s] = 〈xk(ŝ)〉) ¢ ± Î¥¸É¢¥ ¡ §μ¢ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ³μ¦´μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ¤¨Ë-
Ë¥·¥´Í¨ ²Ó´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö (33). �·¨ ±μ´±·¥É¨§ Í¨¨ ¸¨²Ò 〈Fd(ŝ)〉k , μ¶¨¸Ò-
¢ ÕÐ¥° ¤¥°¸É¢¨¥ ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ´  ¸£Ê¸Éμ±, μ¡ÒÎ´μ ¸Î¨É ¥É¸Ö, ÎÉμ ´ 
Ê¸±μ·¨É¥²¥ ¨³¥¥É¸Ö Nd Í¥¶¥° μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ± ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¨³ ¤¥Ë²¥±Éμ· ³
μÉ Np ¤ ÉÎ¨±μ¢ ¶μ²μ¦¥´¨Ö:

1
m0γ0v2

0

〈Fd(ŝ)〉k =
Nd∑
i=1

n∑
l=0

Δx′
k[n − l, sdi] δ

(
(n − l)C0 + (s − sdi)

)
,

£¤¥

Δx′
k[n, sdi ] = S

(out)
i K(out)

i

Np∑
j=1

κij V
(out)
ij [n],

V
(out)
ij [n] = κij V

(fltr)
ij [n − q̂] u[n − q̂],

V
(fltr)
ij [n] =

Nf∑
m=0

bij [m] V (in)
ij [n − m] u[n− m] +

+
Nr∑

m=1

cij [m] V (fltr)
ij [n − m] u[n − m],

V
(in)
ij [n] =

(
xk[n, spj ] + δxk[spj ]

)
S

(in)
j K(in)

ij u[n].

‡¤¥¸Ó κij = ±1 Å ±μÔËË¨Í¨¥´É, ÊÎ¨ÉÒ¢ ÕÐ¨° ¶μ²Ö·´μ¸ÉÓ ¶μ¤ ¢ ¥³μ£μ ´ 
¤¥Ë²¥±Éμ· Ê¶· ¢²ÖÕÐ¥£μ ´ ¶·Ö¦¥´¨Ö; q̂ Å ±· É´μ¸ÉÓ § ¤¥·¦±¨, ¢¥²¨Î¨´ 
±μÉμ·μ° ¢μ ¢¸¥Ì ± ´ ² Ì ¶·¨´¨³ ¥É¸Ö μ¤¨´ ±μ¢μ° ¸ Í¥²ÓÕ Ê¶·μÐ¥´¨Ö; sdi Å
ÉμÎ±  · ¸¶μ²μ¦¥´¨Ö i-£μ ¤¥Ë²¥±Éμ·  ´  μ·¡¨É¥; spj Å ÉμÎ±  · ¸¶μ²μ¦¥´¨Ö
j-£μ ¤ ÉÎ¨±  ¶μ²μ¦¥´¨Ö ´  μ·¡¨É¥; ¨´¤¥±¸Ò i ¨ j ¶·μ¡¥£ ÕÉ, ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ,
§´ Î¥´¨Ö μÉ ¥¤¨´¨ÍÒ ¤μ Nd ¨ Np. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¢ ¸¨¸É¥³¥ ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö
±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¸ ´¥¸±μ²Ó±¨³¨ Í¥¶Ö³¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨
¨§³¥´¥´¨¥ ´ ±²μ´  É· ¥±Éμ·¨¨ ¶ÊÎ±  Δx′

k[n, sdi ] ¶μ¸²¥ ¶·μÌμ¦¤¥´¨Ö i-£μ ¤¥-
Ë²¥±Éμ·  ¸¢Ö§ ´μ ¸μ ¸³¥Ð¥´¨¥³ Í¥´É·  ÉÖ¦¥¸É¨ ¸£Ê¸É±  xk[n, spj ] ¢ j-³ ¤ É-
Î¨±¥ ¶μ²μ¦¥´¨Ö ¸ ÊÎ¥Éμ³ ¶μ£·¥Ï´μ¸É¨ ¨§³¥·¥´¨Ö δxk[spj ].

‚ÒÏ¥ ¡Ò²μ ¶μ± § ´μ, ÎÉμ μ¶·¥¤¥²ÖÕÐ¨¥ § ±μ´μ³¥·´μ¸É¨ ¤²Ö ¸¨¸É¥³ ¶μ-
¤ ¢²¥´¨Ö ¢ÒÖ¢²ÖÕÉ¸Ö ¶·¨ ¢Ò±²ÕÎ¥´´μ³ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¨ ³¥¦¤Ê ¸£Ê¸É± ³¨.
‚Ò¶μ²´ÖÖ ¢ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ Z-¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ ¤²Ö ¨¸Ìμ¤´ÒÌ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó-
´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°, μ¶¨¸Ò¢ ÕÐ¨Ì ¤¨´ ³¨±Ê Î ¸É¨Í ¨²¨ ®¦¥¸É±¨Ì¯ ¸£Ê¸É±μ¢, ¨
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¤²Ö ´ ¡μ·  ²¨´¥°´ÒÌ · §´μ¸É´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°, Ì · ±É¥·¨§ÊÕÐ¨Ì Í¥¶¨ μ¡· É-
´μ° ¸¢Ö§¨, ´¥É·Ê¤´μ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ¸¨¸É¥³Ê ³ É·¨Î´ÒÌ ²¨´¥°´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¤²Ö
ËÊ´±Í¨°-¨§μ¡· ¦¥´¨° X̂k(z, s). ‘μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥¥ Ì · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ¥ Ê· ¢-
´¥´¨¥ ¤²Ö ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ §´ Î¥´¨° zr ¶·¨´¨³ ¥É ¸²¥¤ÊÕÐ¨° ¢¨¤:

det (zr Î − M̂(Q̃, zr, s)) = 0,

£¤¥ ³ É·¨Í  M̂ ¥¸ÉÓ

M̂ ≡ M̂(Q̃, z, s) =

= M̂(s) +
Nd∑
i=1

Np∑
j=1

ĝij(z)

(β̂di β̂pj )1/2
M̂(s + C0|sdi) T̂ M̂(spj |s), (38)

  ËÊ´±Í¨¨ ĝij(z) ¨³¥ÕÉ ¢¨¤

ĝij(z) = z−q̂
κij Kij(z)S

(out)
i S

(in)
j

√
β̂di β̂pj , Kij(z) ≡ (Kin Kout)ijHij(z).

�Ê¸ÉÓ ¶¥·¢Ò° ¤¥Ë²¥±Éμ· · ¸¶μ²μ¦¥´ ¶μ¸²¥ ¶μ¸²¥¤´¥£μ ¤ ÉÎ¨±  ¶μ²μ-
¦¥´¨Ö:

sdNd
> . . . > sd1 � se > spNp

> . . . > sp1 .

�Éμ Ê¸²μ¢¨¥ ¥¸É¥¸É¢¥´´Ò³ μ¡· §μ³ ¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö ¶·¨ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¨ Í¥¶¥°
μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¸ ¶¥·¥¤ Î¥° ¸¨£´ ²  ®´ § ¤¯ Å ´ ¢¸É·¥ÎÊ ¶ÊÎ±Ê. „ ²¥¥ ¢¸¥-
£¤  ¡Ê¤¥É ¸Î¨É ÉÓ¸Ö, ÎÉμ ¤ ´´μ¥ Ê¸²μ¢¨¥ μ · ¸¸É ´μ¢±¥ BPM ¨ DK ¢Ò¶μ²´¥´μ.
’μ£¤  Ì · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ¤²Ö ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ §´ Î¥´¨° zr ¶·¨´¨-
³ ¥É ¢¨¤

det
(
zrÎ − M̂(Q̃, zr, s)

)
= z2

r − zr tr M̂(Q̃, zr, s) + det M̂(Q̃, zr, s) =

= z2
r −

⎛⎝2 cos (2πQ̃) +
Nd∑
i=1

Np∑
j=1

ĝij(zr) sin
(
2πQ̃ − ψ(sdi |spj )

)⎞⎠ zr+

+ 1 −
Nd∑
i=1

Np∑
j=1

ĝij(zr) sin
(
ψ(sdi |spj )

)
+ det M̂T (zr) = 0, (39)

£¤¥ ±¢ ¤· É´ Ö ³ É·¨Í  ¸³¥Ï¨¢ ´¨Ö M̂T (z) ¥¸ÉÓ

M̂T (z) =
(

m11 Q̃−1 m12

Q̃m21 m22

)
,
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¶·¨Î¥³

m11(z) =
Nd∑
i=1

Np∑
j=1

ĝij(z) sin
(
2πQ̃ − ψ(sdi |sp1)

)
cos
(
ψ(spj |sp1)

)
,

m12(z) =
Nd∑
i=1

Np∑
j=1

ĝij(z) sin
(
2πQ̃ − ψ(sdi |sp1)

)
sin
(
ψ(spj |sp1)

)
,

m21(z) =
Nd∑
i=1

Np∑
j=1

ĝij(z) cos
(
2πQ̃ − ψ(sdi |sp1)

)
cos
(
ψ(spj |sp1)

)
,

m22(z) =
Nd∑
i=1

Np∑
j=1

ĝij(z) cos
(
2πQ̃ − ψ(sdi |sp1)

)
sin
(
ψ(spj |sp1)

)
.

ˆ§ ¶μ²ÊÎ¥´´μ£μ ¢Ò· ¦¥´¨Ö ¤²Ö Ì · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö (39) ¢¨¤´μ,
ÎÉμ ¶·¨ · §²¨Î´ÒÌ · ¸¸É ´μ¢± Ì ¤ ÉÎ¨±μ¢ ¶μ²μ¦¥´¨Ö ¨ ¤¥Ë²¥±Éμ·μ¢,   É ±¦¥
¸¢Ö§ÖÌ ³¥¦¤Ê ´¨³¨, ¢±²ÕÎ Ö ¶¥·¥±·¥¸É´Ò¥, ±μ·´¨ Ì · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ£μ Ê· ¢-
´¥´¨Ö ¤²Ö ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ §´ Î¥´¨° § ¢¨¸ÖÉ μÉ ´ ¡¥£μ¢ Ë § ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ -
´¨° ³¥¦¤Ê ¤ ÉÎ¨± ³¨ ¨ ¤¥Ë²¥±Éμ· ³¨, ´μ ´¥ § ¢¨¸ÖÉ μÉ ¶ · ³¥É·μ¢ ³ É·¨ÍÒ
’¢¨¸¸  β̂ ¨ α̂ ¢ ³¥¸É Ì ¨Ì · ¸¶μ²μ¦¥´¨Ö.

2.2. �Ò¸É· Ö ¸¨¸É¥³  ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö. ‚ ± Î¥¸É¢¥ ¡ §μ¢μ° ±μ´Ë¨£Ê· Í¨¨ ¸¨-
¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¶ÊÎ±  ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´¥
¨²¨ ´ ±μ¶¨É¥²¥ μ¡ÒÎ´μ · ¸¸³ É·¨¢ ¥É¸Ö ±² ¸¸¨Î¥¸± Ö ¸¨¸É¥³  (¸³. ·¨¸. 1).
�É  ¸¨¸É¥³  Ï¨·μ±μ ¶·¨³¥´Ö¥É¸Ö ´  · §²¨Î´ÒÌ Ê¸±μ·¨É¥²ÖÌ ¤²Ö ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö
·¥§¨¸É¨¢´μ° ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ¨ μ¸É ÉμÎ´ÒÌ ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ -
´¨° ¶ÊÎ±  ¶μ¸²¥ ¨´¦¥±Í¨¨.

‚μ§³μ¦´Ò ¤·Ê£¨¥ ±μ³¡¨´ Í¨¨ ¤ ÉÎ¨±μ¢ ¨ ¤¥Ë²¥±Éμ·μ¢ ¢ ¸μ¸É ¢¥ ¸¨¸É¥³Ò
¶μ¤ ¢²¥´¨Ö. ‚ ´ ¨¡μ²¥¥ · ¸¶·μ¸É· ´¥´´μ° ³μ¤¨Ë¨± Í¨¨ ‘� ¢ ± ¦¤μ³ ¨§
¤¢ÊÌ ´ ¶· ¢²¥´¨° ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¶ÊÎ±  ¢ £μ·¨§μ´É ²Ó´μ° ¨ ¢¥·É¨-
± ²Ó´μ° ¶²μ¸±μ¸ÉÖÌ ¨¸¶μ²Ó§ÊÕÉ¸Ö ¤¢  ¤ ÉÎ¨±  ¶μ²μ¦¥´¨Ö ¨ μ¤¨´ ¤¨¶μ²Ó´Ò°
±μ··¥±Éμ·-¤¥Ë²¥±Éμ·, ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´μ μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ÕÐ¨¥ ´¥μ¡Ìμ¤¨³Ò¥ Ë §μ-
¢Ò¥ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö ¤²Ö ¤¥³¶Ë¨·μ¢ ´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° §  ¸Î¥É ¸³¥Ï¨-
¢ ´¨Ö ¸¨£´ ²μ¢ ¸ BPM1 ¨ BPM2 (¸¨¸É¥³  ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ¸ ¢¨·ÉÊ ²Ó´Ò³ ¤ ÉÎ¨±μ³
¶μ²μ¦¥´¨Ö).

’ ±¦¥ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´μ μ¶·μ¡μ¢ ´Ò ‘�, ¸μ¸ÉμÖÐ¨¥ ¢ ± ¦¤μ³ ¨§ ¤¢ÊÌ
´ ¶· ¢²¥´¨° ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¶ÊÎ±  ¢ £μ·¨§μ´É ²Ó´μ° ¨ ¢¥·É¨± ²Ó´μ°
¶²μ¸±μ¸ÉÖÌ ¨§ ¤¢ÊÌ ¶ · ¤ ÉÎ¨±μ¢ ¶μ²μ¦¥´¨Ö (BPM1, BPM2) ¨ ¤¨¶μ²Ó´ÒÌ
±μ··¥±Éμ·μ¢-¤¥Ë²¥±Éμ·μ¢ (DK1, DK2), ¸μ¥¤¨´¥´´ÒÌ Í¥¶Ö³¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨.
’ ± Ö ¸¨¸É¥³  ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö (¸³. ·¨¸. 16) ¡Ò²  ¶·¥¤²μ¦¥´  ¤²Ö ¶·μ¥±É  ¸¨´Ì·μ-
É·μ´  ˆ”‚� [35,63] ¨ ·¥ ²¨§μ¢ ´  ´  ¸¨´Ì·μÉ·μ´¥ SPS ¢ –…�� [61]. „ ´´ Ö
¸¨¸É¥³  ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ¡Ò¸É·μ° ¸¨¸É¥³μ° ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ
±μ²¥¡ ´¨° [63].
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�¨¸. 16. ‘É·Ê±ÉÊ·´ Ö ¸Ì¥³  ¡Ò¸É·μ° ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö [63]

�·μ¢¥¤¥³ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨¥ Ì · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö (39) ¤²Ö ¡Ò¸É·μ°
¸¨¸É¥³Ò. �¡μ§´ Î¨³ ´ ¡¥£ Ë §Ò ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° μÉ BPM1 ¤μ DK1
± ± η ´  · ¸Î¥É´μ° μ·¡¨É¥:

η ≡ η(Q0) ≡ ψ(sd1 |sp1) = ψ(sd1) − ψ(sp1).

’μ£¤  ¤²Ö ´ ¡¥£  Ë §Ò ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° μÉ BPM2 ¤μ DK2 ¨³¥¥³

ψ(sd2 |sp2) = ψ(sd2) − ψ(sp2) = η + ψd − ψp,

£¤¥ ψp Å ´ ¡¥£ Ë §Ò μÉ BPM1 ¤μ BPM2; ψd Å ´ ¡¥£ Ë §Ò μÉ DK1 ¤μ DK2.
‚ ¡Ò¸É·μ° ¸¨¸É¥³¥ μÉ¸ÊÉ¸É¢ÊÕÉ ¶¥·¥±·¥¸É´Ò¥ ¸¢Ö§¨ BPM1ÄDK2 ¨ BPM2Ä
DK1. ’ ±¦¥ ¸Î¨É ¥É¸Ö, ÎÉμ ¶¥·¥¤ ÉμÎ´Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ Í¥¶¥° μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨
BPM1ÄDK1 ¨ BPM2ÄDK2 ¸μ¢¶ ¤ ÕÉ: ĝ11(z) = ĝ22(z) = ĝ(z). �Éμ Ê¸²μ¢¨¥
²¥£±μ μ¡¥¸¶¥Î¨ÉÓ ¶·¨ ¨¤¥´É¨Î´ÒÌ Í¥¶ÖÌ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨, ¶μ¤¸É· ¨¢ Ö Ê ¶·¨-
³¥´Ö¥³ÒÌ Ê¸¨²¨É¥²¥° ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ Ê¸¨²¥´¨Ö. ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ Ê· ¢´¥´¨¥ (39)
¶·¨´¨³ ¥É ¢¨¤(

zr − cos (2πQ0) −
1
2
ĝ(zr)

(
sin (2πQ0 − η)+ sin (2πQ0 − η − ψd + ψp)

))2

+

+
(

sin (2πQ0) −
1
2
ĝ(zr)

(
cos (2πQ0 − η) + cos (2πQ0 − η − ψd + ψp)

))2

−

− ĝ2(zr) cos2
(

ψp + ψd

2

)
= 0.

‚¶μ²´¥ ¥¸É¥¸É¢¥´´μ ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ ´ ¡¥£¨ Ë § ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¢ ¶·μ-
³¥¦ÊÉ± Ì BPM1ÄBPM2 ¨ DK1ÄDK2 μ¤¨´ ±μ¢Ò¥ ¨ · ¢´Ò π/2 · ¤: ψp = ψd =
π/2. �Éμ ³μ¦´μ μ¡¥¸¶¥Î¨ÉÓ ¶·¨ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥° · ¸¸É ´μ¢±¥ ¤ ÉÎ¨±μ¢ ¨ ¤¥-
Ë²¥±Éμ·μ¢. ’μ£¤  ¶μ²ÊÎ¨³ Ê· ¢´¥´¨¥ ¤²Ö ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ §´ Î¥´¨° ¢ ¸²¥¤ÊÕÐ¥³
¢¨¤¥:

z2
r − 2 [cos (2πQ0) + ĝ(zr) sin (2πQ0 − η)] zr + 1 − 2ĝ(zr) sin (η) + ĝ2(zr) = 0.
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�Éμ Ê· ¢´¥´¨¥, ¢ ¸¢μÕ μÎ¥·¥¤Ó, · ¸¶ ¤ ¥É¸Ö ´  ¤¢ :

zr −
[
1 − ĝ(zr) exp

(
±j
(π

2
− η
))]

exp (±j2πQ0) = 0. (40)

Š ± Ê¦¥ μÉ³¥Î ²μ¸Ó, ±μ´±·¥É´Ò° ¢¨¤ ĝ(z) § ¢¨¸¨É μÉ ¸¨¸É¥³´μ° ËÊ´±Í¨¨
Ë¨²ÓÉ·  Hij(z). ‚ÒÏ¥ Ê¦¥ μÉ³¥Î ²μ¸Ó, ÎÉμ ¢ · ¤¨μÉ¥Ì´¨Î¥¸±μ³ ¸³Ò¸²¥ Í¥¶Ó
Ê¸Éμ°Î¨¢  ¶μ ¢Ìμ¤Ê-¢ÒÌμ¤Ê, ¥¸²¨ ¶μ²Õ¸Ò Hij(zr) ´ Ìμ¤ÖÉ¸Ö ¢´ÊÉ·¨ ±·Ê£ 
|zr| � 1. �Ê¸ÉÓ ÔÉμ Ê¸²μ¢¨¥ ¢Ò¶μ²´¥´μ. ‚ ´Ê²¥¢μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ ¶μ ĝ ·¥Ï¥-

´¨¥ (40) ¥¸ÉÓ z
(0)
r = exp (±j2πQ0). …¸²¨ |∂ĝ/∂z| � 1, Éμ ³μ¦´μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ

³¥Éμ¤ �°²¥·  ¤²Ö ´ Ìμ¦¤¥´¨Ö ²¨´¥°´ÒÌ ¶μ¶· ¢μ± ± z
(0)
r ¶μ ³ ²μ³Ê ¶ · ³¥É·Ê

ĝ ¤²Ö ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ·¥Ï¥´¨Ö Ê· ¢´¥´¨Ö (40). ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¶μ²ÊÎ¨³

z1,2
∼= exp

(
±j2π

(
Q0 −

gκ|K(ω)|
2πK0

e∓jΨ

))
= e−α±j2π{Q}, (41)

£¤¥ ¡ ² ´¸ Ë § Ψ ¢ÒÎ¨¸²Ö¥É¸Ö ´  Í¨±²¨Î¥¸±μ° Î ¸ÉμÉ¥ ω,   ¤¥±·¥³¥´É α ¢
¤¢  · §  ¡μ²ÓÏ¥, Î¥³ ¶·¨ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¨ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö:

α =
g |K(ω)|

K0
κ sinΨ, {Q} = {Q0} −

g |K(ω)|
2πK0

κ cosΨ,

ω = (±{Q0} + k)ω0, Ψ = η + 2πq̂ Q0 − arg K(ω),

K(ω) = Kin Kout H
(
z = ejωT0

)
, K0 = |K(Ωβ)|, κ sin Ψ(Ωβ) > 0.

� ¶μ³´¨³, ÎÉμ Ωβ ≡ |{Q0}|ω0. �¥Ï¥´¨¥ (41) ¶μ²´μ¸ÉÓÕ Ì · ±É¥·¨§Ê¥É ¤¨-
´ ³¨±Ê ¶ÊÎ±  ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´¥ ¶·¨ ´ ²¨Î¨¨ ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ¸ ¤¢Ê³Ö ¨¤¥´-
É¨Î´Ò³¨ Í¥¶Ö³¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¸ Ï¨·μ±μ¶μ²μ¸´Ò³¨ Ê¸¨²¨É¥²Ö³¨. Œ ±¸¨-
³ ²Ó´Ò° É¥³¶ ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¶·¨ ³ ²ÒÌ g ¡Ê¤¥É ¶·¨

| sinΨ| = 1 ⇒ {Q} = {Q0}.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, μ¶É¨³ ²Ó´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö ¤²Ö § ÉÊÌ ´¨Ö ±μ²¥¡ ´¨° ¶·¨ ¨¸¶μ²Ó-
§μ¢ ´¨¨ ¡Ò¸É·μ° ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ¸μ¢¶ ¤ ÕÉ ¸ μ¶É¨³ ²Ó´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨-
Ö³¨ (28) ¤²Ö ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ‘�.

„²Ö ¨¤¥ ²Ó´μ° Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ arg K(ω) = 0 ¨ q̂ = 0. ‚ ÔÉμ³
¸²ÊÎ ¥ μ¶É¨³ ²Ó´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö ¶μ²ÊÎ ÕÉ¸Ö ¶·¨ É ±μ° · ¸¸É ´μ¢±¥ ¤ ÉÎ¨±μ¢ ¶μ-
²μ¦¥´¨Ö ¨ ¤¥Ë²¥±Éμ·μ¢, ±μ£¤  ´ ¡¥£ Ë §Ò ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° η ³¥¦¤Ê
¶¥·¢Ò³ ¤ ÉÎ¨±μ³ BPM1 ¨ ¶¥·¢Ò³ ¤¥Ë²¥±Éμ·μ³ DK1 · ¢¥´ ´¥Î¥É´μ³Ê Î¨¸²Ê
π/2 · ¤. �ÉμÉ ·¥§Ê²ÓÉ É ¤μ¸É ÉμÎ´μ μÎ¥¢¨¤¥´ ¨§ ¶·μ¸ÉÒÌ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¸μμ¡· -
¦¥´¨°. „¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, ¥¸²¨ ¢ ³¥¸É¥ · ¸¶μ²μ¦¥´¨Ö ¶¥·¢μ£μ ¤ ÉÎ¨±  ¶μ²μ¦¥-
´¨Ö BPM1 ¶ÊÎμ± ¨³¥¥É ³ ±¸¨³ ²Ó´μ¥ ¸³¥Ð¥´¨¥ μÉ · ¢´μ¢¥¸´μ° μ·¡¨ÉÒ ¨,
¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ´Ê²¥¢μ° Ê£μ² ´ ±²μ´  É· ¥±Éμ·¨¨, Éμ ¶ÊÎμ± ¶μ²ÊÎ¨É Éμ²Îμ±
Éμ²Ó±μ ¢ ³¥¸É¥ · ¸¶μ²μ¦¥´¨Ö ¶¥·¢μ£μ ¤¥Ë²¥±Éμ·  DK1 ¤²Ö ¢Ò¡· ´´μ° ¸Ì¥³Ò
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¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö. Œ ±¸¨³ ²Ó´μ¥ ¨§³¥´¥´¨¥ Ê£²  ´ ±²μ´  É· ¥±Éμ·¨¨ ¡Ê-
¤¥É ¢ DK1 Éμ£¤ , ±μ£¤  ¶ÊÎμ± ¶¥·¥¸¥± ¥É · ¢´μ¢¥¸´ÊÕ μ·¡¨ÉÊ, É. ¥. ¨³¥¥É
´Ê²¥¢μ¥ ¸³¥Ð¥´¨¥. �μ ¤²Ö ÔÉμ£μ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ, ÎÉμ¡Ò ´ ¡¥£ Ë §Ò ¡¥É É·μ´´ÒÌ
±μ²¥¡ ´¨° ³¥¦¤Ê BPM1 ¨ DK1 ¡Ò² · ¢¥´ ´¥Î¥É´μ³Ê Î¨¸²Ê π/2 · ¤.

�É³¥É¨³ ¥Ð¥ μ¤´μ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ¥ μÉ²¨Î¨¥ ¡Ò¸É·μ° ¸¨¸É¥³Ò μÉ ±² ¸¸¨Î¥-
¸±μ°. ‹¥£±μ ¢¨¤¥ÉÓ ¨§ (40), ÎÉμ ¶·¨ · ¸¸É ´μ¢±¥ | sin η| = 1 ¨ ¨¤¥ ²Ó´μ° Í¥¶¨
μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ (arg K = 0) ¨³¥¥³

zr = (1 − g) exp (±j2πQ0).

�μÔÉμ³Ê ¶·¨ ¢Ò¶μ²´¥´¨¨ Ê¸²μ¢¨Ö g = 1 ¶μ²ÊÎ ¥³, ÎÉμ ¡Ò¸É· Ö ¸¨¸É¥³  ¸ Ï¨-
·μ±μ¶μ²μ¸´Ò³ Ê¸¨²¨É¥²¥³ ¢ Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ¥É ¶μ¤ ¢²¥´¨¥
μ¸É ÉμÎ´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¶μ¸²¥ ¨´¦¥±Í¨¨ §  μ¤¨´ μ¡μ·μÉ ´¥§ ¢¨¸¨³μ μÉ Ë §
¸¨£´ ²μ¢ ¸ BPM1 ¨ BPM2. �·¨ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¨ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò ¶μ²-
´μ¥ ¶μ¤ ¢²¥´¨¥ μ¸É ÉμÎ´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¶μ¸²¥ ¨´¦¥±Í¨¨ ¢μ§³μ¦´μ ²¨ÏÓ ¶·¨
μ¶É¨³ ²Ó´μ° · ¸¸É ´μ¢±¥ ¨ É ±μ° Ë §¥ ¸¨£´ ²  ¢ ¤ ÉÎ¨±¥ ¶μ²μ¦¥´¨Ö, ±μ£¤ 
¶ÊÎμ± ¨³¥¥É ³ ±¸¨³ ²Ó´μ¥ μÉ±²μ´¥´¨¥ ¢ ³¥¸É¥ ¥£μ · ¸¶μ²μ¦¥´¨Ö. �μ¸±μ²Ó±Ê
¶ÊÎμ± ¶μ¸²¥ ¨´¦¥±Í¨¨ ³μ¦¥É ¨³¥ÉÓ ± ± ¸³¥Ð¥´¨¥, É ± ¨ Ê£μ² ´ ±²μ´  É· ¥±-
Éμ·¨¨ ¶ÊÎ±  ± · ¢´μ¢¥¸´μ° μ·¡¨É¥, É. ¥. ¶·μ¨§¢μ²Ó´ÊÕ Ë §Ê, Éμ ´¥§ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ
É¥³¶  ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ±μ²¥¡ ´¨° μÉ Ë §Ò ¸¨£´ ²  ¢ ³¥¸É¥ · ¸¶μ²μ¦¥´¨Ö ¤ ÉÎ¨±μ¢
¶μ²μ¦¥´¨Ö ¶·¨ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¨ ¡Ò¸É·μ° ¸¨¸É¥³Ò Ö¢²Ö¥É¸Ö ¥¥ μ¸´μ¢´Ò³ ¨ ¢ ¦-
´¥°Ï¨³ ¶·¥¨³ÊÐ¥¸É¢μ³ ¶¥·¥¤ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³μ° ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö. �ÉμÉ ¦¥
·¥§Ê²ÓÉ É ¶μ²ÊÎ¥´ ¢ [37] ¶·¨ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¨ ¸É ´¤ ·É´μ£μ ¶μ¤Ìμ¤  ± ·¥Ï¥´¨Õ
¨¸Ìμ¤´μ£μ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ³¥Éμ¤μ³ ¸Ï¨¢ ´¨Ö ·¥Ï¥´¨°.

�μ²ÊÎ¥´´Ò¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ²¥£±μ μ¡μ¡Ð ÕÉ¸Ö ¶·¨ ¢±²ÕÎ¥´¨¨ ¢§ ¨³μ¤¥°-
¸É¢¨Ö ³¥¦¤Ê ¸£Ê¸É± ³¨. “Î¨ÉÒ¢ Ö ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ, ¶·¥¤¸É ¢²¥´´Ò¥ ¢ÒÏ¥, ³μ¦´μ
ÊÉ¢¥·¦¤ ÉÓ, ÎÉμ ¢ ²¨´¥°´μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ ¶μ ³ ²μ³Ê ¶ · ³¥É·Ê νb ·¥Ï¥´¨Ö
¡Ê¤ÊÉ ¨³¥ÉÓ ¢¨¤ (41), μ¤´ ±μ ¢ ´¨Ì ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ § ³¥´¨ÉÓ Q0 ´  (Q0 +ΔQ0 +
ΔQn), É. ¥. ´  ÔËË¥±É¨¢´μ¥ Î¨¸²μ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° §  μ¡μ·μÉ, ±μÉμ-
·μ¥ ¥¸ÉÓ ±μ³¶²¥±¸´ Ö ¢¥²¨Î¨´ . �μÔÉμ³Ê ¢¡²¨§¨ ·¥Ï¥´¨° (41) ±μ£¥·¥´É´Ò¥
±μ²¥¡ ´¨Ö ¡Ê¤ÊÉ § ÉÊÌ ÕÐ¨³¨ ¶·¨ ¢Ò¶μ²´¥´¨¨ Ê¸²μ¢¨Ö (35), ÎÉμ ¶·¨¢μ¤¨É ±
¸²¥¤ÊÕÐ¥³Ê É·¥¡μ¢ ´¨Õ ¤²Ö ¢¥²¨Î¨´Ò ±μÔËË¨Í¨¥´É  μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ g ¶·¨
´ ²¨Î¨¨ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ¸ ¨´±·¥³¥´Éμ³ T0/τinst:

α =
g |K(ω)|

K0
κ sin

(
ReΨ(ω(k))

)
>

T0

τinst
+

T0

τdec
,

ω(k) =
(
k ± ({Q0} + ΔQ0 + Re ΔQ(0)

n )
)
ω0,

£¤¥ ΔQ(0)
n ¢ÒÎ¨¸²Ö¥É¸Ö ¢ ²¨´¥°´μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ ¶μ νb, ´ ¶·¨³¥·, ¸μ£² ¸-

´μ [49] ¤²Ö ¨¤¥´É¨Î´ÒÌ Ô±¢¨¤¨¸É ´É´ÒÌ ¸£Ê¸É±μ¢. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ´ ¨¡μ²¥¥
ÔËË¥±É¨¢´μ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ ¶μ¤ ¢²Ö¥É¸Ö ¶·¨ μ¶É¨³ ²Ó´μ° · ¸¸É ´μ¢±¥ ¤ É-
Î¨±μ¢ ¶μ²μ¦¥´¨Ö ¨ ¤¥Ë²¥±Éμ·μ¢. ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ¤²Ö ¨¤¥ ²Ó´μ° Í¥¶¨ μ¡· É´μ°
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¸¢Ö§¨ (argK = 0) ¨§ Ê· ¢´¥´¨Ö (40) ¸²¥¤Ê¥É ¡μ²¥¥ ÉμÎ´ Ö μÍ¥´±  ¤²Ö ¶μ¤ -
¢²¥´¨Ö ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ¸ ³ ±¸¨³ ²Ó´Ò³ ¨´±·¥³¥´Éμ³ T0/τinst = 2π| Im Q|:

g > 1 − exp (−2π| ImQ|),
±μÉμ· Ö, ¥¸É¥¸É¢¥´´μ, ¸μ¢¶ ¤ ¥É ¸ ¶·¨¡²¨¦¥´´μ° Ëμ·³Ê²μ° α > 2π| Im Q|,
¶·¨¢¥¤¥´´μ° ¢ÒÏ¥ ¢ ²¨´¥°´μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ ¶μ g ¨ νb.

�μ¤¢μ¤Ö ¨Éμ£ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ¶ÊÎ±  ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´¥ ¸ ¡Ò¸É·μ°
¸¨¸É¥³μ° ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö, ³μ¦´μ ¸¤¥² ÉÓ ¢Ò¢μ¤, ÎÉμ ¢¢¥¤¥´¨¥ Í¥¶¨ μÉ·¨Í É¥²Ó-
´μ° μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¶·¨¢μ¤¨É ¶·¨ μ¶·¥¤¥²¥´´ÒÌ Ê¸²μ¢¨ÖÌ ± ¶μ¤ ¢²¥´¨Õ ¡μ²¥¥
¸¨²Ó´μ° ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ¨ Ê¢¥²¨Î¥´¨Õ ¤¥±·¥³¥´É  ¢μ§³μ¦´ÒÌ ³μ¤ ±μ£¥·¥´É-
´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¶μ ¸· ¢´¥´¨Õ ¸ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ‘�. Œ ±¸¨³ ²Ó-
´Ò° É¥³¶ ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ¤²Ö ¢¸¥Ì ³μ¤ ±μ²¥¡ ´¨° ¤μ¸É¨£ ¥É¸Ö ¶·¨ μ¶É¨³ ²Ó´μ°
· ¸¸É ´μ¢±¥ ¤ ÉÎ¨±μ¢ ¨ ¤¥Ë²¥±Éμ·μ¢, ±μ£¤  ´ ¡¥£ Ë §Ò ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ -
´¨° ³¥¦¤Ê BPM1 ¨ DK1 ±· É¥´ ´¥Î¥É´μ³Ê Î¨¸²Ê π/2 · ¤,   ¤ ÉÎ¨±¨ ¶μ²μ¦¥-
´¨Ö ¨ ¤¥Ë²¥±Éμ·Ò ¸³¥Ð¥´Ò ¤·Ê£ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¤·Ê£  ´  π/2 · ¤.

	Ò¸É· Ö ¸¨¸É¥³  ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö, ¶·¥¤²μ¦¥´´ Ö ¢ [35] ¨ ¤¥É ²Ó´μ ¨§ÊÎ¥´´ Ö
¢ [42] ¢ ¸¢Ö§¨ ¸ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö³¨ ¶μ ¶μ¤ ¢²¥´¨Õ ¸¨²Ó´μ° ·¥§¨¸É¨¢´μ° ´¥Ê¸Éμ°-
Î¨¢μ¸É¨, ¸μÌ· ´Ö¥É ¸¢μÕ ÔËË¥±É¨¢´μ¸ÉÓ ¢ ¸²ÊÎ ÖÌ, ±μ£¤  · ¡μÎ Ö ÉμÎ±  ¶μ
Q ´ Ìμ¤¨É¸Ö ¢¡²¨§¨ ¶μ²ÊÍ¥²μ£μ Î¨¸² . �μ¸±μ²Ó±Ê É ± Ö ¸¨ÉÊ Í¨Ö ¢μ§´¨±²  ¢
SPS (–…��), Éμ ¤²Ö ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ¶ÊÎ±  ¸ ·μ¸Éμ³ ¥£μ ¨´É¥´-
¸¨¢´μ¸É¨ ¡Ò²  ·¥ ²¨§μ¢ ´  ¡Ò¸É· Ö ¸¨¸É¥³  ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö [61]. �£· ´¨Î¥´´Ò¥
¢μ§³μ¦´μ¸É¨ ¶μ · §³¥Ð¥´¨Õ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ£μ ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¥£μ ¤¥Ë²¥±Éμ· 
´  ËÊ´±Í¨μ´¨·ÊÕÐ¥³ Ê¸±μ·¨É¥²¥ ¶μ§¢μ²¨²¨ Ê¸É ´μ¢¨ÉÓ ¤¥Ë²¥±Éμ· ¢ ¸¢μ-
¡μ¤´μ³ μÉ μ¡μ·Ê¤μ¢ ´¨Ö ±μ·μÉ±μ³ ¶·Ö³μ²¨´¥°´μ³ ¶·μ³¥¦ÊÉ±¥ É ±¨³ μ¡· -
§μ³, ÎÉμ ´ ¡¥£ Ë §Ò ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ³¥¦¤Ê ¤¥Ë²¥±Éμ· ³¨ ¸μ¸É ¢²Ö²
ψd ≈ 300◦ [61]. ‚ ± ¦¤ÊÕ · ¤¨μÉ¥Ì´¨Î¥¸±ÊÕ Í¥¶Ó μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ³¥¦¤Ê ¤ É-
Î¨±μ³ ¶μ²μ¦¥´¨Ö ¨ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨³ ¥³Ê ¤¥Ë²¥±Éμ·μ³ ¡Ò² Ê¸É ´μ¢²¥´  ´ -
²μ£μ¢Ò° Ë¨²ÓÉ·, ¸μ¸ÉμÖÐ¨° ¨§ ¸μ¥¤¨´¥´´ÒÌ ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ Ê§±μ¶μ²μ¸´μ£μ
§ £· ¦¤ ÕÐ¥£μ Ë¨²ÓÉ·  ¨ Ë¨²ÓÉ·  ƒ¨²Ó¡¥·É . �·¨ ÔÉμ³ ¶ · ³¥É· Ë¨²ÓÉ· 
ƒ¨²Ó¡¥·É  ϕ ¢ ± ¦¤μ° Í¥¶¨ ¡Ò² ¶μ¤μ¡· ´ É ±¨³ μ¡· §μ³, ÎÉμ¡Ò μ¡¥¸¶¥Î¨ÉÓ
μ¶É¨³ ²Ó´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö § ÉÊÌ ´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°. ‚ ¤ ´´μ° ±μ´Ë¨£Ê-
· Í¨¨ ¡Ò¸É· Ö ¸¨¸É¥³  ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö Ê¸¶¥Ï´μ · ¡μÉ ¥É ´  SPS (–…��), μ¡¥¸-
¶¥Î¨¢ Ö ¤¥³¶Ë¨·μ¢ ´¨¥ μ¸É ÉμÎ´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¸£Ê¸É±μ¢ ¶μ¸²¥ ¨´¦¥±Í¨¨ ¨
¶μ¤ ¢²¥´¨¥ ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¥° ¢Ò¸μ±μ¨´É¥´¸¨¢´μ£μ
¶·μÉμ´´μ£μ ¶ÊÎ± .

3. ‘ƒ‹�†…���… ��ˆ�‹ˆ†…�ˆ… „‹Ÿ ��ˆ‘��ˆŸ „ˆ��ŒˆŠˆ
�“—Š� ‚ ‘ˆ�•��’���… ‘ ‘ˆ‘’…Œ�‰ ����’��‰ ‘‚Ÿ‡ˆ

‚ ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¨Ì · §¤¥² Ì ¶μ²ÊÎ¥´Ò  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨¥ ·¥Ï¥´¨Ö ¸¨¸É¥³Ò ²¨-
´¥°´ÒÌ · §´μ¸É´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°, μ¶¨¸Ò¢ ÕÐ¨Ì ¤¨´ ³¨±Ê ®¦¥¸É±μ£μ¯ ¸£Ê¸É±  ¢
¸¨´Ì·μÉ·μ´¥ ¸ ¸¨¸É¥³μ° ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ¥£μ ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°.
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�·¨ ÔÉμ³ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ²¸Ö ³¥Éμ¤ Z-¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö, ¶·¨¢μ¤ÖÐ¨° ± ÉμÎ´Ò³ ·¥-
Ï¥´¨Ö³ ¤²Ö ¤¥±·¥³¥´Éμ¢ ¨ ¸¤¢¨£μ¢ Î ¸ÉμÉ ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¢μ ¢¸¥³
¤¨ ¶ §μ´¥ ¤μ¶Ê¸É¨³ÒÌ ¢¥²¨Î¨´ ±μÔËË¨Í¨¥´É  μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ g. ‚ ¤ ´´μ³
· §¤¥²¥ ¶μ± § ´μ, ÎÉμ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¸ μÉ±²μ-
´ÖÕÐ¨³¸Ö  ·£Ê³¥´Éμ³ [64] É ±¦¥ ¶μ§¢μ²Ö¥É μ¶¨¸ ÉÓ ¤¨´ ³¨±Ê ¶ÊÎ±  ¢ ¸¨´-
Ì·μÉ·μ´ Ì ¸ ¸¨¸É¥³ ³¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¢ · ³± Ì ®¸£² ¦¥´´μ£μ¯ ¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö,
É· ¤¨Í¨μ´´μ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³μ£μ ¢ É¥μ·¥É¨Î¥¸±¨Ì ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨ÖÌ [13, 65, 66] ¨ § -
±²ÕÎ ÕÐ¥£μ¸Ö ¢ § ³¥´¥ ²μ± ²Ó´μ£μ ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¥£μ ¢μ§¤¥°¸É¢¨Ö ´¥¶·¥·Ò¢´μ
¤¥°¸É¢ÊÕÐ¥° ±μ··¥±É¨·ÊÕÐ¥° ¸¨²μ°.

3.1. �¸´μ¢´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö. �Ê¸ÉÓ x Å ¸³¥Ð¥´¨¥ Î ¸É¨ÍÒ μÉ · ¢´μ¢¥¸´μ°
μ·¡¨ÉÒ. ’μ£¤  ¸£² ¦¥´´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ¤²Ö ¶μ¶¥·¥Î´μ° ¤¨´ ³¨±¨ § ·Ö¦¥´´ÒÌ
Î ¸É¨Í ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´¥ ¸ ¸¨¸É¥³μ° μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¨³¥¥É ¸²¥¤ÊÕÐ¨° ¢¨¤ [28,
31,59,66]:

ẍ(t) + Ω2x(t) =
gκΩ
T0

x(t − τ)u(t − τ) ≡ gF (x; τ), (42)

£¤¥ τ > 0 Å ¢¥²¨Î¨´  § ¤¥·¦±¨ ¸¨£´ ²  ¢ Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨,   μ¡μ§´ Î¥´¨Ö
Ω, T0, g ¨ κ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ ¢¢¥¤¥´´Ò³ ¢ÒÏ¥ μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö³. ‚ Ê· ¢´¥´¨¨ (42)
¸Î¨É ¥É¸Ö, ÎÉμ ¶ÊÎμ± ¨´¦¥±É¨·μ¢ ´ ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´ ¢ ´Ê²¥¢μ° ³μ³¥´É ¢·¥³¥´¨,
É ± ÎÉμ ¢¸¥ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´Ò¥ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ § ¤ ´Ò ¶·¨ t � 0. „ ´´μ¥ ´ Î ²Ó´μ¥
Ê¸²μ¢¨¥ ÊÎ¨ÉÒ¢ ¥É¸Ö ¸ ¶μ³μÐÓÕ ËÊ´±Í¨¨ •¥¢¨¸ °¤  u(t − τ) [33].

“· ¢´¥´¨Ö (42) μÉ´μ¸ÖÉ¸Ö ± ²¨´¥°´Ò³ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´Ò³ Ê· ¢´¥´¨Ö³
¸ μÉ±²μ´ÖÕÐ¨³¸Ö  ·£Ê³¥´Éμ³ ¸ ¶μ¸ÉμÖ´´Ò³¨ ±μÔËË¨Í¨¥´É ³¨ [64]. „¥°-
¸É¢¨É¥²Ó´μ, Ëμ±Ê¸¨·ÊÕÐ Ö ¸¨² , ¶·¨¢μ¤ÖÐ Ö ± ¸² £ ¥³μ³Ê Ω2x, § ¢¨¸¨É μÉ
¢¥²¨Î¨´Ò μÉ±²μ´¥´¨Ö Î ¸É¨ÍÒ μÉ ¥¥ · ¢´μ¢¥¸´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¢ ¤ ´´Ò° ³μ-
³¥´É ¢·¥³¥´¨ t,   ±μ··¥±É¨·ÊÕÐ Ö ¸¨²  F (x, τ) Å μÉ ¢¥²¨Î¨´Ò É ±μ£μ ¦¥
μÉ±²μ´¥´¨Ö ¢ (42) ¢ ³μ³¥´ÉÒ ¢·¥³¥´¨ (t− τ), ±μÉμ·Ò¥ ¸μ¢¶ ¤ ÕÉ ¸ ³μ³¥´Éμ³
¨§³¥·¥´¨Ö μÉ±²μ´¥´¨Ö ¤¥É¥±Éμ·μ³. „·Ê£¨¥ ¶ · ³¥É·Ò (Ω, T0, g) Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¢
¸¨´Ì·μÉ·μ´¥ ¶μ¸ÉμÖ´´Ò³¨ ´  ¶² Éμ ³ £´¨É´μ£μ ¶μ²Ö ¶·¨ ¨´¦¥±Í¨¨ Î ¸É¨Í
¨²¨ ¨§³¥´ÖÕÐ¨³¨¸Ö ¤μ¸É ÉμÎ´μ ³¥¤²¥´´μ ¢ ¶·μÍ¥¸¸¥ Ê¸±μ·¥´¨Ö ¶μ ¸· ¢´¥-
´¨Õ ¸ ¶¥·¥³¥´´μ° ¢μ ¢·¥³¥´¨ ¢¥²¨Î¨´μ° x. ‘²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ÔÉ¨ ¶ · ³¥É·Ò
³μ¦´μ ¸Î¨É ÉÓ ¶μ¸ÉμÖ´´Ò³¨. ‡ ¶ §¤Ò¢ ´¨¥ τ ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´ Ì ¸ ¸¨¸É¥³μ°
μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¥¸ÉÓ ´¥μ¡Ìμ¤¨³Ò° ¶·μ³¥¦ÊÉμ± ¢·¥³¥´¨ ¤²Ö ·¥ £¨·μ¢ ´¨Ö ´ 
¢Ìμ¤´μ° ¨³¶Ê²Ó¸ ¢ ¸¨¸É¥³¥  ¢Éμ³ É¨Î¥¸±μ£μ ·¥£Ê²¨·μ¢ ´¨Ö. ‚ ´ ¸ÉμÖÐ¥³
· §¤¥²¥ ¢ ± Î¥¸É¢¥ ¨¸Ìμ¤´μ£μ ¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö ¡Ê¤¥É ¶·¥¤¶μ² £ ÉÓ¸Ö, ÎÉμ § ¶ §-
¤Ò¢ ´¨¥ τ ¶μ¸ÉμÖ´´μ.

�Ê¸ÉÓ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ¨¸¸²¥¤μ¢ ÉÓ  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±ÊÕ Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ ·¥Ï¥´¨°
Ê· ¢´¥´¨° (42) ¤²Ö Î ¸É¨ÍÒ, ¨´¦¥±É¨·μ¢ ´´μ° ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´ ¢ ´ Î ²Ó´Ò°
³μ³¥´É ¢·¥³¥´¨ t0, ±μ£¤  ¥¥ ´ Î ²Ó´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ¥¸ÉÓ (x0, ẋ0). �μ¸±μ²Ó±Ê
²¥¢ Ö Î ¸ÉÓ Ê· ¢´¥´¨° (42) ¢ÒÎ¨¸²Ö¥É¸Ö ¢ ³μ³¥´É ¢·¥³¥´¨ t,   ¢ ¶· ¢ÊÕ Î ¸ÉÓ
É¥Ì ¦¥ Ê· ¢´¥´¨° ¢Ìμ¤ÖÉ §´ Î¥´¨Ö  ·£Ê³¥´É  ¢ ¶·¥¤Ï¥¸É¢ÊÕÐ¨¥ ³μ³¥´ÉÒ
¢·¥³¥´¨, Éμ ¤²Ö ¶μ¸É·μ¥´¨Ö ·¥Ï¥´¨° Ê· ¢´¥´¨° (42) ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ §´ ÉÓ ´ -
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Î ²Ó´ÊÕ ËÊ´±Í¨Õ (x0, ẋ0) ¤²Ö ¢¸¥Ì ³μ³¥´Éμ¢ ¢·¥³¥´¨ t ∈ (t0 − τ, t0]. ‚ ¸ -
³μ³ ¤¥²¥, ¶·¨ t = t0 ¢ ¶· ¢ÊÕ Î ¸ÉÓ Ê· ¢´¥´¨° (42) ¢μ°¤ÊÉ §´ Î¥´¨Ö x ¢
¶·¥¤Ï¥¸É¢ÊÕÐ¨° ³μ³¥´É ¢·¥³¥´¨, ±μÉμ·Ò¥ ¤μ²¦´Ò ¡ÒÉÓ μ¶·¥¤¥²¥´Ò. ’ -
±¨³ μ¡· §μ³, ÎÉμ¡Ò ´ °É¨ ·¥Ï¥´¨Ö Ê· ¢´¥´¨° (42), ¶·μÌμ¤ÖÐ¨Ì Î¥·¥§ ÉμÎ±Ê
(t0, x0, ẋ0), ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ §´ ÉÓ ´ Î ²Ó´μ¥ ³´μ¦¥¸É¢μ ¨¸Ìμ¤´ÒÌ §´ Î¥´¨° ¢
¶·¥¤Ï¥¸É¢ÊÕÐ¨¥ ³μ³¥´ÉÒ ¢·¥³¥´¨. �Éμ ´ Î ²Ó´μ¥ ³´μ¦¥¸É¢μ ´ §Ò¢ ÕÉ ´ -
Î ²Ó´μ° ËÊ´±Í¨¥° [64].

…¸²¨ ´ Î ²Ó´ Ö ËÊ´±Í¨Ö § ¤ ´ , Éμ ¤²Ö ´ Ìμ¦¤¥´¨Ö ·¥Ï¥´¨Ö x(t) μ¡ÒÎ´μ
¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ³¥Éμ¤ Ï £μ¢ (¨²¨ ³¥Éμ¤ ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ£μ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö) [64].
�¤´ ±μ ¤²Ö ¶·¨¡²¨¦¥´´μ£μ ´ Ìμ¦¤¥´¨Ö ·¥Ï¥´¨Ö ²¨´¥°´ÒÌ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó-
´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¸ ¶μ¸ÉμÖ´´Ò³¨ ±μÔËË¨Í¨¥´É ³¨ ¨ ¸ ¶μ¸ÉμÖ´´Ò³ μÉ±²μ´Ö-
ÕÐ¨³¸Ö  ·£Ê³¥´Éμ³ ¨ ¤²Ö ¢ÒÖ¸´¥´¨Ö ¥£μ  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨Ì ¸¢μ°¸É¢ ³μ¦´μ
¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ³¥Éμ¤ ¨´É¥£· ²Ó´ÒÌ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨° [64]: ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ ‹ -
¶² ¸  ¨²¨ μ¤´μ¸Éμ·μ´´¥¥ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ ”Ê·Ó¥. ‘²¥¤Ê¥É É ±¦¥ ¶μ¤Î¥·±´ÊÉÓ,
ÎÉμ ¢ Ê¸±μ·¨É¥²Ó´μ° Ë¨§¨±¥ ¶· ±É¨Î¥¸±¨° ¨´É¥·¥¸ ¶·¥¤¸É ¢²ÖÕÉ ·¥Ï¥´¨Ö
¶·¨ ³ ²ÒÌ ¢¥²¨Î¨´ Ì ±μÔËË¨Í¨¥´É  μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ g. ‚μ§´¨± ÕÐ¥¥ ¶·¨ ¨¸-
¶μ²Ó§μ¢ ´¨¨ ³¥Éμ¤  ¨´É¥£· ²Ó´ÒÌ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨° Ì · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ¥ Ê· ¢-
´¥´¨¥ ³μ¦´μ ¨¸¸²¥¤μ¢ ÉÓ ³¥Éμ¤μ³ ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´ÒÌ ¶·¨¡²¨¦¥´¨°, ¸Î¨É Ö
³ ²Ò³ ¶ · ³¥É·μ³ ¢¥²¨Î¨´Ê ±μÔËË¨Í¨¥´É  μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ g. Œ¥Éμ¤ · §²μ-
¦¥´¨Ö ¶μ ¸É¥¶¥´Ö³ ³ ²μ£μ ¶ · ³¥É·  Ö¢²Ö¥É¸Ö μ¡Ð¥¶·¨´ÖÉÒ³ ¤²Ö ´ Ìμ¦¤¥´¨Ö
¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨Ì ·¥Ï¥´¨° ±¢ §¨²¨´¥°´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¸ μÉ±²μ´ÖÕÐ¨³¸Ö  ·£Ê-
³¥´Éμ³ [64] ¨ Ö¢²Ö¥É¸Ö, ¢ ±μ´¥Î´μ³ ¸Î¥É¥, ³μ¤¨Ë¨± Í¨¥°  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨Ì
³¥Éμ¤μ¢ ´¥²¨´¥°´μ° ³¥Ì ´¨±¨ Š·Ò²μ¢ Ä	μ£μ²Õ¡μ¢ ÄŒ¨É·μ¶μ²Ó¸±μ£μ [67].

3.2. Œ¥Éμ¤Ò ·¥Ï¥´¨Ö. 3.2.1. Œ¥Éμ¤ ¨´É¥£· ²Ó´ÒÌ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨°. ‚ ± -
Î¥¸É¢¥ ¶¥·¢μ£μ ¶·¨³¥·  ¤²Ö ¢ÒÖ¢²¥´¨Ö Ê¸²μ¢¨°  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±μ° Ê¸Éμ°Î¨¢μ-
¸É¨ ·¥Ï¥´¨° Ê· ¢´¥´¨° ¤¨´ ³¨±¨ ¶ÊÎ±  ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´¥ ¶·¨ ´ ²¨Î¨¨ ¸¨¸É¥³Ò
μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ · ¸¸³μÉ·¨³ Ê· ¢´¥´¨¥ ¤²Ö ¶μ¶¥·¥Î´μ° ¤¨´ ³¨±¨ (42). ‚Ò-
¶μ²´ÖÖ ¢ (42) μ¤´μ¸Éμ·μ´´¥¥ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ ”Ê·Ó¥ [33] ¤²Ö x(t) ¨ x(t − τ),
¶μ²ÊÎ ¥³ ¸²¥¤ÊÕÐ¥¥ Ì · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ [59]:

−ω2 + Ω2 − gκΩ
T0

e−jωτ = 0,

±μÉμ·μ¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö É· ´¸Í¥´¤¥´É´Ò³. �´μ ¨³¥¥É ¡¥¸±μ´¥Î´μ¥ Î¨¸²μ ·¥Ï¥´¨°
¤²Ö ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ Î ¸ÉμÉ ωr, ±μÉμ·Ò¥ É ±¦¥ ´ §Ò¢ ÕÉ¸Ö ¸μ¡¸É¢¥´´Ò³¨ §´ Î¥-
´¨Ö³¨ Ì · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö. ‚ Ê¸±μ·¨É¥²Ó´μ° Ë¨§¨±¥ ¤²Ö ¢ÒÖ¢²¥-
´¨Ö  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨Ì ¸¢μ°¸É¢ ·¥Ï¥´¨Ö Ê· ¢´¥´¨Ö (42) ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ Ê¸É ´μ¢¨ÉÓ
¸¢μ°¸É¢  ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ §´ Î¥´¨° ωr Ì · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ¢¡²¨§¨ Í¨-
±²¨Î¥¸±μ° Î ¸ÉμÉÒ ¸¢μ¡μ¤´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° Ω ≡ Q0ω0. �·¨ g = 0 ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥
§´ Î¥´¨Ö ¥¸ÉÓ ωr = ±Ω. ˆ¸¶μ²Ó§ÊÖ ³¥Éμ¤ �°²¥·  [33], ¢ ²¨´¥°´μ³ ¶·¨¡²¨-
¦¥´¨¨ ¶·¨ g � 1 ¶μ²ÊÎ ¥³ [59]

ωr = Ω − gκ

2T0
e−jΩτ = Ω + ω0ΔQ + j

α

T0
,
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£¤¥

α =
g

2
κ sin (Ωτ), ΔQ = − g

4π
κ cos (Ωτ). (43)

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¸¢μ°¸É¢  ·¥Ï¥´¨Ö Ê· ¢´¥´¨Ö (42) μ¶·¥¤¥²ÖÕÐ¨³ μ¡· §μ³ § -
¢¨¸ÖÉ μÉ ´ ¡¥£  Ë §Ò η ≡ Ωτ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° Î ¸É¨ÍÒ ¶·¨ ¶·μ²¥É¥ μÉ
¤¥É¥±Éμ·  ¤μ ¤¥Ë²¥±Éμ· . ‡ ÉÊÌ ´¨¥ ±μ²¥¡ ´¨° ¢μ§´¨± ¥É, ¥¸²¨ κ sin η > 0.
„ ´´μ¥ Ê¸²μ¢¨¥ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¢Ò¶μ²´¥´μ ¢ Ï¨·μ±μ³ ¤¨ ¶ §μ´¥ Î ¸ÉμÉ Ω ¨ ¢¥²¨-
Î¨´ § ¤¥·¦¥± ¸¨£´ ²  τ . „¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, ¨³¥¥³ Ωτ = 2πQ0τ/T0. �μ¸±μ²Ó±Ê
¤²Ö ¤·μ¡´μ° Î ¸É¨ Î¨¸²  ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ³μ¦´μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ μÍ¥´±Ê
|{Q0}| � 0,3, Éμ τ < T0. ‘¨£´ ² μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ³μ¦´μ ´ ¶· ¢¨ÉÓ μÉ ¤¥-
É¥±Éμ·  ± ¤¥Ë²¥±Éμ·Ê ´ ¢¸É·¥ÎÊ ¢· Ð ÕÐ¨³¸Ö Î ¸É¨Í ³ ¶ÊÎ±  ¨ μ¡¥¸¶¥Î¨ÉÓ
· ¸¸É ´μ¢±Ê Ê¸É·μ°¸É¢ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ É ±¨³ μ¡· §μ³, ÎÉμ¡Ò | sin η| = 1. ‚
ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ¢μ§¤¥°¸É¢¨¥ ¸¨¸É¥³Ò μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ´  ±μ²¥¡ É¥²Ó´Ò° ¶·μÍ¥¸¸
¨³¥¥É ·¥§μ´ ´¸´Ò° Ì · ±É¥· (ΔQ = 0), ¶μ¸±μ²Ó±Ê cos η = 0. ’ ±¨³ μ¡· -
§μ³, μ¶É¨³ ²Ó´Ò° ·¥¦¨³ ¤²Ö ¸¨¸É¥³Ò μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ¥É¸Ö ¢ Éμ³
¸²ÊÎ ¥, ±μ£¤  ³¥¦¤Ê ÉμÎ± ³¨ ´ ¡²Õ¤¥´¨Ö ¨ ±μ··¥±Í¨¨ Ê±² ¤Ò¢ ¥É¸Ö ´¥Î¥É-
´μ¥ Î¨¸²μ Î¥É¢¥·É¥° ¤²¨´ ¢μ²´ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°, ÎÉμ Ö¢²Ö¥É¸Ö Ìμ·μÏμ
¨§¢¥¸É´Ò³ ·¥§Ê²ÓÉ Éμ³.

‘²¥¤Ê¥É É ±¦¥ ¶μ¤Î¥·±´ÊÉÓ, ÎÉμ ¶·¨ Ωτ = πm, £¤¥ m Å Í¥²μ¥ Î¨¸²μ,
¢ (43) ¨³¥¥³ α = 0 ¨ 4πΔQ = −gκ, ÎÉμ ¥¸É¥¸É¢¥´´Ò³ μ¡· §μ³ ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö
¶·¨ ·¥Ï¥´¨¨ Ê· ¢´¥´¨Ö (42) ¶·¨ m = 0 ± ± ²¨´¥°´μ£μ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ
Ê· ¢´¥´¨Ö ¡¥§ § ¤¥·¦±¨ τ .

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¢Ò· ¦¥´¨Ö (43) ¤²Ö ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ §´ Î¥´¨° Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÉ
¶·¨´Í¨¶Ê ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨Ö (Î ¸É´Ò¥ ¸²ÊÎ ¨ ¤²Ö Ωτ = (2m+1)π/2 ¨ Ωτ = πm),  
É ±¦¥ Ê± §Ò¢ ÕÉ ´  ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´Ò¥ § ±μ´μ³¥·´μ¸É¨, ¸¢Ö§ ´´Ò¥ ¸ ²¨´¥°´Ò³
¸¤¢¨£μ³ ¤²Ö ΔQ ¢¡²¨§¨ μ¶É¨³ ²Ó´μ£μ ·¥¦¨³  § ÉÊÌ ´¨Ö ±μ²¥¡ ´¨°, ±μ£¤ 
Ωτ � (2m + 1)π/2.

3.2.2. Œ¥Éμ¤ Š·Ò²μ¢ Ä�μ£μ²Õ¡μ¢ ÄŒ¨É·μ¶μ²Ó¸±μ£μ. �·¨ g � 1, ± ±
Ê± § ´μ ¢ [64], ¤²Ö Ê¸É ´μ¢²¥´¨Ö  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨Ì ¸¢μ°¸É¢ ·¥Ï¥´¨° ¤¨Ë-
Ë¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¸ μÉ±²μ´ÖÕÐ¨³¸Ö  ·£Ê³¥´Éμ³, ¸μ¤¥·¦ Ð¨Ì ³ -
²Ò° ¶ · ³¥É·, ³μ¦´μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ³¥Éμ¤ Ê¸·¥¤´¥´¨Ö Š·Ò²μ¢ Ä	μ£μ²Õ¡μ¢ Ä
Œ¨É·μ¶μ²Ó¸±μ£μ (Š	Œ). �·¨ ÔÉμ³ ¶μÖ¢²Ö¥É¸Ö ¢μ§³μ¦´μ¸ÉÓ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö
Ê· ¢´¥´¨° (42) ¢ ¡μ²¥¥ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥, ±μ£¤  ¢ ¶· ¢ÊÕ Î ¸ÉÓ ÔÉ¨Ì Ê· ¢´¥´¨°
¢Ìμ¤ÖÉ ´¥²¨´¥°´Ò¥ ¶μ x ³ ²Ò¥ ¶μ¶· ¢±¨. ‘²¥¤Ê¥É ¶μ¤Î¥·±´ÊÉÓ, ÎÉμ ³¥Éμ¤
Ê¸·¥¤´¥´¨Ö Š	Œ Ö¢²Ö¥É¸Ö ÔËË¥±É¨¢´Ò³ ³¥Éμ¤μ³ ´ Ìμ¦¤¥´¨Ö ·¥Ï¥´¨Ö Ê· ¢-
´¥´¨° ¸ ³ ²Ò³ ¶ · ³¥É·μ³. ‚ Éμ³ Î¨¸²¥ μ´ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´ ¤²Ö ´ Ìμ-
¦¤¥´¨Ö ·¥Ï¥´¨Ö ²¨´¥°´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ³ ²ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¶·¨ ´ ²¨Î¨¨ É·¥´¨Ö,
ÎÉμ ¶·μ¤¥³μ´¸É·¨·μ¢ ´μ ¢ ±´¨£¥ [67]. “´¨¢¥·¸ ²Ó´μ¸ÉÓ ³¥Éμ¤  Ê¸·¥¤´¥´¨Ö
Š	Œ Ö¢²Ö¥É¸Ö μ¸´μ¢ ´¨¥³ ¤²Ö ¥£μ ¶·¨³¥´¥´¨Ö ± ·¥Ï¥´¨Õ Ê· ¢´¥´¨° (42) ¸
É¥³, ÎÉμ¡Ò ¸μ¶μ¸É ¢¨ÉÓ ¢μ§´¨± ÕÐ¨¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¸ ¶·¨¡²¨¦¥´´Ò³¨ ·¥Ï¥´¨-
Ö³¨, ¶μ²ÊÎ¥´´Ò³¨ ¢ ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¨Ì · §¤¥² Ì.
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ˆ¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥ ³¥Éμ¤  Ê¸·¥¤´¥´¨Ö Š	Œ ¤²Ö Ê· ¢´¥´¨Ö ¶μ¶¥·¥Î´μ° ¤¨´ -
³¨±¨ (42) ¶·¨¢μ¤¨É ± ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ ¢Ò· ¦¥´¨Ö³ [59]:

ȧ = −α a/T0, α =
g

2
κ sin (Ωτ), a = a0 e−αt/T0 ,

ψ̇ = (Q0 + ΔQ)ω0, ΔQ = − g

4π
κ cos (Ωτ), ψ = (Q0 + ΔQ)ω0t + φ0.

�ÉμÉ ·¥§Ê²ÓÉ É ¤²Ö α ¨ ΔQ ¸μ¢¶ ¤ ¥É ¸ ¶·¨¡²¨¦¥´´Ò³¨ ·¥Ï¥´¨Ö³¨ (43).
‘£² ¦¥´´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö É ±¦¥ ¸μ¢¶ ¤ ÕÉ ¸ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨³¨ ¢Ò· ¦¥´¨Ö³¨
¤²Ö ¨¤¥ ²Ó´μ° ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö, ¶μ²ÊÎ¥´´Ò³¨ ¸ ¶μ³μÐÓÕ ³¥Éμ¤  Z-¶·¥-
μ¡· §μ¢ ´¨Ö ¨²¨ ¢ · ³± Ì ³ É·¨Î´μ£μ Ëμ·³ ²¨§³ . ‘²¥¤Ê¥É ¶μ¤Î¥·±´ÊÉÓ, ÎÉμ
ÊÎ¥É § ¤¥·¦±¨ ¸¨£´ ²  ¶·¨¢μ¤¨É ´¥ Éμ²Ó±μ ± Ê¸²μ¢¨Õ ´  ¤¥±·¥³¥´É, ´μ ¨
± ¸¤¢¨£Ê Î ¸ÉμÉÒ ¢ ²¨´¥°´μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨. …¸²¨ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ Ï¨·μ±μ · ¸-
¶·μ¸É· ´¥´´ÊÕ ¢ ²¨É¥· ÉÊ·¥ § ³¥´Ê ËÊ´±Í¨¨ f(x(t − τ)) ´  ¸±μ·μ¸ÉÓ ẋ(t),
Éμ ¤²Ö ¤¥±·¥³¥´É  ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö ¢Ò· ¦¥´¨¥ ± ± ¤²Ö ¨¤¥ ²Ó´μ° ¸¨¸É¥³Ò ¶μ-
¤ ¢²¥´¨Ö. �¤´ ±μ ´¥¡μ²ÓÏμ° μÉ·¨Í É¥²Ó´Ò° ¸¤¢¨£ Î ¸ÉμÉÒ ¢ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥
¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²¥´ g2 ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ ¸ ÉμÎ´Ò³ ·¥Ï¥´¨¥³ Ê· ¢´¥´¨Ö ³ ²ÒÌ ±μ-
²¥¡ ´¨° ¸ § ÉÊÌ ´¨¥³ [34] ¨²¨ ¶·¨¡²¨¦¥´´Ò³ ·¥Ï¥´¨¥³ ¢ ³¥Éμ¤¥ Š·Ò²μ¢ Ä
	μ£μ²Õ¡μ¢ ÄŒ¨É·μ¶μ²Ó¸±μ£μ [67]. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ±μ··¥±É´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö ¤²Ö
μ¶¨¸ ´¨Ö ¤¨´ ³¨±¨ ¶ÊÎ±  ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´¥ ¸ ¸¨¸É¥³μ° ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ¢μ§³μ¦´Ò
Éμ²Ó±μ ¶·¨ ·¥Ï¥´¨¨ Ê· ¢´¥´¨° ¸ § ¤¥·¦±μ° ¸¨£´ ² . Œ¥Éμ¤ Ê¸·¥¤´¥´¨Ö Š	Œ
¶μ§¢μ²Ö¥É ¢ ²¨´¥°´μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ ¶μ ³ ²μ³Ê ¶ · ³¥É·Ê g ¢ÒÖ¢¨ÉÓ μ¸´μ¢-
´Ò¥ § ±μ´μ³¥·´μ¸É¨ ¤²Ö ¤¥±·¥³¥´É  ¨ ¸¤¢¨£  Î ¸ÉμÉÒ § ÉÊÌ ÕÐ¨Ì ±μ²¥¡ ´¨°,
¸μ¢¶ ¤ ÕÐ¨¥ ¸  ´ ²μ£¨Î´Ò³¨ Ì · ±É¥·¨¸É¨± ³¨, ¶μ²ÊÎ¥´´Ò³¨ ¶·¨  ´ ²¨§¥
¶·¨¡²¨¦¥´´ÒÌ ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ §´ Î¥´¨° Ì · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö.

3.3. ‘¨¸É¥³Ò μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¸ Í¨Ë·μ¢Ò³ Ë¨²ÓÉ·μ³. ‚ ¸¨´Ì·μÉ·μ´¥
¸ ¸¨¸É¥³μ° μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¸ ¶·μ¸É¥°Ï¨³ Í¨Ë·μ¢Ò³ Ë¨²ÓÉ·μ³ ¤²Ö Ê· ¢´¥-
´¨Ö (42) ¨³¥¥³ [13,28,39,59]

ẍ(t) + Ω2x(t) =

=
gκΩ
T0H0

Nf∑
m=0

b[m]
(
x(t − τ − (m + q̂)T0) + δx0

)
u(t − τ − (m + q̂)T0), (44)

£¤¥, ´ ¶μ³´¨³, δx0 Å ¸É É¨Î¥¸± Ö ¶μ£·¥Ï´μ¸ÉÓ ¨§³¥·¥´¨Ö μÉ±²μ´¥´¨Ö Í¥´-
É·  ÉÖ¦¥¸É¨ ¶ÊÎ±  μÉ · ¢´μ¢¥¸´μ° μ·¡¨ÉÒ, H0 Å ´μ·³¨·μ¢μÎ´ Ö ¶μ¸ÉμÖ´-
´ Ö,   μ¡μ§´ Î¥´¨Ö q̂, Nf ¨ b[m] ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ ¢¢¥¤¥´´Ò³ ¢ÒÏ¥ μ¶·¥¤¥²¥-
´¨Ö³. �μ¸ÉμÖ´´ Ö ¸μ¸É ¢²ÖÕÐ Ö ¢ ·¥Ï¥´¨¨ ¨¸±²ÕÎ ¥É¸Ö, ¥¸²¨ ¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö
Ê¸²μ¢¨¥ (25). ˆ¸¶μ²Ó§ÊÖ Ê±μ·μÎ¥´´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö ¸μ£² ¸´μ ³¥Éμ¤Ê Ê¸·¥¤´¥´¨Ö
Š	Œ, ¶μ²ÊÎ ¥³ ¤²Ö μ¸´μ¢´μ° £ ·³μ´¨±¨ [59]

ȧ = −αa/T0, ψ̇ = (Q0 + ΔQ)ω0,
(45)

α =
g

2
|H(Ω)|

H0
κ sinΨ, ΔQ = − g

4π

|H(Ω)|
H0

κ cosΨ,
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£¤¥ ¢¥²¨Î¨´  ¡ ² ´¸  Ë § ¥¸ÉÓ

Ψ(Ω) = η + 2πq̂Q0 − arg H(Ω), η ≡ Ωτ = 2πQ0τ/T0.

‡¤¥¸Ó H(Ω) Å ¶¥·¥¤ ÉμÎ´ Ö Ì · ±É¥·¨¸É¨±  Ë¨²ÓÉ· :

H(Ω) =
Nf∑

m=0

b[m] e−jmΩT0 , mΩT0 ≡ 2πmQ0.

‚ μÉ¸ÊÉ¸É¢¨¥ Ë¨²ÓÉ·  (arg H = 0, |H | = H0 = 1) ¨ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ° § ¤¥·¦±¨
(q̂ = 0) ¤²Ö ¶μ¶· ¢±¨ ΔQ ± Î¨¸²Ê ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° § 
μ¡μ·μÉ ¨ ¤²Ö ¤¥±·¥³¥´É  α ¢Ò· ¦¥´¨Ö (45) ¸μ¢¶ ¤ ÕÉ ¸ (43).

‡  ¸Î¥É ¶μ¤¡μ·  ±μÔËË¨Í¨¥´Éμ¢ b[m] ³μ¦´μ ¸Ëμ·³¨·μ¢ ÉÓ ¢¥²¨Î¨´Ê
arg H(Ω) É ±¨³ μ¡· §μ³, ÎÉμ¡Ò ¢¥²¨Î¨´  ¡ ² ´¸  Ë § Ψ ¡Ò²  μ¶É¨³ ²Ó-
´μ° (cosΨ = 0) ¤ ¦¥ ¢ Éμ³ ¸²ÊÎ ¥, ¥¸²¨ ´ ¡¥£ Ë §Ò ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°
η ´¥ μ¶É¨³ ²¥´ (cos η 
= 0). ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¶·¨³¥´¥´¨¥ Í¨Ë·μ¢μ£μ Ë¨²ÓÉ· 
¢ Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¶μ§¢μ²Ö¥É μ¡¥¸¶¥Î¨ÉÓ μ¶É¨³ ²Ó´ÊÕ ¢¥²¨Î¨´Ê ¡ ² ´¸ 
Ë § (cosΨ = 0), ¢ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ Î¥£μ ¤¥±·¥³¥´É ³ ±¸¨³ ²¥´ (κ sin Ψ = 1) ¨
±μ²¥¡ É¥²Ó´Ò° ¶·μÍ¥¸¸ ¨³¥¥É ·¥§μ´ ´¸´Ò° Ì · ±É¥· (ΔQ = 0).

‘²¥¤Ê¥É ¶μ¤Î¥·±´ÊÉÓ, ÎÉμ ¢Ò· ¦¥´¨Ö (45), ¶μ²ÊÎ¥´´Ò¥ ³¥Éμ¤μ³ Ê¸·¥¤-
´¥´¨Ö Š	Œ, ¥¸ÉÓ ¶¥·¢μ¥ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ ¶μ ³ ²μ³Ê ¶ · ³¥É·Ê g. …¸²¨ ¨¸-
¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ³¥Éμ¤ μ¤´μ¸Éμ·μ´´¥£μ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö ”Ê·Ó¥ ¤²Ö ·¥Ï¥´¨Ö Ê· ¢-
´¥´¨Ö (44), Éμ ¢μ§´¨± ¥É ¸²¥¤ÊÕÐ¥¥ Ì · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ [59]:

−ω2 + Ω2 − gκΩ
T0H0

H(ω) e−j(τ+q̂T0)ω = 0.

„ ´´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥, ¡Ê¤ÊÎ¨ É· ´¸Í¥´¤¥´É´Ò³, ¨³¥¥É ¡¥¸±μ´¥Î´μ¥ ³´μ¦¥¸É¢μ
·¥Ï¥´¨°. �¤´ ±μ ¶·¨ ¸² ¡μ° § ¢¨¸¨³μ¸É¨ ¶¥·¥¤ ÉμÎ´μ° Ì · ±É¥·¨¸É¨±¨
Ë¨²ÓÉ·  μÉ Î ¸ÉμÉÒ, ±μ£¤ 

Ω
|H(Ω)|

∣∣∣∣dH(ω)
dω

∣∣∣∣
ω=Ω

� 1,

³μ¦´μ ¢μ¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ¸Ö ³¥Éμ¤μ³ �°²¥·  ¤²Ö ·¥Ï¥´¨Ö Ì · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ£μ
Ê· ¢´¥´¨Ö, ÎÉμ ¢ ¶¥·¢μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ ¶μ ³ ²μ³Ê ¶ · ³¥É·Ê g ¤²Ö ¸μ¡¸É¢¥´-
´ÒÌ §´ Î¥´¨° ωr ¢¡²¨§¨ Ω ¶·¨¢¥¤¥É ± ¢Ò· ¦¥´¨Ö³ (45) ¤²Ö α ¨ ΔQ.

�¥μ¡Ìμ¤¨³μ É ±¦¥ μÉ³¥É¨ÉÓ ¸²¥¤ÊÕÐÊÕ μ¸μ¡¥´´μ¸ÉÓ ·¥Ï¥´¨° (45). „²Ö
Î¨¸²  Q0 ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¨³¥¥³ Q0 = NQ + {Q0}, £¤¥ NQ Å Í¥² Ö
Î ¸ÉÓ Î¨¸²  ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°, {Q0} Å ¤·μ¡´ Ö Î ¸ÉÓ Î¨¸²  ¡¥É É·μ´-
´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° (−0,5 < {Q0} � 0,5). �μÔÉμ³Ê ³μ¦´μ ¢¢¥¸É¨ μ¡μ§´ Î¥´¨¥
Ωβ = |{Q0}|ω0 ¤²Ö ³¨´¨³ ²Ó´μ° ³μ¤Ò Î ¸ÉμÉÒ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°. �¥-
É·Ê¤´μ ¢¨¤¥ÉÓ, ÎÉμ ¶¥·¥¤ ÉμÎ´ Ö Ì · ±É¥·¨¸É¨±  ¢Ò¡· ´´μ£μ Ë¨²ÓÉ·  ¨³¥¥É
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¶¥·¨μ¤¨Î´μ¸ÉÓ ¶μ Î ¸ÉμÉ¥: H(Ωβ + mω0) = H(Ωβ) ¤²Ö ²Õ¡ÒÌ Í¥²ÒÌ ¢¥²¨-
Î¨´ m. �μÔÉμ³Ê ¶· ¢μ³¥·´μ μ¶·¥¤¥²¨ÉÓ H0 ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ μ¡· §μ³:

H0 ≡ |H(Ωβ)|.

’μ£¤  ¢Ò· ¦¥´¨Ö (45) ¨ (43) ¤²Ö α ¨ ΔQ ¸μ¢¶ ¤ ÕÉ ¤²Ö ¢¸¥Ì ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ ³μ¤
±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° (Ωβ +mω0). „ ´´Ò° ¢Ò¡μ· ¤²Ö ¢¥²¨Î¨´
Ψ ¨ H0 ¨³¥¥É ¶·μ¸Éμ° Ë¨§¨Î¥¸±¨° ¸³Ò¸². ˆ§³¥´¥´¨¥  ³¶²¨ÉÊ¤´μ-Î ¸ÉμÉ´μ°
(H(Ω)/H0) ¨ Ë §μ-Î ¸ÉμÉ´μ° (arg H(Ω)) Ì · ±É¥·¨¸É¨± Ë¨²ÓÉ·  ¸ Í¨±²¨Î¥-
¸±μ° Î ¸ÉμÉμ° Ω ¶·¨¢μ¤¨É ± ¨§³¥´¥´¨Õ ¤¥±·¥³¥´Éμ¢ α ¨ ¸¤¢¨£μ¢ ±μ£¥·¥´É´ÒÌ
Î ¸ÉμÉ ω0ΔQ ¤²Ö Í¨±²¨Î¥¸±¨Ì Î ¸ÉμÉ (Ωβ +mω0), μÉ¢¥Î ÕÐ¨Ì ¸μ¡¸É¢¥´´Ò³
Î ¸ÉμÉ ³ ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ±μ²¥¡ É¥²Ó´ÒÌ ³μ¤ Î ¸É¨Í. �μÔÉμ³Ê ¢¥²¨Î¨´Ò ¡ ² ´¸ 
Ë § Ψ(Ω) ¤μ²¦´Ò ¡ÒÉÓ É ±¨³¨, ÎÉμ¡Ò ±μ²¥¡ ´¨Ö ¡Ò²¨ § ÉÊÌ ÕÐ¨³¨, ¶·¨Î¥³
¤ ´´μ¥ É·¥¡μ¢ ´¨¥ ¤μ²¦´μ ¢Ò¶μ²´ÖÉÓ¸Ö ¢ ³ ±¸¨³ ²Ó´μ ¢μ§³μ¦´μ° ¶μ²μ¸¥ Î -
¸ÉμÉ. �·¨ ÔÉμ³ ´  ³¨´¨³ ²Ó´μ° Î ¸ÉμÉ¥ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¢¥²¨Î¨´ 
¡ ² ´¸  Ë § ¤μ²¦´  ¡ÒÉÓ μ¶É¨³ ²Ó´μ°:

cosΨ(Ωβ) = 0 ¨²¨ | sin Ψ(Ωβ)| = 1.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, μ¶·¥¤¥²ÖÕÐ¨³ ¶ · ³¥É·μ³  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨Ì ¸¢μ°¸É¢ ±μ²¥¡ -
É¥²Ó´ÒÌ ³μ¤ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¢¥²¨Î¨´  ¡ ² ´¸  Ë §, Î¨¸²¥´´μ · ¢´ Ö · §´μ¸É¨ ³¥¦¤Ê
´ ¡¥£μ³ Ë §Ò ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° Î ¸É¨ÍÒ (η + 2πq̂Q0) ¶·¨ ¶·μ²¥É¥ μÉ
¤¥É¥±Éμ·  ¤μ ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¥£μ ¤¥Ë²¥±Éμ·  ¨ ¨§³¥´¥´¨¥³ Ë §Ò arg H(Ω) ¤¥-
É¥±É¨·Ê¥³μ£μ ¸¨£´ ²  ¢ Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨.

‡ ¢¥·Ï Ö ¤ ´´Ò° · §¤¥², ¸²¥¤Ê¥É ¶μ¤Î¥·±´ÊÉÓ, ÎÉμ ¢Ò· ¦¥´¨Ö (45) ¤²Ö
α ¨ ΔQ ¸μ¢¶ ¤ ÕÉ ¸ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨³¨ ¢Ò· ¦¥´¨Ö³¨ (27), ¶μ²ÊÎ¥´´Ò³¨ ¢
· ³± Ì μ·¨£¨´ ²Ó´μ° ¤¨¸±·¥É´μ° ³μ¤¥²¨ [28, 39], μ¶¨¸Ò¢ ÕÐ¥° ¤¨´ ³¨±Ê
±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¸£Ê¸É±μ¢ § ·Ö¦¥´´ÒÌ Î ¸É¨Í ¢ ¸¨´Ì·μ-
É·μ´ Ì ¸ ¸¨¸É¥³μ° μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¸ ¶μ³μÐÓÕ ²¨´¥°´ÒÌ · §´μ¸É´ÒÌ Ê· ¢-
´¥´¨°, ¢ ±μÉμ·ÒÌ ÊÎÉ¥´ ²μ± ²Ó´Ò° Ì · ±É¥· ±μ··¥±É¨·ÊÕÐ¥£μ ¢μ§¤¥°¸É¢¨Ö,
¸¨´Ì·μ´¨§μ¢ ´´μ£μ ¸ ²μ± ²Ó´Ò³ ¨§³¥·¥´¨¥³ ¢ ¤¥É¥±Éμ·¥.

4. ‘ˆ‘’…Œ› ��„�‚‹…�ˆŸ Š�ƒ…�…�’�›• ���…�…—�›•
Š�‹…���ˆ‰ ‘ �…‹ˆ�…‰��‰ �…�…„�’�—��‰
•���Š’…�ˆ‘’ˆŠ�‰ –…�ˆ ����’��‰ ‘‚Ÿ‡ˆ

‚ ¸¨¸É¥³ Ì ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ¸ Í¨Ë·μ¢Ò³¨ ³¥Éμ¤ ³¨ μ¡· ¡μÉ±¨ ¸¨£´ ²μ¢ ¢μ§-
³μ¦´  μ·£ ´¨§ Í¨Ö ¢ÒÎ¨¸²¨É¥²Ó´μ£μ ¶·μÍ¥¸¸ , ¶·¨¢μ¤ÖÐ¥£μ ± ´¥²¨´¥°´Ò³
§ ¢¨¸¨³μ¸ÉÖ³ ¢ÒÌμ¤´μ£μ ¸¨£´ ²  μÉ ¢Ìμ¤´μ£μ. ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¢μ§´¨± ¥É ´μ-
¢ Ö Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´ Ö ¢μ§³μ¦´μ¸ÉÓ ¤²Ö ËÊ´±Í¨μ´¨·μ¢ ´¨Ö ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ -
¢²¥´¨Ö ¸ ´¥²¨´¥°´μ° ¶¥·¥¤ ÉμÎ´μ° Ì · ±É¥·¨¸É¨±μ° Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨.
�±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´Ò¥ ¤ ´´Ò¥, ¶μ²ÊÎ¥´´Ò¥ ´  SPS ¢ –…�� [68], Ê± §Ò¢ ÕÉ
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´  Ê¢¥²¨Î¥´¨¥ É¥³¶  ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¸£Ê¸É-
±μ¢ ´¥¶μ¸·¥¤¸É¢¥´´μ ¶μ¸²¥ ¨Ì ¨´¦¥±Í¨¨ ¢ ´¥±μÉμ·ÒÌ ´¥²¨´¥°´ÒÌ ·¥¦¨³ Ì.
�´ ²μ£¨Î´Ò¥ Ê± § ´¨Ö ¶μ²ÊÎ¥´Ò ¢ Î¨¸²¥´´ÒÌ · ¸Î¥É Ì (¸³., ´ ¶·¨³¥·, [69]).

‚ ´ ¸ÉμÖÐ¥³ · §¤¥²¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò μ¸´μ¢´Ò¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ  ´ ²¨É¨Î¥¸±μ£μ
¶μ¤Ìμ¤  ± ·¥Ï¥´¨Õ § ¤ Î¨ μ ¶μ¤ ¢²¥´¨¨ μ¸É ÉμÎ´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¸£Ê¸É±μ¢
¶μ¸²¥ ¨´¦¥±Í¨¨ [41, 70Ä72] ´  μ¸´μ¢¥ ¸¢¥¤¥´¨Ö ¥¥ ± · §´μ¸É´Ò³ ´¥²¨´¥°-
´Ò³ Ê· ¢´¥´¨Ö³ ¤¨´ ³¨±¨ ¶ÊÎ±  ¨ ¶μ¸²¥¤ÊÕÐ¥£μ ¶·¨³¥´¥´¨Ö ¶·¨¡²¨¦¥´-
´μ£μ ¶μ¤Ìμ¤  ¤²Ö ¨Ì ·¥Ï¥´¨Ö,  ´ ²μ£¨Î´μ£μ ³¥Éμ¤Ê Š·Ò²μ¢ Ä	μ£μ²Õ¡μ¢ Ä
Œ¨É·μ¶μ²Ó¸±μ£μ ¤²Ö ´¥²¨´¥°´ÒÌ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°.

4.1. „¨¸±·¥É´ Ö ³μ¤¥²Ó ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ¸ ´¥²¨´¥°´μ° ¶¥·¥¤ ÉμÎ-
´μ° Ì · ±É¥·¨¸É¨±μ° Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨. 4.1.1. � §μ¢μ¥ · §´μ¸É´μ¥ Ê· ¢-
´¥´¨¥. ‚ÒÏ¥ ¡Ò²μ ¶μ²ÊÎ¥´μ · §´μ¸É´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ (6), ±μÉμ·μ¥ ¤²Ö ¸³¥Ð¥´¨°
®¦¥¸É±μ£μ¯ ¸£Ê¸É±  ¢ ¤ ÉÎ¨±¥ ¶μ²μ¦¥´¨Ö ´  É·¥Ì ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´ÒÌ μ¡μ·μÉ Ì
(x[n+2], x[n+1] ¨ x[n]) ¶·¨ ´ ²¨Î¨¨ ±μ··¥±É¨·ÊÕÐ¥£μ ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¥£μ ¢μ§-
¤¥°¸É¢¨Ö Δx′

d[n] ¢ μÉ¸ÊÉ¸É¢¨¥ ¢´¥Ï´¥£μ ¢μ§¤¥°¸É¢¨Ö Éμ²± É¥²Ö (Δx′
e[n] = 0)

¨³¥¥É ¢¨¤

x[n + 2] − 2 cos (μ)x[n + 1] + x[n] =

=
√

β̂pβ̂d

(
sin (μ − η)Δx′

d[n + 1] + sin (η)Δx′
d[n]
)
. (46)

‚ ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¨Ì · §¤¥² Ì ¡Ò²μ ¶μ± § ´μ, ÎÉμ ¶·¨ ²¨´¥°´μ° § ¢¨¸¨³μ¸É¨ ¤¥³¶-
Ë¨·ÊÕÐ¥£μ ¢μ§¤¥°¸É¢¨Ö Δx′

d[n] μÉ ¸³¥Ð¥´¨Ö x[n] μ¸´μ¢´Ò¥ § ±μ´μ³¥·´μ¸É¨
§ ÉÊÌ ´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¸¢Ö§ ´Ò ¸ ¢¥²¨Î¨´μ° ¡ ² ´¸ 
Ë § Ψ, £¤¥ μ¶·¥¤¥²ÖÕÐ¨³¨ ¶ · ³¥É· ³¨ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ´ ¡¥£¨ Ë § μ ¨ η. ‘ Í¥²ÓÕ
¨¸±²ÕÎ¥´¨Ö £·μ³μ§¤±¨Ì ¢Ò±² ¤μ± ¨ ¢ÒÖ¢²¥´¨Ö μ¸´μ¢´ÒÌ ÔËË¥±Éμ¢, ¸¢Ö§ ´-
´ÒÌ ¸ ´¥²¨´¥°´μ° Ì · ±É¥·¨¸É¨±μ° Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨, ¶·¨³¥³√

β̂dβ̂p Δx′
d[n] = ε f(x[n]), ε = g κ,

£¤¥ f(x[n]) ¥¸ÉÓ ´¥²¨´¥°´ Ö ËÊ´±Í¨Ö μÉ x[n]. ‚ ¶·μ¸É¥°Ï¥³ ¸²ÊÎ ¥ μ¡ÒÎ´μ
· ¸¸³ É·¨¢ ÕÉ ±μ³¡¨´ Í¨Õ ²¨´¥°´μ£μ ¨ ±Ê¡¨Î¥¸±μ£μ Î²¥´μ¢

f(x[n]) = x[n] + (x[n])3g3,

£¤¥ g3 Å ³ ²Ò° ¶μ¸ÉμÖ´´Ò° ±μÔËË¨Í¨¥´É, μ¶¨¸Ò¢ ÕÐ¨° ¢±² ¤ ±Ê¡¨Î¥-
¸±μ° ¶μ¶· ¢±¨. �μ¸±μ²Ó±Ê g � 1, Éμ ¢¶μ²´¥ ¥¸É¥¸É¢¥´´μ ¶·¨³¥´¨ÉÓ ³¥Éμ¤
Š·Ò²μ¢ Ä	μ£μ²Õ¡μ¢ ÄŒ¨É·μ¶μ²Ó¸±μ£μ [67, 73], Ï¨·μ±μ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³Ò° ¤²Ö
·¥Ï¥´¨Ö ´¥²¨´¥°´ÒÌ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¸ ³ ²Ò³ ¶ · ³¥É·μ³, ±
·¥Ï¥´¨Õ ²¨´¥°´ÒÌ · §´μ¸É´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¸ ´¥²¨´¥°´μ° ¶¥·¥¤ ÉμÎ´μ° ËÊ´±-
Í¨¥° Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¸ ³ ²Ò³ ¶ · ³¥É·μ³ ε, · ¢´Ò³ ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÊ
μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨.

4.1.2. Œμ¤¨Ë¨± Í¨Ö ³¥Éμ¤  Š·Ò²μ¢ Ä�μ£μ²Õ¡μ¢ ÄŒ¨É·μ¶μ²Ó¸±μ£μ ¤²Ö
·¥Ï¥´¨Ö · §´μ¸É´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°. “· ¢´¥´¨¥ (46) ¢ ´Ê²¥¢μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ ¶μ g
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¨³¥¥É ·¥Ï¥´¨¥
x[n] ≡ xn = a sin ψ, ψ = nμ + φ,

£¤¥ a Å ´ Î ²Ó´ Ö  ³¶²¨ÉÊ¤ ; φ Å ´ Î ²Ó´ Ö Ë § . �·¨ ¶μ¸É·μ¥´¨¨ ¶·¨¡²¨-
¦¥´´ÒÌ ·¥Ï¥´¨° Ê· ¢´¥´¨Ö (46) ¶μ ³ ²μ³Ê ¶ · ³¥É·Ê ε = gκ ¶μ  ´ ²μ£¨¨ ¸
³¥Éμ¤μ³ Š·Ò²μ¢ Ä	μ£μ²Õ¡μ¢ ÄŒ¨É·μ¶μ²Ó¸±μ£μ ¸²¥¤Ê¥É ¸Î¨É ÉÓ [67,74]

xn = an sin (ψn) +
∞∑

m=1

εmxm(an, ψn), ψn = nμ + φn, (47)

£¤¥  ³¶²¨ÉÊ¤  an ¨ ¶·¨· Ð¥´¨¥ Ë §Ò φn § ¢¨¸ÖÉ μÉ n:

dan

dn
= εA1(an) + ε2A2(an) + . . . =

∞∑
m=1

εmAm(an), (48)

dφn

dn
= εΦ1(an) + ε2Φ2(an) + . . . =

∞∑
m=1

εmΦm(an). (49)

�¥¨§¢¥¸É´Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ xm ¥¸ÉÓ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨¥ ËÊ´±Í¨¨ ψn:

xm(an, ψn) = νm0(an) +
∞∑

k=2

[νmk(an) cos kψn + γmk(an) sinkψn], (50)

¶·¨Î¥³ νm1 = γm1 = 0, ¶μ¸±μ²Ó±Ê  ³¶²¨ÉÊ¤  an Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶μ²´μ°  ³¶²¨ÉÊ¤μ°
μ¸´μ¢´μ° £ ·³μ´¨±¨ ´  ²Õ¡μ³ Ï £¥ (μ¡μ·μÉ¥) n. �·¨´Í¨¶¨ ²Ó´μ ¢ ¦´μ, ÎÉμ
¢¸¥ £ ·³μ´¨±¨ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ´  Ï £¥ (μ¡μ·μÉ¥) n ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨³¨ ËÊ´±Í¨Ö³¨
μ¤´μ° Ë §Ò ψn, ´  Ï £¥ (n+1) Å Ë §Ò ψn+1 ¨ É ± ¤ ²¥¥. �·¨ ÔÉμ³ Ë §Ò ψn

¨ ψn+1 ³μ£ÊÉ · §²¨Î ÉÓ¸Ö ´  ¢¥²¨Î¨´Ê, μÉ²¨Î´ÊÕ μÉ μ, É ± ± ± Î¥·¥§ Φm μ´¨
§ ¢¨¸ÖÉ μÉ an. �μ¤¸É ¢²ÖÖ (47) ¸ ÊÎ¥Éμ³ (48), (49) ¨ (50) ¢ Ê· ¢´¥´¨¥ (46),
¢ ²¨´¥°´μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ ¶μ g ´¥É·Ê¤´μ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥
¤²Ö ¶μ¶· ¢μ± εA1 ±  ³¶²¨ÉÊ¤¥ ¨ ¶·¨· Ð¥´¨Õ Ë §Ò εΦ1, ¤²Ö  ³¶²¨ÉÊ¤ ν1m ¨
γ1m ±μ³¡¨´ Í¨μ´´ÒÌ £ ·³μ´¨±:[
A1(an) sin 2μ − Φ1(an)an 2 sin2 μ

]
cosψn −

−
[
A1(an) 2 sin2 μ + Φ1(an)an sin 2μ

]
sinψn + 4ν10(an) sin2 μ

2
−

− 4
∞∑

k=2

sin
(

(k + 1)μ
2

)
sin
(

(k − 1)μ
2

)[[
ν1k(an) cos kμ +

+ γ1k(an) sin kμ
]
cos kψn +

[
−ν1k(an) sin kμ + γ1k(an) cos kμ

]
sin kψn

]
=

= f(an sin ψn) sin η + f(an sin (ψn + μ)) sin (μ − η). (51)
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�É¸Õ¤  ¤²Ö  ³¶²¨ÉÊ¤Ò ¨ Ë §Ò μ¸´μ¢´μ° £ ·³μ´¨±¨ ¶μ²ÊÎ ÕÉ¸Ö Ê±μ·μÎ¥´´Ò¥
Ê· ¢´¥´¨Ö

dan

dn
=

gκ

2π

2π∫
0

f (an sin ψn) cos (ψn + η) dψn, (52)

dφn

dn
= − gκ

2πan

2π∫
0

f (an sin ψn) sin (ψn + η) dψn. (53)

�É¨ ¢Ò· ¦¥´¨Ö ¶μ Ëμ·³¥ ¸μ¢¶ ¤ ÕÉ ¸ Ê±μ·μÎ¥´´Ò³¨ Ê· ¢´¥´¨Ö³¨ ¤²Ö ´¥²¨-
´¥°´μ£μ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö, ¢ ±μÉμ·ÒÌ Ë §μ¢Ò° ¸¤¢¨£ η ≡ ψpd,
¸¢Ö§ ´´Ò° ¸ § ¤¥·¦±μ° ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¥£μ ¸¨£´ ² , ¶·¨¸ÊÉ¸É¢Ê¥É ¢ Ö¢´μ³ ¢¨¤¥
(¸²¥¤Ê¥É ´ ¶μ³´¨ÉÓ, ÎÉμ xn = an sinψn ¥¸ÉÓ ¸³¥Ð¥´¨¥ ¢ ³¥¸É¥ · ¸¶μ²μ¦¥´¨Ö
¤ ÉÎ¨±  ¶μ²μ¦¥´¨Ö,   ËÊ´±Í¨Ö f(xn) μ¶¨¸Ò¢ ¥É ¤¥°¸É¢¨¥ ¤¥Ë²¥±Éμ· ).

…¸²¨ f(xn) ¥¸ÉÓ ¶¥·¥¤ ÉμÎ´ Ö ËÊ´±Í¨Ö Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¸ ²¨´¥°´μ°
Ì · ±É¥·¨¸É¨±μ° (f(xn) = xn), Éμ ¸ ¶μ³μÐÓÕ Ê±μ·μÎ¥´´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° (52)
¨ (53) ´¥É·Ê¤´μ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ

an = a0 exp (−nα), ψn = 2πQn + φ,
(54)

α =
gκ

2
sin Ψ, Q = Q0 −

gκ

4π
cosΨ,

£¤¥ Ψ = η. ‚Ò· ¦¥´¨Ö ¤²Ö ¤¥±·¥³¥´É  α ¨ Î¨¸²  ±μ²¥¡ ´¨° Q § ¢¨¸ÖÉ μÉ
¡ ² ´¸  Ë § Ψ = η ¨ ¸μ¢¶ ¤ ÕÉ ¸ ¶·¨¡²¨¦¥´´Ò³¨ ·¥Ï¥´¨Ö³¨ (27), ¶μ²Ê-
Î¥´´Ò³¨ ¶·¨ ·¥Ï¥´¨¨ ²¨´¥°´ÒÌ · §´μ¸É´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¸ ¶μ³μÐÓÕ ³¥Éμ¤ 
Z-¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö ¤²Ö ¨¤¥ ²Ó´μ° ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ¸ ²¨´¥°´μ° ¶¥·¥¤ ÉμÎ-
´μ° ËÊ´±Í¨¥°.

‘²¥¤Ê¥É É ±¦¥ μÉ³¥É¨ÉÓ, ÎÉμ ¢ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ ¤²Ö ´¥²¨´¥°´ÒÌ ¶¥·¥¤ -
ÉμÎ´ÒÌ ËÊ´±Í¨° Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ·¥Ï¥´¨Ö ¤²Ö £ ·³μ´¨± ν1m ¨ γ1m

¢μ§³μ¦´Ò ¸μ£² ¸´μ Ê· ¢´¥´¨Õ (51) Éμ²Ó±μ ¶·¨ (k ± 1)Q0 
= n, £¤¥ k ¨
n Å ¶·μ¨§¢μ²Ó´Ò¥ Í¥²Ò¥ Î¨¸² . „ ´´μ¥ Ê¸²μ¢¨¥ ¸μ¢¶ ¤ ¥É ¸ É·¥¡μ¢ ´¨¥³
· §³¥Ð¥´¨Ö · ¡μÎ¥° ÉμÎ±¨ ¶μ Î¨¸²Ê ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¢´¥ ²¨´¥°´ÒÌ
·¥§μ´ ´¸μ¢ [31].

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ³¥Éμ¤ Š	Œ, ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´Ò° ¤²Ö ·¥Ï¥´¨Ö · §´μ¸É-
´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö, ¶·¨¢μ¤¨É ¢ ¸²ÊÎ ¥ ²¨´¥°´μ° ¶¥·¥¤ ÉμÎ-
´μ° Ì · ±É¥·¨¸É¨±¨ Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ± ·¥§Ê²ÓÉ É ³, ¸μ¢¶ ¤ ÕÐ¨³ ¸  ´ -
²¨É¨Î¥¸±¨³¨ ·¥Ï¥´¨Ö³¨ É¥Ì ¦¥ Ê· ¢´¥´¨° ¸ ¶μ³μÐÓÕ ³¥Éμ¤  Z-¶·¥μ¡· §μ¢ -
´¨Ö. �·¨ ÔÉμ³ ¸²¥¤Ê¥É ¶μ¤Î¥·±´ÊÉÓ, ÎÉμ ¢ ¶μ¸²¥¤´¥³ ¸²ÊÎ ¥ ¶μ²ÊÎ ÕÉ¸Ö ·¥-
Ï¥´¨Ö ¤²Ö ¶·μ¨§¢μ²Ó´ÒÌ ¢¥²¨Î¨´ ±μÔËË¨Í¨¥´É  μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ g, ¢ Éμ ¢·¥³Ö
± ± ³¥Éμ¤ Š	Œ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ²¨ÏÓ ¶·¨¡²¨¦¥´´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö ¶·¨ g � 1.
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4.2. �·¨³¥·Ò ¸¨¸É¥³ ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ¸ ´¥²¨´¥°´μ° ¶¥·¥¤ ÉμÎ´μ° Ì · ±É¥-
·¨¸É¨±μ° Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨. 4.2.1. ŠÊ¡¨Î¥¸± Ö ´¥²¨´¥°´μ¸ÉÓ. �·¨ μÉ-
¸ÊÉ¸É¢¨¨ Í¨Ë·μ¢μ£μ Ë¨²ÓÉ·  ¢ Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¶¥·¥¤ ÉμÎ´ Ö Ì · ±É¥·¨-
¸É¨±  ¸ ±Ê¡¨Î¥¸±μ° ´¥²¨´¥°´μ¸ÉÓÕ ¢ ´Ê²¥¢μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ ¨³¥¥É ¢¨¤

f(xn = an sin ψn) = xn + g3 x3
n = an sin ψn + a3

n

g3

4
(
3 sin ψn − sin 3ψn

)
.

„²Ö μ¸´μ¢´μ° £ ·³μ´¨±¨ ¨§ Ê±μ·μÎ¥´´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° (52) ¨ (53) ¶μ²ÊÎ ¥³

dan

dn
= −gκ sin η

2

(
an +

3g3

4
a3

n

)
,

dφn

dn
= −gκ cos η

2

(
1 +

3g3

4
a2

n

)
. (55)

�É¸Õ¤  ¤²Ö ¨§³¥´¥´¨Ö  ³¶²¨ÉÊ¤Ò ±μ²¥¡ ´¨° ¢ ¸£² ¦¥´´μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨
¨³¥¥³

an =
a0 exp (−nα)√

1 + (3g3 a2
0/4)

(
1 − exp (−2nα)

) , α =
gκ

2
sin η. (56)

�Éμ ¢Ò· ¦¥´¨¥ ¤²Ö § ¢¨¸¨³μ¸É¨  ³¶²¨ÉÊ¤Ò ±μ²¥¡ ´¨° μÉ ¢·¥³¥´¨ ¸μ¢¶ -
¤ ¥É ¸ Ìμ·μÏμ ¨§¢¥¸É´Ò³ ·¥§Ê²ÓÉ Éμ³ ¤²Ö ´¥²¨´¥°´μ£μ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ
Ê· ¢´¥´¨Ö ¢¨¤  ẍ + ω2x = −2(ε/T0)(ẋ + ε3ẋ

3) ¤²Ö μ¸Í¨²²ÖÉμ·  ¸μ ¸² ¡Ò³
É·¥´¨¥³ (ε � 1), § ¢¨¸ÖÐ¨³ μÉ ¸±μ·μ¸É¨ ¨ ¥¥ ±Ê¡¨Î¥¸±μ° ¶μ¶· ¢±¨ [67]. ‚
¶·¥¤¸É ¢²ÖÕÐ¥³ ¨´É¥·¥¸ ¶· ±É¨Î¥¸±μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¸ ³ ²Ò³ ±μÔËË¨Í¨¥´Éμ³ ´¥-
²¨´¥°´μ¸É¨ (3|g3|a2

0/4 � 1) ±μ²¥¡ ´¨Ö § ÉÊÌ ÕÉ ¸ ¤¥±·¥³¥´Éμ³ α, ±μÉμ·Ò°
¢μ§´¨± ¥É ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´ Ì ¸ ¸¨¸É¥³μ° ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ¸ ²¨´¥°´μ° ¶¥·¥¤ ÉμÎ´μ°
Ì · ±É¥·¨¸É¨±μ° Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨. „²Ö ¢¥²¨Î¨´Ò μÉ´μÏ¥´¨Ö  ³¶²¨ÉÊ¤
²¨´¥°´ÒÌ ¨ ´¥²¨´¥°´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¶μ²ÊÎ ¥³

lim
n→∞

an(linear)
an(nonlinear)

=
√

1 + 3g3 a2
0/4.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ®¦¥¸É± Ö¯ ´¥²¨´¥°´μ¸ÉÓ (g3 > 0) ¶·¨¢μ¤¨É ± ´¥¡μ²ÓÏμ³Ê
Ê¢¥²¨Î¥´¨Õ ¸±μ·μ¸É¨ Ê¡Ò¢ ´¨Ö  ³¶²¨ÉÊ¤Ò ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ -
´¨°, ¶·¨Î¥³ ÔÉμÉ ÔËË¥±É ±¢ ¤· É¨Î´Ò³ μ¡· §μ³ § ¢¨¸¨É μÉ ´ Î ²Ó´μ°  ³-
¶²¨ÉÊ¤Ò ±μ²¥¡ ´¨° a0. ‚ ¸²ÊÎ ¥ ®³Ö£±μ°¯ ´¥²¨´¥°´μ¸É¨ (g3 < 0) ¢μ§´¨± ¥É
´¥¡μ²ÓÏμ¥ Ê³¥´ÓÏ¥´¨¥ ¸±μ·μ¸É¨ Ê¡Ò¢ ´¨Ö  ³¶²¨ÉÊ¤Ò ±μ²¥¡ ´¨°.

�μ¶· ¢±¨ ¢ Î ¸ÉμÉÊ ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° É ±¦¥ § ¢¨¸ÖÉ μÉ ³ ²μ£μ ±μ-
ÔËË¨Í¨¥´É  ´¥²¨´¥°´μ¸É¨ 3g3a

2
0/4, ´μ § ÉÊÌ ÕÉ ¸ ¤¥±·¥³¥´Éμ³ 2α. �¤´ ±μ

¸²¥¤Ê¥É ¨§¡¥£ ÉÓ ¢²¨Ö´¨Ö ´¥²¨´¥°´μ¸É¥° ´  ¶μ¶· ¢±¨ μÉ Î ¸ÉμÉÒ, ¤²Ö Î¥£μ
´¥μ¡Ìμ¤¨³μ μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ÉÓ μ¶É¨³ ²Ó´Ò° ·¥¦¨³ ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ±μ²¥¡ ´¨°, ±μ£¤ 
cos η = 0.
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ˆ§ (51) Ö¸´μ, ÎÉμ ±Ê¡¨Î¥¸±¨° Ê¤ · ¢μ§¡Ê¦¤ ¥É É·¥ÉÓÕ £ ·³μ´¨±Ê ±μ²¥¡ -
´¨°:

4 sin 2μ sinμ
[
[ν13 cos 3μ + γ13 sin 3μ] cos 3ψn −

− [ν13 sin 3μ − γ13 cos 3μ] sin 3ψn

]
=

= a3
n

g3

4
(
sin η sin 3ψn + sin (μ − η) sin (3ψn + 3μ)

)
.

‚ ¨Éμ£¥ ¢ ¶¥·¢μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ μ¡Ð¥¥ ·¥Ï¥´¨¥ ¶·¨ n � 1 ¥¸ÉÓ

x[n] = an sin ψn+

+
(

gκ g3 a3
n

16

)
sin η sin (3ψn − 3μ) + sin (μ − η) sin 3ψn cos 3μ

sin 2μ sinμ
,

£¤¥  ³¶²¨ÉÊ¤  an ¨ Ë §  ψn § ¤ ´Ò ¢ (56) ¨ (55). ‚μ§¡Ê¦¤¥´¨¥ É·¥ÉÓ¥° £ ·-
³μ´¨±¨ ³μ¦¥É μ± § ÉÓ¸Ö ´¥¡² £μ¶·¨ÖÉ´Ò³ ÔËË¥±Éμ³ ¢¸²¥¤¸É¢¨¥ ¶·μÖ¢²¥´¨Ö
²¨´¥°´ÒÌ ·¥§μ´ ´¸μ¢.

4.2.2. ŠÊ²μ´μ¢¸±μ¥ É·¥´¨¥. ‚ ´¥²¨´¥°´μ° ³¥Ì ´¨±¥ ±Ê²μ´μ¢¸±¨³ É·¥-
´¨¥³ ´ §Ò¢ ÕÉ ¸¨²Ê É·¥´¨Ö, ±μÉμ· Ö ¶μ¸ÉμÖ´´  ¶μ ¢¥²¨Î¨´¥, ´¥ § ¢¨¸¨É μÉ
¸±μ·μ¸É¨ ¨ ¤¥°¸É¢Ê¥É ¢ ´ ¶· ¢²¥´¨¨, ¶·μÉ¨¢μ¶μ²μ¦´μ³ ¸±μ·μ¸É¨ [67]. �´ -
²μ£¨Î´ Ö ¸¨ÉÊ Í¨Ö ³μ¦¥É ¢μ§´¨±´ÊÉÓ, ±μ£¤  ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´¥ ¨³¥¥É¸Ö ¸¨¸É¥³ 
¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ¸μ ¸²¥¤ÊÕÐ¥° ¶¥·¥¤ ÉμÎ´μ° Ì · ±É¥·¨¸É¨±μ°:

fn(xn) =
{

gκak ¶·¨ xn > 0,
−gκak ¶·¨ xn < 0,

£¤¥ ak Å Ô±¢¨¢ ²¥´É´ Ö ¢¥²¨Î¨´  ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¥£μ Éμ²Î±  (¢ ¥¤¨´¨Í Ì ¸³¥-
Ð¥´¨Ö Î ¸É¨ÍÒ). ‡¤¥¸Ó É ±¦¥ ¶·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö, ÎÉμ · ¸¶μ§´ ¢ ´¨¥ §´ ±  ¸³¥-
Ð¥´¨Ö ¢μ§³μ¦´μ ¶·¨ ¸±μ²Ó Ê£μ¤´μ ³ ²μ° ¢¥²¨Î¨´¥ ¸³¥Ð¥´¨Ö. �Éμ μ§´ Î ¥É,
ÎÉμ ¢ Ê±μ·μÎ¥´´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨ÖÌ ¢ ´Ê²¥¢μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ xn = an sinψn ³μ¦´μ
¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ

fn(xn) =
{

ak ¶·¨ 0 < ψn < π,
−ak ¶·¨ π < ψn < 2π.

�μÔÉμ³Ê
dan

dn
= −2g ak

π
κ sin η,

dφn

dn
= −2g ak

π
κ cos η.

’ ±¨³ μ¡· §μ³,  ³¶²¨ÉÊ¤  ±μ²¥¡ ´¨° Ê³¥´ÓÏ ¥É¸Ö ¶μ ²¨´¥°´μ³Ê § ±μ´Ê ¶·¨
κ sin η > 0. �μ¸±μ²Ó±Ê 2g/π = 0,6366g > g/2, Éμ ´  ´ Î ²Ó´μ³ ÔÉ ¶¥ ¶μ-
¤ ¢²¥´¨Ö μ¸É ÉμÎ´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¢μ§´¨± ¥É ´¥¡μ²ÓÏμ° ¢Ò¨£·ÒÏ ¢ Ê¡Ò¢ ´¨¨
 ³¶²¨ÉÊ¤Ò ±μ²¥¡ ´¨°. �¤´ ±μ ´ ¤μ ÊÎ¨ÉÒ¢ ÉÓ, ÎÉμ ¶·¨ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¨ ¤ ´-
´μ° ¶¥·¥¤ ÉμÎ´μ° ËÊ´±Í¨¨ ¢μ§´¨± ÕÉ ´¥Î¥É´Ò¥ £ ·³μ´¨±¨. � ¶·¨³¥·, ¤²Ö
É·¥ÉÓ¥° £ ·³μ´¨±¨ ¶·¨ κ sin η = 1 ¨³¥¥³

gκx1 ∝ gak

3π
sin 3ψn.
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�μÖ¢²¥´¨¥ ´¥§ ÉÊÌ ÕÐ¥° £ ·³μ´¨±¨ ¸²¥¤Ê¥É ¨§ ¶·μ¸ÉÒÌ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¸μμ¡· -
¦¥´¨°, ¶μ¸±μ²Ó±Ê ¶·¨ ³ ²ÒÌ  ³¶²¨ÉÊ¤ Ì ±μ²¥¡ ´¨°, ±μ£¤  t > πa0/2gak,
´¥¢μ§³μ¦´μ ¨¤¥ ²Ó´μ¥ ¸μ£² ¸μ¢ ´¨¥ ¨³¶Ê²Ó¸´μ£μ Éμ²Î±  ¸ Ï £μ³ gak ¸ ¢μ§´¨-
± ÕÐ¥° ´ ¡²Õ¤ ¥³μ°  ³¶²¨ÉÊ¤μ° ±μ²¥¡ ´¨°, ¨§³¥´ÖÕÐ¥°¸Ö ¸ Ï £μ³ 2gak/π.

4.2.3. �¥²¨´¥°´Ò° ·¥¦¨³ ¸ μ£· ´¨Î¥´¨¥³ ¸¨²Ò ±μ··¥±Í¨¨. „²Ö ¸¨¸É¥³ ¶μ-
¤ ¢²¥´¨Ö ¸ μ£· ´¨Î¥´¨¥³ ¸¨²Ò ±μ··¥±Í¨¨ (¸ ¶¥·¥¤ ÉμÎ´μ° Ì · ±É¥·¨¸É¨±μ°
Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨, ¶μ²ÊÎ¨¢Ï¥° ´ §¢ ´¨¥ ®bang-bang¯) [75] § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ
³¥¦¤Ê ¸¨²μ° ±μ··¥±É¨·ÊÕÐ¥£μ Éμ²Î±  ¨ ¸³¥Ð¥´¨¥³ § ¤ ´  ¸²¥¤ÊÕÐ¥° ´¥²¨-
´¥°´μ° ËÊ´±Í¨¥°:

g f(x) =

⎧⎨⎩ gan ¶·¨ −ac � xn � ac,
gal ¶·¨ xn > ac,

−gal ¶·¨ xn < −ac.
(57)

„²Ö μ¸´μ¢´μ° £ ·³μ´¨±¨ ¨§ (51) ¶·¨ κ sin η = 1 ¨³¥¥³

−A1(an) =
1
2π

(
(4al − 2ac) sin ψc + (π − 2ψc)an

)
, (58)

Φ1(an) = 0, (59)

£¤¥
cosψc =

ac

an
¶·¨ an > ac ¨ ψc = 0 ¶·¨ an < ac. (60)

‚ μÉ²¨Î¨¥ μÉ ·¥¦¨³  ¸ ±Ê¡¨Î¥¸±μ° ´¥²¨´¥°´μ¸ÉÓÕ ´ ·Ö¤Ê ¸ μ¸´μ¢´μ° £ ·³μ-
´¨±μ° ¡Ê¤ÊÉ ¢μ§´¨± ÉÓ ´¥ Éμ²Ó±μ É·¥ÉÓÖ, ´μ ¨ ¡μ²¥¥ ¢Ò¸μ±¨¥ £ ·³μ´¨±¨, ÎÉμ
É¨¶¨Î´μ ¤²Ö ·¥Ï¥´¨° ´¥²¨´¥°´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°. ˆ§ (59) É ±¦¥ Ö¸´μ, ÎÉμ ¢ μÉ´μ-
Ï¥´¨¨ Ë §Ò ±μ²¥¡ ´¨° ¤²Ö ‘� ¸ μ£· ´¨Î¥´¨¥³ ¸¨²Ò ±μ··¥±Í¨¨ ¸¶· ¢¥¤²¨¢Ò
É¥ ¦¥ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨Ö, ÎÉμ ¨ ¶·¨¢¥¤¥´´Ò¥ ¢ · §¤¥²¥ ¤²Ö ·¥¦¨³  ¸ ±Ê¡¨Î¥¸±μ°
´¥²¨´¥°´μ¸ÉÓÕ.

ˆ§ (58) ¸ ÊÎ¥Éμ³ (52) ´¥É·Ê¤´μ ´ °É¨ É¥³¶ ¨§³¥´¥´¨Ö  ³¶²¨ÉÊ¤Ò ¸μ ¢·¥-
³¥´¥³. …¸²¨ an � ac, Éμ § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ  ³¶²¨ÉÊ¤Ò an μÉ n ¸μ¢¶ ¤ ¥É ¸ (54).
�·¨ an 
 ac ¶μ²ÊÎ ¥³

an � a0 −
2g al

π
n. (61)

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¤²Ö ³ ²ÒÌ  ³¶²¨ÉÊ¤ ±μ²¥¡ ´¨° (¶·¨ an � ac) ¤¨´ ³¨± 
¶ÊÎ±  ¢ ÉμÎ´μ¸É¨ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ²¨´¥°´μ³Ê ·¥¦¨³Ê, ÎÉμ ¢¶μ²´¥ ¥¸É¥¸É¢¥´´μ,
¶μ¸±μ²Ó±Ê ±μ··¥±É¨·ÊÕÐ¨° ¨³¶Ê²Ó¸ Éμ²± É¥²Ö Δx′

n ²¨´¥°´μ § ¢¨¸¨É μÉ μÉ-
±²μ´¥´¨Ö ¸£Ê¸É±  xn ¶·¨ an � ac. Šμ£¤  ´ Î ²Ó´ Ö  ³¶²¨ÉÊ¤  ±μ²¥¡ ´¨°
¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ´¥²¨´¥°´μ³Ê ·¥¦¨³Ê (¶·¨ a0 
 ac), Éμ ¢ ¶¥·¢μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨
 ³¶²¨ÉÊ¤  an § ¢¨¸¨É ²¨´¥°´μ μÉ ¢·¥³¥´¨ ¤μ É¥Ì ¶μ·, ¶μ±  ±μ··¥±É¨·ÊÕÐ¨°
¨³¶Ê²Ó¸ Éμ²± É¥²Ö ¶μ¸ÉμÖ´¥´ ¶μ ¢¥²¨Î¨´¥. �É³¥É¨³, ÎÉμ ²¨´¥°´ Ö § ¢¨¸¨-
³μ¸ÉÓ  ³¶²¨ÉÊ¤Ò μÉ ¢·¥³¥´¨ ¡Ò²  É ±¦¥ ¶μ²ÊÎ¥´  ¢ Î¨¸²¥´´ÒÌ · ¸Î¥É Ì ¢
· ¡μÉ¥ [69].
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�É´μÏ¥´¨¥ ¨§³¥´¥´¨°  ³¶²¨ÉÊ¤ §  μ¡μ·μÉ ¢ ²¨´¥°´μ³ ¨ ´¥²¨´¥°´μ³
·¥¦¨³ Ì ¥¸ÉÓ

Δan (¶·¨ an � ac)
Δan (¶·¨ an > ac)

� π

4
a0

al
.

‘²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ¶·¨ a0 � al ¨§³¥´¥´¨¥  ³¶²¨ÉÊ¤Ò §  μ¡μ·μÉ ¢ ¶¥·¢μ³ ¶·¨-
¡²¨¦¥´¨¨ ¡μ²ÓÏ¥ ¢ ´¥²¨´¥°´μ³ ·¥¦¨³¥, Î¥³ ¢ ²¨´¥°´μ³, É ± ÎÉμ ¢ ·¥¦¨³¥
®bang-bang¯ ¸ ´ Î ²Ó´Ò³ §´ Î¥´¨¥³ ±μÔËË¨Í¨¥´É  ¶¥·¥¤ Î¨ gal §  ´¥¸±μ²Ó±μ
μ¡μ·μÉμ¢ ¶·μ¨§μ°¤¥É ¡μ²ÓÏ¥¥ ¨§³¥´¥´¨¥  ³¶²¨ÉÊ¤Ò μ¸´μ¢´μ° £ ·³μ´¨±¨, Î¥³
§  ÉμÉ ¦¥ ¶·μ³¥¦ÊÉμ± ¢·¥³¥´¨ ¢ ²¨´¥°´μ³ ·¥¦¨³¥. �ÉμÉ ÔËË¥±É ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ
¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´ ¤²Ö Ê¸±μ·¥´¨Ö É¥³¶  ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö μ¸É ÉμÎ´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¸£Ê¸É±μ¢
´¥¶μ¸·¥¤¸É¢¥´´μ ¶μ¸²¥ ¨Ì ¨´¦¥±Í¨¨ ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´.

5. � ��‘’… 	Œˆ’’��‘� �“—Š� ‚ ‘ˆ�•��’���…
‚‘‹…„‘’‚ˆ… �˜ˆ��Š ˆ�†…Š–ˆˆ

��ˆ ��‹ˆ—ˆˆ ‘ˆ‘’…Œ› ��„�‚‹…�ˆŸ

‘¨¸É¥³ É¨Î¥¸± Ö ·¥ ±Í¨Ö ´  ¸²ÊÎ °´Ò¥ Ë²Ê±ÉÊ Í¨¨ ¢¥²¨Î¨´ ¸³¥Ð¥´¨°
³ ±·μμ¡Ñ¥±É  μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ · ¢´μ¢¥¸´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö, ·¥§Ê²ÓÉ Éμ³ ±μÉμ·μ°
¸É ´μ¢¨É¸Ö ¸ÉμÌ ¸É¨Î¥¸±¨° ¶·μÍ¥¸¸, ¸μ¶·μ¢μ¦¤ ÕÐ¨°¸Ö Ê³¥´ÓÏ¥´¨¥³ ¤¨¸-
¶¥·¸¨¨ ËÊ´±Í¨¨ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö Î ¸É¨Í ¢ ¸£Ê¸É±¥, ¶·¨¢μ¤¨É ± Ê³¥´ÓÏ¥´¨Õ
²¨´¥°´ÒÌ · §³¥·μ¢ ¶ÊÎ±  ¢ ¥£μ ¸¥Î¥´¨¨ ¨ ¶μ¢ÒÏ¥´¨Õ Ë §μ¢μ° ¶²μÉ´μ¸É¨.
’ ±μ° ¶·μÍ¥¸¸, ¶·μ¨¸Ìμ¤ÖÐ¨° ¸ Î ¸É¨Í ³¨ ¶ÊÎ±  ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´¥, ´ §Ò¢ -
¥É¸Ö ¸ÉμÌ ¸É¨Î¥¸±¨³ μÌ² ¦¤¥´¨¥³ [76Ä78]. …£μ ¶μ¸ÉμÖ´´ Ö ¢·¥³¥´¨ μ¡ÒÎ´μ
¸μ¶μ¸É ¢¨³  ¸ ¤¥¸ÖÉ± ³¨ ÉÒ¸ÖÎ ¶¥·¨μ¤μ¢ μ¡· Ð¥´¨Ö. ‚ Éμ ¦¥ ¢·¥³Ö ¤²Ö
¶μ¸ÉμÖ´´μ° ¢·¥³¥´¨ ¶·μÍ¥¸¸μ¢ Ë §μ¢μ£μ ¶¥·¥³¥Ï¨¢ ´¨Ö Î ¸É¨Í Ì · ±É¥·´ 
¢¥²¨Î¨´  ¤μ ÉÒ¸ÖÎ¨ ¶¥·¨μ¤μ¢ μ¡· Ð¥´¨Ö. �μÔÉμ³Ê ·μ¸É Ô³¨ÉÉ ´¸  ¢¸²¥¤¸É¢¨¥
μÏ¨¡μ± ¨´¦¥±Í¨¨ ¸²¥¤Ê¥É ¸μμÉ´μ¸¨ÉÓ ¸ ¶·μÍ¥¸¸ ³¨ Ë §μ¢μ£μ ¶¥·¥³¥Ï¨¢ ´¨Ö
Î ¸É¨Í ¢ ¸£Ê¸É±¥.

‚ ¤ ´´μ³ · §¤¥²¥ ¶·¨¢¥¤¥´μ μ¶¨¸ ´¨¥ μ·¨£¨´ ²Ó´μ°  ´ ²¨É¨Î¥¸±μ° ³μ-
¤¥²¨ [79,80], ¶μ§¢μ²ÖÕÐ¥° · ¸¸Î¨É ÉÓ ·μ¸É Ô³¨ÉÉ ´¸  ¶ÊÎ±  ¢¸²¥¤¸É¢¨¥ μÏ¨-
¡μ± ¨´¦¥±Í¨¨ ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´ ¶·¨ ´ ²¨Î¨¨ ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ
¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¸ ²¨´¥°´μ° ¨ ´¥²¨´¥°´μ° ¶¥·¥¤ ÉμÎ´μ° Ì · ±É¥·¨-
¸É¨±μ° Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¸ ÊÎ¥Éμ³ ¶·μÍ¥¸¸μ¢ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ¶ÊÎ± .

5.1. ”¨§¨±μ-³ É¥³ É¨Î¥¸± Ö ³μ¤¥²Ó. ‚μ§´¨± ÕÐ¨¥ ¶·¨ ¨´¦¥±Í¨¨ ¶ÊÎ± 
¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´ μÏ¨¡±¨, ¸¢Ö§ ´´Ò¥ ¸ ´¥¡μ²ÓÏ¨³ μÉ²¨Î¨¥³ ¨³¶Ê²Ó¸  ¨´¦¥±É¨-
·Ê¥³ÒÌ Î ¸É¨Í μÉ · ¸Î¥É´μ£μ §´ Î¥´¨Ö ¨²¨ ¸μ ¸³¥Ð¥´¨Ö³¨ Î ¸É¨Í μÉ´μ¸¨-
É¥²Ó´μ · ¸Î¥É´μ° μ·¡¨ÉÒ, ¶·¨¢μ¤ÖÉ ± ·μ¸ÉÊ Ô³¨ÉÉ ´¸  ¶ÊÎ±  ¢¸²¥¤¸É¢¨¥ ¶·μ-
Í¥¸¸μ¢ Ë §μ¢μ£μ ¶¥·¥³¥Ï¨¢ ´¨Ö. •μ·μÏμ ¨§¢¥¸É´μ, ÎÉμ ÔÉμÉ ·μ¸É Ô³¨ÉÉ ´¸ 
¢¸²¥¤¸É¢¨¥ μÏ¨¡±¨ āε ¥¸ÉÓ [11,81]

ε =
(

1 +
ā2

ε

2σ2
0

)
ε0, (62)
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£¤¥ ε0 Å ´ Î ²Ó´Ò° Ô³¨ÉÉ ´¸ ¶ÊÎ± , ±μÉμ·Ò° μ¶·¥¤¥²¥´ ¸·¥¤´¥±¢ ¤· É¨Î-
´Ò³¨ ¶ · ³¥É· ³¨ ¨´¦¥±É¨·Ê¥³ÒÌ ¸£Ê¸É±μ¢ [30, 40]. „ ²¥¥ ¡Ê¤¥É ¨¸¶μ²Ó-
§μ¢ ÉÓ¸Ö μ¡ÒÎ´μ¥ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¥ μ Éμ³, ÎÉμ ¸·¥¤´¥±¢ ¤· É¨Î´Ò° · §³¥· σ0

¸£Ê¸É±  ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ´μ·³ ²Ó´μ³Ê · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Õ (· ¸¶·¥¤¥²¥´¨Õ ƒ Ê¸¸ ).

�¨¸. 17. � ¸¶²Ò¢ ´¨¥ Ô³¨ÉÉ ´¸  ε0

¨´¦¥±É¨·Ê¥³μ£μ ¶ÊÎ±  ¤μ · ¢´μ-
¢¥¸´μ£μ §´ Î¥´¨Ö εdec ¢¸²¥¤¸É¢¨¥
μÏ¨¡±¨ Δā0 ¨ ¶·μÍ¥¸¸μ¢ Ë §μ¢μ£μ
¶¥·¥³¥Ï¨¢ ´¨Ö ´  Ë §μ¢μ° ¶²μ¸±μ-
¸É¨ (x, ẋ/Ω) [11]

‚ Ê· ¢´¥´¨¨ (62) ¶·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö, ÎÉμ ¢¸¥
Î ¸É¨ÍÒ ¨´¦¥±É¨·Ê¥³μ£μ ¶ÊÎ±  ¸ Ô³¨É-
É ´¸μ³ ε0 · ¸¶·¥¤¥²ÖÕÉ¸Ö (¸³. ·¨¸. 17) ´ 
¡μ²ÓÏÊÕ Ë §μ¢ÊÕ ¶²μÐ ¤Ó εdec ¢ É¥Î¥´¨¥
¶·μ³¥¦ÊÉ±  ¢·¥³¥´¨, § ¢¨¸ÖÐ¥£μ μÉ ¶μ-
¸ÉμÖ´´μ° ¢·¥³¥´¨ τdec ¶¥·¥Ìμ¤  ±μ£¥·¥´É-
´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¢ ´¥±μ£¥·¥´É´Ò¥. ” §μ¢ Ö
¶²μÐ ¤Ó § ¤ ´  ± ± (x, ẋ/Ω), £¤¥ x Å
¸³¥Ð¥´¨¥ Í¥´É·  ÉÖ¦¥¸É¨ ¸£Ê¸É±  μÉ´μ¸¨-
É¥²Ó´μ · ¢´μ¢¥¸´μ° μ·¡¨ÉÒ. ‡¤¥¸Ó Ω Å
Í¨±²¨Î¥¸± Ö Î ¸ÉμÉ  ³ ²ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ
(¡¥É É·μ´´ÒÌ) ±μ²¥¡ ´¨°.

‘²¥¤Ê¥É ¶μ¤Î¥·±´ÊÉÓ, ÎÉμ ¢ μÉ¸ÊÉ-
¸É¢¨¥ ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¨Ì ¶·μÍ¥¸¸μ¢ ¢Ìμ¤Ö-
Ð Ö ¢ Ê· ¢´¥´¨¥ (62) ¢¥²¨Î¨´  ´ Î ²Ó-
´μ° μÏ¨¡±¨ āε ¥¸ÉÓ § ¤ ´´μ¥ ´ Î ²Ó´Ò³¨
Ê¸²μ¢¨Ö³¨ ¶μ¸ÉμÖ´´μ¥ §´ Î¥´¨¥. �·¨ ´ -
²¨Î¨¨ ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ
±μ²¥¡ ´¨° ¢μ§´¨± ÕÐ¥¥ ¡Ò¸É·μ¥ Ê³¥´Ó-

Ï¥´¨¥ ¨Ì  ³¶²¨ÉÊ¤Ò ¢ ¶·¨¸ÊÉ¸É¢¨¨ ³¥¤²¥´´ÒÌ ¶·μÍ¥¸¸μ¢ Ë §μ¢μ£μ ¶¥·¥-
³¥Ï¨¢ ´¨Ö ¤μ²¦´μ ¶·¨¢μ¤¨ÉÓ ± ¢¥²¨Î¨´¥ Ô³¨ÉÉ ´¸ , ³¥´ÓÏ¥° εdec.

�³¶²¨ÉÊ¤  ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¸£Ê¸É±  ā(t) ¢ ¶·¨¸ÊÉ¸É¢¨¨ Éμ²Ó±μ
¶·μÍ¥¸¸μ¢ Ë §μ¢μ£μ ¶¥·¥³¥Ï¨¢ ´¨Ö, Ì · ±É¥·¨¸É¨±μ° ±μÉμ·ÒÌ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶μ-
¸ÉμÖ´´ Ö ¢·¥³¥´¨ τdec, Ê¤μ¢²¥É¢μ·Ö¥É ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ³Ê Ê· ¢´¥´¨Õ [79]

dā(t)
dt

= − ā(t)
τdec

. (63)

‚ ´ Î ²Ó´Ò° ³μ³¥´É ¢·¥³¥´¨ ā(t = 0) = Δā0. ‘²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ¨§³¥·¨É¥²Ó-
´Ò° ¤ ÉÎ¨± ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ¡Ê¤¥É Ë¨±¸¨·μ¢ ÉÓ Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ Ê³¥´Ó-
Ï ÕÐ¨¥¸Ö ¢¥²¨Î¨´Ò ¸³¥Ð¥´¨° ¶ÊÎ± .

„¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¨° ¤¥Ë²¥±Éμ· ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ¥É ²μ± ²Ó´μ¥
¨§³¥´¥´¨¥  ³¶²¨ÉÊ¤Ò ±μ²¥¡ ´¨° ¸£Ê¸É±  ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ ¸ ¢¥²¨Î¨´μ° ¥£μ ¦¥
¸³¥Ð¥´¨Ö ¢ ¨§³¥·¨É¥²Ó´μ³ ¤ ÉÎ¨±¥ ¢ ¶·¥¤Ï¥¸É¢ÊÕÐ¨° ³μ³¥´É ¢·¥³¥´¨. ’ ±
¶·μ¨¸Ìμ¤¨É ´  ± ¦¤μ³ μ¡μ·μÉ¥. �μ¸±μ²Ó±Ê ¨§³¥·¥´¨¥ ¢¥²¨Î¨´Ò ¸³¥Ð¥´¨Ö
¸£Ê¸É±  ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É μ¤´μ±· É´μ ¨ ²μ± ²Ó´μ ´  ± ¦¤μ³ μ¡μ·μÉ¥, Éμ ¢μ§´¨± ¥É
´¥±μ··¥±É¨·Ê¥³ Ö ¶μ£·¥Ï´μ¸ÉÓ ¨§³¥·¥´¨Ö ¢¸²¥¤¸É¢¨¥ ´¥¶·¥·Ò¢´μ ¶·μ¨¸Ìμ-
¤ÖÐ¥£μ ¶·μÍ¥¸¸  Ë §μ¢μ£μ ¶¥·¥³¥Ï¨¢ ´¨Ö Î ¸É¨Í. �É  ´¥±μ··¥±É¨·Ê¥³ Ö
¶μ£·¥Ï´μ¸ÉÓ ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´  ®³£´μ¢¥´´μ°¯ (´  ± ¦¤μ³ μ¡μ·μÉ¥)  ³¶²¨ÉÊ¤¥
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±μ²¥¡ ´¨° ¸£Ê¸É± . �μÔÉμ³Ê Ë¨£Ê·¨·ÊÕÐ¥¥ ¢ Ê· ¢´¥´¨¨ (62) ³£´μ¢¥´´μ¥ §´ -
Î¥´¨¥ ¢¥²¨Î¨´Ò āε ³μ¦´μ μÉμ¦¤¥¸É¢²ÖÉÓ ¸ ËÊ´±Í¨¥° āε(t) = Δā0 − a(t),
¶·¨Î¥³

dāε(t)
dt

=
ā(t)
τdec

(64)

¸ ´ Î ²Ó´Ò³ Ê¸²μ¢¨¥³ āε(t = 0) = 0.
‚ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ ¤¨´ ³¨±¨ ¸£Ê¸É±μ¢ ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´¥ ¸²¥¤Ê¥É ¨§³¥´¨ÉÓ ¤¨Ë-

Ë¥·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ (63), ¢±²ÕÎ¨¢ ¢ ´¥£μ ¢±² ¤ dād(t)/dt ¶·μÍ¥¸¸μ¢,
μ¡Ê¸²μ¢²¥´´ÒÌ ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¨³ ¢μ§¤¥°¸É¢¨¥³ ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö, ¨ ÊÎ¥¸ÉÓ
·μ¸É  ³¶²¨ÉÊ¤Ò ±μ²¥¡ ´¨° ¸ ¶μ¸ÉμÖ´´μ° ¢·¥³¥´¨ τinst ¨§-§  ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ-
¸É¨ ¶ÊÎ± :

dā(t)
dt

= − ā(t)
τdec

+
dād(t)

dt
+

ā(t)
τinst

. (65)

�Ê¸ÉÓ ´ °¤¥´μ ·¥Ï¥´¨¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö (65). …£μ ³μ¦´μ ¨¸-
¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ¤²Ö ·¥Ï¥´¨Ö ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö (64). ’μ£¤  ¢¥²¨Î¨´ 
 ³¶²¨ÉÊ¤Ò ±μ²¥¡ ´¨°, μÉ¢¥É¸É¢¥´´ Ö §  ·μ¸É Ô³¨ÉÉ ´¸ , ¥¸ÉÓ

lim
t→∞

āε(t) = Fε · Δā0, (66)

£¤¥ Fε Å Ëμ·³Ë ±Éμ·. ’ ±, Fε = 1 ¶·¨ ´ ²¨Î¨¨ Éμ²Ó±μ ¶·μÍ¥¸¸μ¢ Ë §μ¢μ£μ
¶¥·¥³¥Ï¨¢ ´¨Ö ¨ Fε < 1 ¶·¨ ÊÎ¥É¥ ¤¥°¸É¢¨Ö ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö. ‘²¥¤μ¢ -
É¥²Ó´μ, μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ¥ ¨§³¥´¥´¨¥ Ô³¨ÉÉ ´¸  ³μ¦´μ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ¸²¥¤ÊÕÐ¥°
Ëμ·³Ê²μ°: Δε

ε0
=

ε − ε0

ε0
=

(Δā0)2

2σ2
0

F 2
ε . (67)

5.2. ‘¨¸É¥³  ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ¸ ²¨´¥°´μ° ¶¥·¥¤ ÉμÎ´μ° Ì · ±É¥·¨¸É¨±μ°.
�·¨ ´ ²¨Î¨¨ ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ¸ ²¨´¥°´μ° ¶¥·¥¤ ÉμÎ´μ° Ì · ±É¥·¨¸É¨-
±μ° ¨³¥¥³

dād(t)
dt

= − ā(t)
τd

, (68)

£¤¥ τd Å ¶μ¸ÉμÖ´´ Ö ¢·¥³¥´¨ § ÉÊÌ ´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¢¸²¥¤¸É¢¨¥
¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¥£μ ¢μ§¤¥°¸É¢¨Ö ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö. �μ¤¸É ¢²ÖÖ (68) ¢ (65),
¶μ²ÊÎ ¥³ ¸²¥¤ÊÕÐ¥¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ¤²Ö ā(t):

dā(t)
dt

= − ā(t)
τdec

− ā(t)
τd

+
ā(t)
τinst

= − ā(t)
τo

. (69)

‘Ê³³ ·´ Ö ¢¥²¨Î¨´  ¶μ¸ÉμÖ´´μ° ¢·¥³¥´¨ τo ´ ¡²Õ¤ ¥³μ£μ ¶·μÍ¥¸¸  ¨§³¥´¥-
´¨Ö ā(t) ¥¸ÉÓ 1

τo
=

1
τdec

+
1
τd

− 1
τinst

. (70)

Šμ²¥¡ ´¨Ö ¡Ê¤ÊÉ § ÉÊÌ ÕÐ¨³¨, ¥¸²¨ τd < τinst < τdec. ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ·¥Ï¥-
´¨¥ (69) ¥¸ÉÓ

ā(t) = Δā0 exp (−t/τo) , (71)
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  ·¥Ï¥´¨¥ Ê· ¢´¥´¨Ö (64) ¸ ÊÎ¥Éμ³ ·¥Ï¥´¨Ö (71) ¤²Ö ā(t) ¨³¥¥É ¢¨¤

āε(t) =
τo

τdec
(1 − exp (−t/τo))Δā0. (72)

‚ ¨Éμ£¥, ¸μ£² ¸´μ (66), Ëμ·³Ë ±Éμ· Fε ¥¸ÉÓ

Fε =
1

Δa0
lim

t→∞
āε(t) =

τo

τdec
=
(

1 +
τdec

τd
− τdec

τinst

)−1

. (73)

�É¸Õ¤  ¢¥²¨Î¨´  μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ£μ ·μ¸É  Ô³¨ÉÉ ´¸  ¸μ£² ¸´μ (67) ¥¸ÉÓ

Δε

ε0
=

ε − ε0

ε0
=

(Δā0)2

2σ2
0

F 2
ε , Fε =

(
1 +

τdec

τd
− τdec

τinst

)−1

. (74)

…¸²¨ τinst = τd ¨²¨ τinst > τd → ∞, Éμ Fε = 1 ¨ (74) ¸μ¢¶ ¤ ¥É ¸ (62), É. ¥.
āε = Δā0. …¸²¨ τinst → ∞, Éμ

ε =

(
1 +

(Δā0)2

2σ2
0

(
1 +

τdec

τd

)−2
)

ε0. (75)

�Éμ ¢Ò· ¦¥´¨¥ ¸μ¢¶ ¤ ¥É ¸ Ëμ·³Ê²μ° ¤²Ö ·μ¸É  Ô³¨ÉÉ ´¸  ¨§ · ¡μÉÒ [12].
ˆ§ Ëμ·³Ê² (74) ¨ (75) Ö¸´μ, ÎÉμ Î¥³ ¡Ò¸É·¥¥ ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É ¶·μÍ¥¸¸ Ë §μ-

¢μ£μ ¶¥·¥³¥Ï¨¢ ´¨Ö (³¥´ÓÏ¥ ¢¥²¨Î¨´  τdec) ¶·¨ Ë¨±¸¨·μ¢ ´´μ° ¢¥²¨Î¨´¥ τd,
É¥³ ¡μ²ÓÏ¥ μÉ²¨Î¨¥ ±μ´¥Î´μ° ¢¥²¨Î¨´Ò Ô³¨ÉÉ ´¸  μÉ ¥£μ ´ Î ²Ó´μ£μ §´ Î¥-
´¨Ö ¤²Ö ¨´¦¥±É¨·Ê¥³μ£μ ¶ÊÎ±  (¸³. ·¨¸. 18). ‘²¥¤Ê¥É É ±¦¥ ¶μ¤Î¥·±´ÊÉÓ, ÎÉμ
¢¥²¨Î¨´  Ëμ·³Ë ±Éμ·  Fε ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ § ¢¨¸¨É μÉ τd. ’ ±, ¥¸²¨ τd → τinst,
É. ¥. τd ´¥§´ Î¨É¥²Ó´μ μÉ²¨Î ¥É¸Ö μÉ τinst, Éμ Fε → 1 ¨ ¸²¥¤¸É¢¨¥³ ´ Î ²Ó-
´μ° μÏ¨¡±¨ Δā0 ¸É ´μ¢¨É¸Ö ·μ¸É Ô³¨ÉÉ ´¸  ¤μ ³ ±¸¨³ ²Ó´μ£μ §´ Î¥´¨Ö εdec

�¨¸. 18. ƒ· Ë¨± § ¢¨¸¨³μ¸É¨ F 2
ε μÉ τdec/τd ¡¥§ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ (¸¶²μÏ´ Ö ²¨´¨Ö),

¶·¨ τinst = τdec (ÏÉ·¨Ìμ¢ Ö), τinst = τdec/2 (¶Ê´±É¨·´ Ö), τinst = τdec/4 (ÏÉ·¨Ì¶Ê´±-
É¨·´ Ö) [80]
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(É. ¥. ¤μ ¢¥²¨Î¨´Ò, ¶μ²ÊÎ ÕÐ¥°¸Ö ¶·¨ ´ ²¨Î¨¨ Éμ²Ó±μ ¶·μÍ¥¸¸μ¢ Ë §μ¢μ£μ
¶¥·¥³¥Ï¨¢ ´¨Ö). �μÔÉμ³Ê ¤μ²¦´μ ¢Ò¶μ²´ÖÉÓ¸Ö ¸É·μ£μ¥ ´¥· ¢¥´¸É¢μ

1
τd

− 1
τinst

� κ

τdec
.

‡´ Î¥´¨¥ κ = 1 Ê¦¥ ´¥μ¤´μ±· É´μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ²μ¸Ó ¤²Ö μÍ¥´μ± ¶·¥¢ÒÏ¥´¨Ö
¤¥±·¥³¥´É  T0/τd ´ ¤ ¨´±·¥³¥´Éμ³ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ T0/τinst ¨²¨ ¤¥±·¥³¥´-
Éμ³ Ë §μ¢μ£μ ¶¥·¥³¥Ï¨¢ ´¨Ö T0/τdec, ´ ¶·¨³¥·, ¢ μ¶·¥¤¥²¥´¨¨ ¸¥¶ · É·¨¸Ò
¤²Ö ¤¥±·¥³¥´Éμ¢. ‚ ¸μ£² ¸¨¨ ¸ Ëμ·³Ê² ³¨ (74) ¶μ²ÊÎ ¥³, ÎÉμ μÉ´μ¸¨É¥²Ó-
´Ò° ·μ¸É Ô³¨ÉÉ ´¸  Δε/ε ¶·¨ κ = 1 ¸μ¸É ¢²Ö¥É 12,5 %, ¥¸²¨ Δā0 � σ0.
’ ±ÊÕ ¢¥²¨Î¨´Ê ¶·¨·μ¸É  Ô³¨ÉÉ ´¸  ³μ¦´μ μÍ¥´¨¢ ÉÓ ± ± ¶·¥¤¥²Ó´μ ¤μ-
¶Ê¸É¨³μ¥ §´ Î¥´¨¥. ‘ ÊÎ¥Éμ³ ¶μ²ÊÎ¥´´ÒÌ ·¥§Ê²ÓÉ Éμ¢ μÍ¥´±Ê ¤²Ö κ ³μ¦´μ
ÊÉμÎ´¨ÉÓ. „¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, ¶·¨ ¶·μ¥±É¨·μ¢ ´¨¨ ¨´¦¥±Í¨μ´´μ° ¸¨¸É¥³Ò ¤²Ö
¢¥²¨Î¨´ μ¸É ÉμÎ´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° Δā0 μ¡ÒÎ´μ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ¸²¥¤ÊÕÐ Ö μÍ¥´± :
Δā0 � σ0. �·¨ ÔÉμ³ ¶·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö, ÎÉμ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´Ò° ·μ¸É Ô³¨ÉÉ ´¸ 
Δε/ε ¤μ²¦¥´ ¡ÒÉÓ ´¥ ¡μ²¥¥ 5 %, É. ¥. F 2

ε < 0,1. �É¸Õ¤  ¶μ²ÊÎ ¥³, ÎÉμ κ � 2.
5.3. ‘¨¸É¥³  ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ¸ ´¥²¨´¥°´μ° ¶¥·¥¤ ÉμÎ´μ° Ì · ±É¥·¨¸É¨±μ°.

„¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ¤²Ö ā(t) ¢ ¸²ÊÎ ¥ ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ¸ ´¥-
²¨´¥°´μ° ¶¥·¥¤ ÉμÎ´μ° Ì · ±É¥·¨¸É¨±μ° (±Ê¡¨Î¥¸± Ö ´¥²¨´¥°´μ¸ÉÓ) ¶μ¸²¥
¶μ¤¸É ´μ¢±¨ (55) ¢ (65) ¨³¥¥É ¸²¥¤ÊÕÐ¨° ¢¨¤:

dā(t)
dt

= − ā(t)
τdec

− ā(t)
τd

− 3g3

4
ā3(t)
τd

+
ā(t)
τinst

= − ā(t)
τo

− 3g3

4
ā3(t)
τd

, (76)

£¤¥ ¤²Ö τ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ (70). �¥Ï¥´¨¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢-
´¥´¨Ö (76) ¥¸ÉÓ

ā(t) =
Δā0 exp (−t/τo)√

1 + ξ(1 − exp (−2t/τo))
, (77)

£¤¥

ξ =
3g3

4
τo

τd
(Δā0)2. (78)

�μ¸²¥ ·¥Ï¥´¨Ö Ê· ¢´¥´¨Ö (64) ¤²Ö āε(t) ¸ ¢Ò· ¦¥´¨¥³ ā(t), ¶·¨¢¥¤¥´´Ò³
¢ (77), ¨ ¶μ¤¸É ´μ¢±¨ āε(t) ¢ Ê· ¢´¥´¨¥ (66) ´¥É·Ê¤´μ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ, ÎÉμ Ëμ·³Ë ±-
Éμ· Fε ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ · ¸¸Î¨É ´ ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ ¸μ ¸²¥¤ÊÕÐ¥° Ëμ·³Ê²μ° [79]:

Fε =
1

Δā0
lim

t→∞
āε(t) =

=
τo

τdec

√
|ξ|

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
arcsin

(√
|ξ|

1 + ξ

)
, ∀ g3 > 0,

ln
∣∣∣∣√ |ξ|

1 + ξ
+
√

1 +
|ξ|

1 + ξ

∣∣∣∣ , ∀ g3 < 0.

(79)
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…¸²¨ |ξ| � 1, Éμ ¤²Ö Fε ¢ (79) ¶μ²ÊÎ ¥³

Fε =
τo

τdec

√
1 + ξ

. (80)

‘μ¶μ¸É ¢²ÖÖ (80) ¸ Ëμ·³Ê²μ° ¤²Ö Ëμ·³Ë ±Éμ·  (73), ³μ¦´μ § ±²ÕÎ¨ÉÓ, ÎÉμ
¢ ¸²ÊÎ ¥ ´¥²¨´¥°´μ° ¶¥·¥¤ ÉμÎ´μ° Ì · ±É¥·¨¸É¨±¨ Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ §´ -
Î¥´¨¥ Ëμ·³Ë ±Éμ·  Fε ¢¸²¥¤¸É¢¨¥ ¥£μ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ ξ § ¢¨¸¨É μÉ ¢¥²¨Î¨´
μÏ¨¡μ± ¶·¨ ¨´¦¥±Í¨¨. �Éμ ¸μ¢¶ ¤ ¥É ¸ Ìμ·μÏμ ¨§¢¥¸É´Ò³ Ë ±Éμ³: ²¨´¥°´Ò¥
¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö ËÊ´±Í¨Õ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö ´¥ ¨§³¥´ÖÕÉ. �¤´ ±μ ¶·¨ ´¥²¨´¥°-
´μ° ¶¥·¥¤ ÉμÎ´μ° ËÊ´±Í¨¨ Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ±μ´¥Î´ Ö ËÊ´±Í¨Ö · ¸¶·¥¤¥-
²¥´¨Ö μÉ²¨Î ¥É¸Ö μÉ ´ Î ²Ó´μ°. ’ ±, ®¸£² ¦¨¢ ÕÐ¨°¯ ÔËË¥±É ¢μ§´¨± ¥É ¶·¨
g3 > 0. …¸²¨ g3 < 0, Éμ ¢μ§´¨± ¥É ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ¥ ®· §¡ÊÌ ´¨¥¯ ¶μ¶¥·¥Î´μ£μ
¸¥Î¥´¨Ö ¶ÊÎ± .

�¡ÒÎ´μ ¢ ¸¨¸É¥³ Ì ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ¢¸¥ Ê¸É·μ°¸É¢  ¢ Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¢Ò-
¶μ²´ÖÕÉ¸Ö ¸ ¢Ò¸μ±μ° ¸É¥¶¥´ÓÕ ²¨´¥°´μ¸É¨ ¨Ì ¶¥·¥¤ ÉμÎ´ÒÌ Ì · ±É¥·¨¸É¨±.
’ ±, É¨¶¨Î´Ò° ¤ ÉÎ¨± ¶μ²μ¦¥´¨Ö ¨³¥¥É ²¨´¥°´ÊÕ Ì · ±É¥·¨¸É¨±Ê Vin(xb)
¤²Ö § ¢¨¸¨³μ¸É¨ ·¥£¨¸É·¨·Ê¥³μ£μ ´ ¶·Ö¦¥´¨Ö Vin μÉ ¸³¥Ð¥´¨Ö ¶ÊÎ±  xb

¢¶²μÉÓ ¤μ ¢¥²¨Î¨´ μÉ±²μ´¥´¨° |xb| = 6 σ0 [82], ¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± ³ ±¸¨³ ²Ó´Ò°
¤μ¶Ê¸± ¶μ ÊÌμ¤ ³ ¶ÊÎ±  μÉ Í¥´É·  ¤ ÉÎ¨± , ¤ ¦¥ ¸ ÊÎ¥Éμ³ μÏ¨¡μ± ¨§-§  ´¥-
¸μ¢¶ ¤¥´¨Ö ¨³¶Ê²Ó¸  ¨´¦¥±É¨·Ê¥³ÒÌ Î ¸É¨Í ¸ · ¸Î¥É´Ò³ §´ Î¥´¨¥³, μ¡ÒÎ´μ
´¥ ¶·¥¢μ¸Ìμ¤¨É ±4 σ0 [56]. �É±²μ´ÖÕÐ¥¥ Ô²¥±É·μ³ £´¨É´μ¥ ¶μ²¥ ¢ ¤¥Ë²¥±-
Éμ·¥ μ¡ÒÎ´μ μ¤´μ·μ¤´μ¥. ‚ ± Î¥¸É¢¥  ´ ²μ£μ¢ÒÌ · ¤¨μÉ¥Ì´¨Î¥¸±¨Ì Ê¸É·μ°¸É¢
¢ Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¨¸¶μ²Ó§ÊÕÉ¸Ö ¢Ò¸μ±μ± Î¥¸É¢¥´´Ò¥ Ï¨·μ±μ¶μ²μ¸´Ò¥
³ ²μÏÊ³ÖÐ¨¥ Ê¸¨²¨É¥²¨. �·¨ ´ ¸É·μ°±¥ ¸ ¶ÊÎ±μ³ ²¨´¥°´μ¸ÉÓ Ì · ±É¥·¨-
¸É¨±¨ Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¸¶¥Í¨ ²Ó´μ ¶·μ¢¥·Ö¥É¸Ö, ¶·¨Î¥³ μ¸μ¡μ¥ ¢´¨³ -
´¨¥ Ê¤¥²Ö¥É¸Ö ¥¥ ¤¨´ ³¨Î¥¸±μ³Ê ¤¨ ¶ §μ´Ê (¶·¨³¥·´μ ¢ ¶·¥¤¥² Ì |xb| � 4σ0).
‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¤¨´ ³¨±  ¸£Ê¸É±  ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É § ±μ´μ³¥·´μ¸ÉÖ³, Ì · ±É¥·´Ò³
¤²Ö ³ ²ÒÌ ²¨´¥°´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ÉμÎ¥Î´ÒÌ μ¡Ñ¥±Éμ¢. ‘ ¶μ³μÐÓÕ ±μ³¶ÓÕÉ¥·-
´ÒÌ ³¥Éμ¤μ¢ μ¡· ¡μÉ±¨ Í¨Ë·μ¢μ£μ ¸¨£´ ²  ³μ¦´μ ¨§³¥´¨ÉÓ ¶¥·¥¤ ÉμÎ´ÊÕ
Ì · ±É¥·¨¸É¨±Ê Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨, ¸¤¥² ¢ ¥¥, ´ ¶·¨³¥·, ´¥²¨´¥°´μ°. ‚
´ ¸ÉμÖÐ¥³ · §¤¥²¥ ¶μ± § ´μ, ÎÉμ ¢μ§´¨± ÕÐ¨¥ ¶·¨ ÔÉμ³ ±μ²¨Î¥¸É¢¥´´Ò¥ ¨
± Î¥¸É¢¥´´Ò¥ § ±μ´μ³¥·´μ¸É¨ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ ·¥§Ê²ÓÉ É ³ ´¥²¨´¥°´μ° ¤¨´ -
³¨±¨ ÉμÎ¥Î´ÒÌ μ¡Ñ¥±Éμ¢. ‘²¥¤Ê¥É ¢´μ¢Ó ¶μ¤Î¥·±´ÊÉÓ, ÎÉμ ¸£Ê¸Éμ± Ö¢²Ö¥É¸Ö
³ ±·μμ¡Ñ¥±Éμ³. ‚μ§¤¥°¸É¢¨¥ ¢ ¤¥Ë²¥±Éμ·¥ ´  ¢¸¥ Î ¸É¨ÍÒ ¸£Ê¸É±  μ¤¨´ ±μ-
¢μ¥,   ·¥£¨¸É·¨·Ê¥³Ò° ¤ ÉÎ¨±μ³ ¶μ²μ¦¥´¨Ö ¸¨£´ ² ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²¥´ ¸³¥Ð¥-
´¨Õ Í¥´É·  ÉÖ¦¥¸É¨ ¸£Ê¸É± . �¥§Ê²ÓÉ¨·ÊÕÐ Ö ¦¥ § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ¢μ§¤¥°¸É¢¨Ö ´ 
³ ±·μμ¡Ñ¥±É (¸£Ê¸Éμ±) μÉ ¢Ò§Ò¢ ÕÐ¥£μ ¥£μ ¸³¥Ð¥´¨Ö ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¸Ëμ·³¨·μ-
¢ ´  ± ± ´¥²¨´¥°´ Ö ËÊ´±Í¨Ö.

“Î¨ÉÒ¢ Ö ¸± § ´´μ¥ ¢ÒÏ¥, ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ¶μ¤Î¥·±´ÊÉÓ, ÎÉμ ¨´É¥£· Í¨Ö É· -
¤¨Í¨μ´´ÒÌ ¶μ¤Ìμ¤μ¢, ¶·¨³¥´Ö¥³ÒÌ ¢ ¸¨¸É¥³ Ì ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ¸ ²¨´¥°´μ° ¶¥-
·¥¤ ÉμÎ´μ° Ì · ±É¥·¨¸É¨±μ°, ¨ ±μ³¶ÓÕÉ¥·´ÒÌ ³¥Éμ¤μ¢ μ¡· ¡μÉ±¨ Í¨Ë·μ¢ÒÌ
¸¨£´ ²μ¢ ¢ Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨, ¶μ§¢μ²ÖÕÐ¨Ì Ëμ·³¨·μ¢ ÉÓ ´¥²¨´¥°´ÊÕ § ¢¨-
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¸¨³μ¸ÉÓ ³¥¦¤Ê ¨§³¥·Ö¥³Ò³ ¸¨£´ ²μ³ ¨ ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¨³ ¢μ§¤¥°¸É¢¨¥³, μÉ±·Ò-
¢ ¥É ´μ¢Ò¥ ¢μ§³μ¦´μ¸É¨ ¤²Ö ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö ²¨´¥°´μ° ¨ ´¥²¨´¥°´μ° ¤¨´ ³¨±¨
¶ÊÎ±  ¢ Ê¸±μ·¨É¥²Ó´μ° Ë¨§¨±¥.

‡�Š‹
—…�ˆ…

‚ ´ ¸ÉμÖÐ¥³ μ¡§μ·¥ ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ ¨§²μ¦¥´Ò ³¥Éμ¤Ò  ´ ²¨§  ¤¢¨-
¦¥´¨Ö § ·Ö¦¥´´μ£μ ¸£Ê¸É±  ¢ Ëμ±Ê¸¨·ÊÕÐ¥³ ³ £´¨É´μ³ ¶μ²¥ ¸¨´Ì·μÉ·μ´ 
(¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨° ¶·μÍ¥¸¸ ¢ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥), ¶μ¤¢¥·£ ÕÐ¥£μ¸Ö ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¥³Ê
¢μ§¤¥°¸É¢¨Õ ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö (¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨° ¶·μÍ¥¸¸ ¢μ ¢·¥³¥´¨), ±μÉμ-
·μ¥ ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´μ ¸³¥Ð¥´¨Õ ÔÉμ£μ ¸£Ê¸É±  ¢ ¶·¥¤Ï¥¸É¢ÊÕÐ¨¥ ³μ³¥´ÉÒ
¢·¥³¥´¨. ‘¨¸É¥³ É¨§¨·μ¢ ´Ò ¨ ÊÉμÎ´¥´Ò ¨³¥ÕÐ¨¥¸Ö ¤ ´´Ò¥ ¨ ¶·¨¢¥¤¥´Ò § -
±μ´μ³¥·´μ¸É¨ ¨ μ£· ´¨Î¥´¨Ö ¤²Ö ¤¥±·¥³¥´Éμ¢ ¨ ¸¤¢¨£μ¢ Î ¸ÉμÉ § ÉÊÌ ÕÐ¨Ì
±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¶ÊÎ±  ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´ Ì ¸ Í¨Ë·μ¢Ò³¨ Ï¨-
·μ±μ¶μ²μ¸´Ò³¨ ¸¨¸É¥³ ³¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨, ¶μ¤É¢¥·¦¤¥´´Ò¥ ¢ Ô±¸¶¥·¨³¥´É Ì
¸ ¶·μÉμ´´Ò³ ¶ÊÎ±μ³ ´  LHC.
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