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ˆ´¸É¨ÉÊÉ Ë¨§¨±¨ ¢Ò¸μ±¨Ì Ô´¥·£¨° � Í¨μ´ ²Ó´μ£μ ¨¸¸²¥¤μ¢ É¥²Ó¸±μ£μ Í¥´É· 

®ŠÊ·Î Éμ¢¸±¨° ¨´¸É¨ÉÊÉ¯, �·μÉ¢¨´μ, �μ¸¸¨Ö

�·¨¢¥¤¥´μ μ¶¨¸ ´¨¥ ·Ö¤  ³¥Éμ¤μ¢ ¸É É¨¸É¨Î¥¸±μ£μ  ´ ²¨§ , μÉ¢¥Î ÕÐ¨Ì § ¶·μ-
¸ ³, ¢μ§´¨± ÕÐ¨³ ¢ ±μ²² °¤¥·´ÒÌ Ô±¸¶¥·¨³¥´É Ì ¢ § ¤ Î Ì μ¡· ¡μÉ±¨ ¤¨¸±·¥É¨§¨-
·μ¢ ´´ÒÌ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨° ¤ ´´ÒÌ ¸ ÊÎ¥Éμ³ ¸¨¸É¥³ É¨Î¥¸±¨Ì ¨ ¸É É¨¸É¨Î¥¸±¨Ì μÏ¨¡μ±
¨§³¥·¥´¨°.

Descriptions of techniques of statistical analysis are given for common problems of
data analysis in collider experiments with incorporating different types of systematic and
statistic uncertainties.

PACS: 06.20.Dk; 02.50.-r
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�·¨  ´ ²¨§¥ ¤ ´´ÒÌ ¢ ±μ²² °¤¥·´ÒÌ Ô±¸¶¥·¨³¥´É Ì Î ¸Éμ ¢μ§´¨± ÕÉ
§ ¤ Î¨ ¸²¥¤ÊÕÐ¥£μ ·μ¤ : ¨§¢¥¸É´Ò ¶μ²ÊÎ¥´´Ò¥, ´ ¶·¨³¥·, ¨§ £¥´¥· Éμ·μ¢
Œμ´É¥-Š ·²μ Ëμ·³Ò · ¸¶·¥¤¥²¥´¨° ¸¨£´ ²Ó´μ£μ ¨ Ëμ´μ¢ÒÌ ¶·μÍ¥¸¸μ¢ (¤ -
²¥¥ Ï ¡²μ´Ò) ¨ É·¥¡Ê¥É¸Ö ¶·μ¨§¢¥¸É¨ c ¨Ì ¶μ³μÐÓÕ ¶μ¤£μ´±Ê · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö
Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´ÒÌ ¤ ´´ÒÌ ¤²Ö Ê¸É ´μ¢²¥´¨Ö μ£· ´¨Î¥´¨° ´  ¢¥²¨Î¨´Ê ¸¥Î¥-
´¨Ö ¸¨£´ ²Ó´μ£μ ¶·μÍ¥¸¸ , ÊÎÉÖ ¶·¨ ÔÉμ³ ¶·¨¸ÊÉ¸É¢ÊÕÐ¨¥ ¸É É¨¸É¨Î¥¸±¨¥ ¨
¸¨¸É¥³ É¨Î¥¸±¨¥ ¶μ£·¥Ï´μ¸É¨ ¢ μ¶·¥¤¥²¥´¨¨ ¤ ´´ÒÌ ¨ Ï ¡²μ´μ¢.

‚ · ¡μÉ¥ ¶·¨¢μ¤¨É¸Ö μ¶¨¸ ´¨¥ μ¤´μ£μ ¨§ ³¥Éμ¤μ¢ ·¥Ï¥´¨Ö μ¶¨¸ ´´μ° § -
¤ Î¨ ¤²Ö ¸²ÊÎ Ö, ±μ£¤  · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥ ¤ ´´ÒÌ ¨ Ï ¡²μ´Ò ¤¨¸±·¥É´Ò ¨ § ¤ ´Ò
¢ ¢¨¤¥ £¨¸Éμ£· ³³.

∗E-mail: Petr.Mandrik@ihep.ru
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1. ”“�Š–ˆŸ ���‚„���„��ˆŸ

�É¶· ¢´μ° ÉμÎ±μ° ¢ ·¥Ï¥´¨¨ § ¤ Î¨ ¶μ¤£μ´±¨ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶μ¸É·μ¥´¨¥ ËÊ´±-
Í¨¨ ¶· ¢¤μ¶μ¤μ¡¨Ö L(p) ∼ P (x|t,p), μÉ¢¥Î ÕÐ¥° ¢¥·μÖÉ´μ¸É¨ ´ ¡²Õ¤¥´¨Ö
´ ¡μ·  ¤ ´´ÒÌ x = {x1, x2, . . . , xn} ¶·¨ § ¤ ´´ÒÌ Ï ¡²μ´ Ì t ¨ §´ Î¥´¨ÖÌ
¶ · ³¥É·μ¢ p ¢ ´¥±μÉμ·μ° ³μ¤¥²¨. ‘ÊÐ¥¸É¢ÊÕÉ · §²¨Î´Ò¥ ¶ ±¥ÉÒ, É ±¨¥ ± ±
HistFactory [1] ¨ Theta [2], ¶·¥¤μ¸É ¢²ÖÕÐ¨¥ ¨´¸É·Ê³¥´É ·¨° ¤²Ö ¶μ¸É·μ¥-
´¨Ö ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±μ° ËÊ´±Í¨¨ ¶· ¢¤μ¶μ¤μ¡¨Ö. ’ ±, ¢ HistFactory ËÊ´±Í¨Ö
¶· ¢¤μ¶μ¤μ¡¨Ö ¨³¥¥É ¸²¥¤ÊÕÐ¥¥ ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥:

L(p) =
∏

b

Poisson (nb|Nb)
∏

i

f(pi|Pi),

£¤¥ Nb = Nb(t,p) Å μ¦¨¤ ¥³μ¥ §´ Î¥´¨¥ ¢ ¡¨´¥ b, ¢ ¶·μ¸É¥°Ï¥³ ¸²ÊÎ ¥ · ¢-
´μ¥ ¸Ê³³¥ §´ Î¥´¨° Ï ¡²μ´μ¢ ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥³ ¡¨´¥; f(pi|Pi) Å ËÊ´±Í¨Ö,
´ ±² ¤Ò¢ ÕÐ Ö μ£· ´¨Î¥´¨¥ ´  §´ Î¥´¨¥ ¶ · ³¥É·  pi.

�μ¸²¥ ¶μ¸É·μ¥´¨Ö ËÊ´±Í¨Ö L(p) ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´  ¤²Ö ´ Ìμ¦¤¥-
´¨Ö ËÊ´±Í¨¨ ¶²μÉ´μ¸É¨ ¢¥·μÖÉ´μ¸É¨ ¨ ¤μ¢¥·¨É¥²Ó´ÒÌ ¨´É¥·¢ ²μ¢ ¤²Ö ¶ · -
³¥É·μ¢ ³μ¤¥²¨ p. �·¨ ÔÉμ³ ±μ´±·¥É´Ò° ³¥Éμ¤ § ¢¨¸¨É μÉ ¶μ¤Ìμ¤  ± ¶μ´ÖÉ¨Õ
¢¥·μÖÉ´μ¸É¨ ¨ ¸²μ¦´μ¸É¨ · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ° ³μ¤¥²¨ [3]. ’ ±, ¢ ¡ °¥¸μ¢¸±μ³
¶μ¤Ìμ¤¥ f(pi|Pi) ¨´É¥·¶·¥É¨·Ê¥É¸Ö ± ±  ¶·¨μ·´μ¥ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥ ¶²μÉ´μ¸É¨
¢¥·μÖÉ´μ¸É¨ ¶ · ³¥É·  pi ¨ ¸μ¢¥·Ï ¥É¸Ö ¶¥·¥Ìμ¤ ± μ¡· É´μ° ¢¥·μÖÉ´μ¸É¨
P (p|t,x) ∼ L(p). ’μ£¤  ´ ¡μ· ¶ · ³¥É·μ¢ p, ¶·¨ ±μÉμ·μ³ ËÊ´±Í¨Ö ¶· ¢¤μ-
¶μ¤μ¡¨Ö ¤μ¸É¨£ ¥É ³ ±¸¨³Ê³ , É ±¦¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ´ ¨¡μ²¥¥ ¢¥·μÖÉ´Ò³ ¶·¨ ¨³¥Õ-
Ð¥³¸Ö ¨§³¥·¥´¨¨ x.

2. “—…’ �˜ˆ�Šˆ ˆ‡Œ…�…�ˆŸ

‘É É¨¸É¨Î¥¸± Ö μÏ¨¡±  ¤ ´´ÒÌ ÊÎ¨ÉÒ¢ ¥É¸Ö ¶·¨ ¢Ò¡μ·¥ ±μ´±·¥É´μ£μ
³ É¥³ É¨Î¥¸±μ£μ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨Ö ³μ¤¥²¨. „²Ö ÊÎ¥É  ¸É É¨¸É¨Î¥¸±μ° μÏ¨¡±¨
¤¨¸±·¥É´ÒÌ Ï ¡²μ´μ¢ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´ ³¥Éμ¤ 	 ·²μÊÄ	¨¸Éμ´ [4], ¢
±μÉμ·μ³ ¶·¥¤² £ ¥É¸Ö ¢¨¤μ¨§³¥´¥´´ Ö ËÊ´±Í¨Ö ¶· ¢¤μ¶μ¤μ¡¨Ö:

L(p) ∼ P (x|t,p) → L(p) ∼ P (x|T,p) · P (t|T),

£¤¥ P (t|T) Å ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´Ò° Î²¥´, μÉ¢¥Î ÕÐ¨° ¢¥·μÖÉ´μ¸É¨ ´ ¡²Õ¤¥´´μ£μ
´ ¡μ·  ¸μ¡ÒÉ¨° t ¢ Ï ¡²μ´ Ì ¶·¨ ´¥±μÉμ·μ³ ´¥¨§¢¥¸É´μ³ ®¨¸É¨´´μ³¯ Î¨¸²¥
¸μ¡ÒÉ¨° ¢ Ï ¡²μ´ Ì T. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¢ ËÊ´±Í¨Õ ¶· ¢¤μ¶μ¤μ¡¨Ö ¢¢μ¤¨É¸Ö
´ ¡μ· ¶ · ³¥É·μ¢, Î¨¸²μ ±μÉμ·ÒÌ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É Î¨¸²Ê ¡¨´μ¢/± ´ ²μ¢ ¨ ±μÉμ-
·Ò¥ ¶μ¤μ¡´μ ¤·Ê£¨³ ¶ · ³¥É· ³ ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ ´ °¤¥´Ò ´  ¸É ¤¨¨ ³¨´¨³¨§ Í¨¨
¨²¨ ¦¥  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨, ¶·¨ ¶μ¤Ìμ¤ÖÐ¥° ¸É·Ê±ÉÊ·¥ ËÊ´±Í¨¨ ¶· ¢¤μ¶μ¤μ¡¨Ö.
Š ± ¶· ¢¨²μ, ¢ ¶ ±¥É Ì ¤²Ö ¶μ¸É·μ¥´¨Ö ËÊ´±Í¨¨ ¶· ¢¤μ¶μ¤μ¡¨Ö ¨¸¶μ²Ó§Ê-
ÕÉ¸Ö · §²¨Î´Ò¥ ¢ ·¨ Í¨¨ ¤ ´´μ£μ ³¥Éμ¤ .
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‘¨¸É¥³ É¨Î¥¸±¨¥ μÏ¨¡±¨ ¨§³¥·¥´¨Ö ¢ · ³± Ì ¤ ´´μ° § ¤ Î¨ ³μ¦´μ · §-
¤¥²¨ÉÓ ´  É·¨ ± É¥£μ·¨¨:

1) ¢²¨ÖÕÐ¨¥ ´  ´μ·³ ²¨§ Í¨Õ Ï ¡²μ´μ¢;
2) ¨§³¥´ÖÕÐ¨¥ §´ Î¥´¨Ö ¢ ¡¨´ Ì Ï ¡²μ´μ¢ ¸±μ·¥²²¨·μ¢ ´´μ;
3) ¨§³¥´ÖÕÐ¨¥ §´ Î¥´¨Ö ¢ ¡¨´ Ì Ï ¡²μ´μ¢ ´¥¸±μ··¥²¨·μ¢ ´´Ò³ μ¡-

· §μ³.
“Î¥É ¸¨¸É¥³ É¨Î¥¸±¨Ì μÏ¨¡μ± ¶¥·¢ÒÌ ¤¢ÊÌ É¨¶μ¢ ¸Ìμ¦ ¸ ³¥Éμ¤μ³ 	 ·-

²μÊÄ	¨¸Éμ´ ¤²Ö ¸É É¨¸É¨Î¥¸±μ° μÏ¨¡±¨ ¨ § ±²ÕÎ ¥É¸Ö ¢ ¢¢¥¤¥´¨¨ ¢ ËÊ´±Í¨Õ
¶· ¢¤μ¶μ¤μ¡¨Ö ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´ÒÌ ®´¥§´ Î¨É¥²Ó´ÒÌ¯ ¶ · ³¥É·μ¢.

Š ¶·¨³¥·Ê, ¶Ê¸ÉÓ ¨³¥¥É¸Ö ³μ¤¥²Ó ¸¨£´ ²ÄËμ´ ¸ ¶ · ³¥É· ³¨ S ¨ B ´μ·-
³ ²¨§ Í¨¨ ¸¨£´ ²Ó´μ£μ ¨ Ëμ´μ¢μ£μ Ï ¡²μ´ . � ²¨Î¨¥ μÏ¨¡±¨ σL ¢ ´μ·³ -
²¨§ Í¨¨ Ï ¡²μ´μ¢ ¨§³¥´¨É ¨³¥ÕÐÊÕ¸Ö ËÊ´±Í¨Õ ¶· ¢¤μ¶μ¤μ¡¨Ö ¸²¥¤ÊÕÐ¨³
μ¡· §μ³:

P (x|S · tS , B · tB) → P (x|L · tS , L · tB) · P (L|L0, σL),

£¤¥ P (L|L0, σL) Å ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´Ò° ³´μ¦¨É¥²Ó, μ£· ´¨Î¨¢ ÕÐ¨° ¨§³¥´¥´¨¥
®´¥§´ Î¨É¥²Ó´μ£μ¯ ¶ · ³¥É·  L ¨¸Ìμ¤Ö ¨§ ¢¥²¨Î¨´Ò ¥£μ ´μ³¨´ ²Ó´μ£μ §´ Î¥-
´¨Ö L0 ¨ ´¥μ¶·¥¤¥²¥´´μ¸É¨ σL.

„²Ö ÊÎ¥É  μÏ¨¡±¨ ¢Éμ·μ£μ É¨¶  ÎÊ¢¸É¢¨É¥²Ó´Ò¥ ± ´¥° Ï ¡²μ´Ò ¸μ§¤ ÕÉ¸Ö
¶ÊÉ¥³ ¨´É¥·¶μ²ÖÍ¨¨ ³¥¦¤Ê ¸¢μ¨³¨ ´μ³¨´ ²Ó´Ò³¨ Ï ¡²μ´ ³¨ ¨ Ï ¡²μ´ ³¨,
¶μ²ÊÎ¥´´Ò³¨ ¶·¨ ¢ ·¨ Í¨¨ ¨§³¥·¥´´μ° ¸ μÏ¨¡±μ° ¢¥²¨Î¨´Ò. �·¨ ÔÉμ³ ¢
ËÊ´±Í¨¨ ¶· ¢¤μ¶μ¤μ¡¨Ö ¶μÖ¢²Ö¥É¸Ö ´μ¢Ò° ®´¥§´ Î¨É¥²Ó´Ò°¯ ¶ · ³¥É· ¨´-
É¥·¶μ²ÖÍ¨¨. � ¶·¨³¥·, ¥¸²¨ ¨³¥¥É¸Ö ´¥±μÉμ· Ö ¢¥²¨Î¨´  C, ¨§³¥·¥´´ Ö ¸
μÏ¨¡±μ° σC ¨ ¢²¨ÖÕÐ Ö ´  §´ Î¥´¨Ö ¡¨´μ¢ ¢ Ëμ´μ¢μ³ Ï ¡²μ´¥, Éμ

P (x|S · tS , B · tB) → P (x|S · ts, B · I(δ, tB, tCB− , tCB+
)),

£¤¥ I(δ, tB0 , t
C
B−

, tCB+
) Å ¨´É¥·¶μ²¨·ÊÕÐ Ö ËÊ´±Í¨Ö. ˜ ¡²μ´Ò tCB+

¨ tCB−
¶μ²ÊÎ¥´Ò ¶·¨ §´ Î¥´¨¨ ¢¥²¨Î¨´Ò C, · ¢´μ° C0 + σC ¨ C0 − σC ¸μμÉ¢¥É-
¸É¢¥´´μ,  ´ ²μ£¨Î´μ Éμ³Ê, ± ± · ´¥¥ ¢  ´ ²¨§¥ ¡Ò² ¶μ²ÊÎ¥´ ´μ³¨´ ²Ó´Ò°
Ï ¡²μ´ tB , μÉ¢¥Î ÕÐ¨° ¨§³¥·¥´´μ³Ê §´ Î¥´¨Õ C0.

Š É·¥ÉÓ¥° ± É¥£μ·¨¨ μÉ´μ¸ÖÉ¸Ö μÏ¨¡±¨, ÊÎ¥É ±μÉμ·ÒÌ ¶ÊÉ¥³ ¸±μ··¥²¨·μ-
¢ ´´μ£μ ¨§³¥´¥´¨Ö §´ Î¥´¨° ¢ ¡¨´ Ì Ï ¡²μ´μ¢ ¶·¨¢¥¤¥É ± ´¥¤μμÍ¥´±¥ ¢¥²¨-
Î¨´Ò ¶μ£·¥Ï´μ¸É¨. ˆÌ ¢±² ¤ ¢ ¨Éμ£μ¢Ò¥ §´ Î¥´¨Ö ¨§³¥·¥´¨° ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ μÍ¥-
´¥´ ¶μ¸·¥¤¸É¢μ³ ¶¸¥¢¤μÔ±¸¶¥·¨³¥´Éμ¢. „²Ö ÔÉμ£μ ¸É·μ¨É¸Ö ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´ Ö
³μ¤¥²Ó, Ï ¡²μ´Ò ¢ ±μÉμ·μ° ¸μ§¤ ÕÉ¸Ö ¢ ¨§³¥´¥´´ÒÌ Ê¸²μ¢¨ÖÌ, μÉ¢¥Î ÕÐ¨Ì
¢±² ¤Ê · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ° μÏ¨¡±¨. ‡ É¥³ ¶·μ¨§¢μ¤¨É¸Ö ¶μ¤£μ´±  ´μ³¨´ ²Ó´μ°
³μ¤¥²¨ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ° ³μ¤¥²ÓÕ

L(p) ∼ P (t0,p0|t,p)

¨ ¶μ ¢¥²¨Î¨´¥ ¸³¥Ð¥´¨Ö ¶μ²ÊÎ¥´´ÒÌ ¶ · ³¥É·μ¢ p μÉ p0 μÍ¥´¨¢ ¥É¸Ö ´¥-
μ¶·¥¤¥²¥´´μ¸ÉÓ ¢ ¨Ì μ¶·¥¤¥²¥´¨¨ ´  ·¥ ²Ó´ÒÌ ¤ ´´ÒÌ.
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‚ · ¡μÉ¥ ¶·¨¢¥¤¥´μ ±· É±μ¥ μ¶¨¸ ´¨¥ ·Ö¤  ³¥Éμ¤μ¢, ´ Ìμ¤ÖÐ¨Ì ¶·¨³¥-
´¥´¨¥ ¢ ±μ²² °¤¥·´ÒÌ Ô±¸¶¥·¨³¥´É Ì ¶·¨ ¸É É¨¸É¨Î¥¸±μ³  ´ ²¨§¥ ¤ ´´ÒÌ.
’ ±, ¢ Î ¸É´μ¸É¨, ¢ · ¡μÉ¥ [5] · ¸¸³ É·¨¢ ²¨¸Ó · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¤¨¸±·¨³¨-
´ ´É  ¢ÒÌμ¤  ´¥°·μ´´μ° ¸¥É¨ ¤²Ö ¤ ´´ÒÌ ¨ ¸¨£´ ²Ó´μ£μ ¨ Ëμ´μ¢ÒÌ ¶·μÍ¥¸-
¸μ¢, ¶μ²ÊÎ¥´´ÒÌ ¨§ ³μ¤¥²¨·μ¢ ´¨Ö Œμ´É¥-Š ·²μ. ‚±² ¤ ´¥μ¶·¥¤¥²¥´´μ¸É¨ ¢
¨§³¥·¥´¨¨ ¸¢¥É¨³μ¸É¨ μÍ¥´¨¢ ¥É¸Ö ¶ÊÉ¥³ ¢¢¥¤¥´¨Ö ¢²¨ÖÕÐ¥£μ ´  ´μ·³ ²¨§ -
Í¨Õ Ï ¡²μ´μ¢ ®´¥§´ Î¨É¥²Ó´μ£μ¯ ¶ · ³¥É· , ´¥μ¶·¥¤¥²¥´´μ¸ÉÓ ¢ ¨§³¥·¥´¨¨
Ô´¥·£¨¨ ¸É·Ê° Å ± ± μÏ¨¡±  ¢Éμ·μ£μ É¨¶  ¨§ ¶·¥¤¸É ¢²¥´´μ° ¢ÒÏ¥ ±² ¸¸¨-
Ë¨± Í¨¨, ´¥μ¶·¥¤¥²¥´´μ¸ÉÓ ¢ ¶ ·Éμ´´ÒÌ ËÊ´±Í¨ÖÌ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö Å ¶ÊÉ¥³
¶¸¥¢¤μÔ±¸¶¥·¨³¥´É . �μ¤μ¡´Ò³ μ¡· §μ³ ÊÎ¨ÉÒ¢ ÕÉ¸Ö ¨ ¤·Ê£¨¥ μÏ¨¡±¨.
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