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Показана связь C и T с операторами клиффордова комплексного сопряжения
и клиффордова транспонирования, и из этого следует, что они могут быть
точными симметриями только в явлениях, в которых фигурируют тензорные
величины, или в тех, где участвуют только спиноры или только сопряженные
спиноры. P , CT и CTP могут быть точными симметриями спиноров. Для элек-
трически заряженных спиноров также существует оператор симметрии iQ. Это
оператор отражения двух базисных клиффордовых векторов, соответствующих
внутренним степеням свободы спиноров.

We have shown that C and T are related to the Clifford complex conjugation
and Clifford transposition operators, and that they can be exact symmetries only
in phenomena in which tensor quantities appear or in those where only spinors or
only conjugated spinors are involved. P , CT and CTP can be exact symmetries
of spinors. The symmetry operator iQ also exists for electrically charged spinors.
This is operator of reflection of the two basis Clifford vectors corresponding to the
internal degrees of freedom of spinors.

PACS: 03.65.Fd; 11.30.Er; 11.30.Ly

ВВЕДЕНИЕ

Квантование полей фермионов на основе канонических антикомму-
тационных отношений (CAR) ввели Джордан и Вигнер [1]. Матема-
тическое обоснование подход получил в работах [2–5]. В современном
подходе алгебра канонических антикоммутационных соотношений (CAR-
алгебра) рассматривается как основополагающая при описании свойств
фермионов. Алгебра вторичного квантования бесконечномерна, и в ней
существует бесконечное количество унитарно-неэквивалентных пред-
ставлений [2, 3, 6]. Важнейшим из представлений CAR-алгебры является
фоковское. Это единственное неприводимое представление CAR-алгебры,
для которого существует вектор состояния вакуума [3].
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На основе принципов релятивистской ковариантности и постулатов
локальности элементов C∗-алгебр в [6–8] был предложен подход, по-
лучивший название аксиоматической алгебраической квантовой теории
поля. Мы предлагаем теорию супералгебраических спиноров [9–14],
которая является алгебраической квантовой теорией поля, развивающей
теорию алгебраических спиноров [15]. Она позволяет явным образом
построить вектор состояния вакуума в фоковском представлении и по-
лучить операторы поля фермионов, удовлетворяющие уравнению Дирака
и его обобщениям, без использования каких-либо физических соображе-
ний. В данной работе показано применение этой теории для изучения
свойств C-, P -, T -отражений, с обобщением преобразований группы
Лоренца на внутренние степени свободы спиноров.

1. СООТНОШЕНИЯ CAR-АЛГЕБРЫ И ГАММА-ОПЕРАТОРЫ

В супералгебраическом представлении 4-спиноров в качестве базис-
ных спиноров выступают грассмановы плотности θa(p) в импульсном
пространстве и производные по ним ∂/(∂θa(p)), a = 1, 2, 3, 4 [9–14].
Они являются образующими CAR-алгебры, порождаемой антикоммута-
ционными соотношениями{

∂

∂θk(p)
, θl(p′)

}
= δlkδ(p− p′), (1){

∂

∂θk(p)
,

∂

∂θl(p′)

}
= {θk(p), θl(p′)} = 0. (2)

Произвольный спинор Ψ является линейной комбинацией базисных
спиноров

Ψ =

∫
d3p

(
ψα(p)

∂

∂θα(p)
+ ψτ (p)θτ (p)

)
, (3)

где ψα(p) — комплексные коэффициенты, α = 1, 2; τ = 3, 4. Условие
нормировки

|Ψ|2 =
∫
d3p

(|ψα(p)|2 + |ψτ (p)|2) = 1. (4)

Грассманова плотность ∂/(∂θα(0)) — оператор уничтожения покоя-
щегося спинора, а θα(0) — оператор рождения такого спинора. Грас-
смановым плотностям можно сопоставить матричные столбцы теории
Дирака [9, 10, 13]
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Эрмитово сопряжение выражений (5) дает соответствие

θ1(p) ∼= ( 1 0 0 0 ), θ2(p) ∼= ( 0 1 0 0 ),
(6)

∂

∂θ3(p)
∼= ( 0 0 1 0 ),

∂

∂θ4(p)
∼= ( 0 0 0 1 ).

Инфинитезимальные преобразования базисных спиноров (5), (6), со-
храняющие соотношения (1), (2) CAR-алгебры, приводят к преобразова-
ниям операторов поля Ψ(p) из (3) в Ψ′(p) [11]

Ψ′(p) =
(
1+ iγ̂adωa +

1
4
γ̂abdωab

)
Ψ(p), (7)

где dωa и dωab = −dωba — вещественные параметры преобразований;
γ̂a = [γa, •], a= 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 и γ̂ab = γ̂aγ̂b = −γ̂bγ̂a = [γab, •], a �= b;
a, b = 0, 1, 2, 3, 4, 6, 7.

Оператор
Â = [A, •] (8)

означает коммутатор. При этом A является линейной комбинацией эле-
ментов вида ∂/(∂θi(p)) ∂/(∂θj(p)), ∂/(∂θi(p)) θj(p), θi(p)θj(p) и ÂΨ =
= [A, •]Ψ = [A,Ψ] = AΨ−ΨA.

Антикоммутирующие гамма-операторы γ̂a являются образующими ал-
гебры Клиффорда, которая определена при действии этих операторов на
векторы поля спиноров.

В разложении (7) участвует оператор γ̂4 = iγ̂5, а не γ̂5, и возникают
дополнительные базисные клиффордовы векторы, гамма-операторы γ̂6 и
γ̂7 [11–13]. Они не могут быть базисными векторами четырехмерного
пространства-времени и соответствуют внутренним степеням свободы
фермионов.

Гамма-операторы γ̂μ = [γμ, •], μ = 0, 1, 2, 3, являются аналогами мат-
риц Дирака γμD [11]. Результат их действия на грассмановы плотности
∂/(∂θ1(p)), ∂/(∂θ2(p)), θ3(p), θ4(p) соответствует действию гамма-матриц
Дирака на столбцы (5).

Лоренцев поворот exp (γ̂0kϕk), k = 1, 2, 3, преобразует оператор
∂/(∂θα(0)) уничтожения покоящегося спинора в оператор bα(p) уничто-
жения спинора с импульсом p. Это активное преобразование Лоренца —
состояние с нулевым импульсом преобразуется в состояние с импульсом
p. При этом ϕk — вещественные углы поворота 4-вектора от положения
с пространственным импульсом 0 к положению с пространственным
импульсом p.

Наиболее общий вид обобщенного дираковского сопряжения, обеспе-
чивающий лоренц-ковариантность преобразования сопряженных спино-
ров, представим как

Ψ = (MΨ)+, (9)
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где M — оператор, построенный из гамма-операторов [11]. Форма этого
оператора однозначно задается сигнатурой пространства-времени. В слу-
чае сигнатуры (1, –1, –1, –1) он, как показано в [11], должен иметь вид

M = λ1γ̂
0 + λ2γ̂

0γ̂5, (10)

где λ1 и λ2 — числовые коэффициенты. Выбором соответствующего
представления супералгебраических спиноров можно добиться равенств

M = eiϕγ̂0, Ψ = e−iϕ(γ̂0Ψ)+ = e−iϕ(•)+γ̂0Ψ. (11)

Оператор bα(p) является оператором рождения спинора с импуль-
сом p.

Требование, чтобы сопряженным с ∂/(∂θa(0)) оператором был θa(0),
приводит к условию

eiϕ = 1. (12)

Поэтому
M = γ̂0, (13)

Ψ = (γ̂0Ψ)+ = (•)+γ̂0Ψ. (14)

В соответствии с (13), (14) повторное сопряжение спиноров дает

Ψ = −Ψ. (15)

Этот вариант рассматривался во всех наших предыдущих рабо-
тах [9–14]. Однако из-за наличия внутренних степеней свободы су-
пералгебраических спиноров возможен второй вариант обобщенного ди-
раковского сопряжения, при котором оператор M отличен от (13). Для
произвольного спинора Ψ и сопряженного спинора Ψ

Q̂Ψ = Ψ, Q̂Ψ = −Ψ, (16)

где
Q̂ = iγ̂6γ̂7 (17)

является генератором вращений в плоскости γ̂6, γ̂7.
В результате с учетом (16) помимо (13), (14) возможен вариант

M = γ̂0Q̂ = iγ̂0γ̂6γ̂7, (18)

Ψ = (γ̂0Q̂Ψ)+ = (iγ̂0γ̂6γ̂7Ψ)+. (19)

При сопряжении спиноров эти варианты совпадают. Однако при по-
вторном сопряжении в варианте (13), (14) выполняется (15), а в вариан-
те (18), (19) выполняется

Ψ = Ψ. (20)

Легко проверить, что вариант сопряжения (13), (14) не сохраняет
соотношение (1) CAR-алгебры, и поэтому следует использовать вари-
ант (18), (19).
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В соответствии с [11] из (18), (19) следует, что в разложении (7)
операторы γ̂6 и γ̂7 должны иметь положительную сигнатуру. Во всех
предыдущих работах мы использовали вариант сопряжения (13), (14) и
считали, что сигнатура γ̂6 и γ̂7 отрицательна. Это никак не сказывалось
на полученных результатах. Однако в данной работе положительность
их сигнатуры очень существенна, и мы будем использовать γ̂6 = iγ̂6′ и
γ̂7 = −iγ̂7′, где γ̂6′ и γ̂7′ — это γ̂6 и γ̂7 из статей [11, 12]. При этом
γ̂6γ̂7 = γ̂6′γ̂7′, и формула (17) для оператора Q̂ остается в силе.

Таким образом, для сигнатуры пространства-времени (1,−1,−1,−1)
оператор M в формуле (9) обобщенного дираковского сопряжения, со-
храняющего CAR-алгебру, может быть приведен к виду M = γ̂0Q̂ пу-
тем выбора соответствующего представления гамма-операторов (анало-
гов матриц Дирака). В работе [14] показано, что такой вариант со-
пряжения является эрмитовым сопряжением, которое мы обозначили
как #, для второго варианта скалярного произведения, bα(p) = bα(p)

# и
bα(p)

## = bα(p). Поэтому операторы рождения и уничтожения оказыва-
ются эрмитово-сопряженными друг относительно друга, как в обычной
квантовой теории поля. Однако необходимо учитывать, что при преобра-
зованиях, оставляющих одно из двух различных скалярных произведе-
ний инвариантным, второе не будет сохраняться.

2. ДИСКРЕТИЗАЦИЯ ПРОСТРАНСТВА ИМПУЛЬСОВ
И СПИНОРНЫЕ ВАКУУМЫ

Дискретизация пространства импульсов проводится в соответствии
с процедурой, описанной в [9] и [12]. Мы разбиваем пространство
импульсов на сетку ячеек физически бесконечно малых объемов Δ3pi и
каждой ячейке приписываем конкретное дискретное значение импульса.
При такой дискретизации правую часть (1) в соответствии с [9, 12] необ-
ходимо заменить на дискретное приближение дельта-функции Дирака
δ(pi − pj) = (1/(Δ3pi))δ

i
j . При этом интегралы в формулах (3), (4) и т. д.

превращаются в дискретные суммы. Вектор состояния вакуума

ΨV =
∏
i

ΨV (pi) (21)

задается через локальные в пространстве импульсов множители

ΨV (pi) = (Δ3pi)
4 b1(pi) b1(pi) b2(pi) b2(pi) b3(pi) b3(pi) b4(pi) b4(pi). (22)

Для p = 0 выражение такого множителя

ΨV (0) = (Δ3p|p=0)
4 ∂

∂θ1(0)
θ1(0)

∂

∂θ2(0)
θ2(0)

∂

∂θ3(0)
θ3(0)

∂

∂θ4(0)
θ4(0).

(23)
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ΨV (pi) получаем из ΨV (0) с помощью лоренцевых поворотов
exp (γ̂0kϕk) каждого из множителей (23):

bl(pi) = exp (γ̂0kϕk)
∂

∂θl(0)

∣∣∣∣
p=0→p=pi

,

(24)
bl(pi) = exp (γ̂0kϕk)θ

l(0)|p=0→p=pi .

Они обладают антикоммутационным соотношениeм CAR-алгебры,
аналогичным соотношениям для ∂/(∂θk(pi)) и θl(pj) [9]:

{bk(pi), bl(pj)} = δlk
1

Δ3pi
δij , (25)

{bk(pi), bl(pj)} = {bk(pi), bl(pj)} = 0. (26)

Каждый множитель ΨV (pi) соответствует вакууму алгебраических
спиноров [16]. Единственное отличие заключается в том, что он соот-
ветствует не всем спинорам, а только состояниям с импульсом pi. Легко
проверить, что Ψ#

V = ΨV и (ΨV )
2 = ΨV .

Существует счетное бесконечное число неэквивалентных операторов
вакуума. Достаточно заменить в формуле (21) в ΨV (pi) из (22) поря-
док следования произвольного числа множителей bα(pi) и bα(pi). Такие
векторы состояния вакуума ΨV алгебраически полностью эквивалентны,
если считать изменившие порядок следования bα(pi) операторами рожде-
ния, а соответствующие операторы bα(pi) — операторами уничтожения. В
полном соответствии с [2] мы имеем бесконечное количество различных
векторов состояния вакуума, только для одного из которых при заданном
наборе операторов рождения и уничтожения имеет смысл оператор числа
частиц. Однако задание данных векторов состояния вакуума в явном
виде позволило обнаружить осмысленность всех этих векторов состояния
вакуума, если не фиксировать заранее, являются ли образующие CAR-
алгебры операторами рождения или операторами уничтожения. Вакуумы
отличаются только ролью этих образующих: являются они операторами
рождения или операторами уничтожения.

В теории алгебраических спиноров существуют различные трактовки
дополнительных столбцов-спиноров, возникающих в ней дополнительно
к теории Дирака. Проведенное рассмотрение показывает, что эти до-
полнительные спиноры принадлежат пространству с другим вакуумом,
который не является фоковским вектором состояния для рассматривае-
мых операторов рождения и уничтожения спиноров. Вакуумные средние
состояний, относящихся к нашей Вселенной, для этих вакуумов равны
нулю. Поэтому состояния с альтернативными вакуумами можно считать
относящимися к другим вселенным, не взаимодействующими с нашей.
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3. ОПЕРАТОРЫ P И P1 ПРОСТРАНСТВЕННОГО ОТРАЖЕНИЯ

Построение операторов сопряжения P , T , C обычно основано на
физических соображениях [17–22]. При этом базисные векторы про-
странства-времени, т. е. базисные клиффордовы векторы, оставляют неиз-
менными, а преобразуют координаты векторов. Такой подход удобен для
тензорных величин, но плохо применим к спинорам при наличии у них
внутренних степеней свободы, про которых неизвестно, как они влияют
на результаты таких преобразований.

В данной работе используется другой подход. Мы рассматриваем
активные линейные преобразования клиффордовых векторов, в том чис-
ле не только базисных векторов пространства-времени γ̂0, γ̂1, γ̂2, γ̂3,
но и клиффордовых векторов γ̂4, γ̂6, γ̂7, соответствующих внутренним
степеням свободы спиноров. При таком преобразовании клиффордовы
векторы, в том числе базисные, вращаются и отражаются (при несоб-
ственном преобразовании) вместе с выбранной системой координат. При
этом компоненты векторов (координаты в данной системе координат) не
меняются. Такое преобразование вектора X оператором A осуществля-
ется по закону

V ′ = AXA−1, (27)

при этом спинор Ψ преобразуется как

Ψ′ = AΨ. (28)

Для клиффордовых вращений существует произвол в числовом мно-
жителе в операторе A. Требование сохранения оператором A нормиров-
ки (4) и соотношений (25), (26) ограничивает его значениями 1 и −1.

Действие оператора (7) инфинитезимальных преобразований 1 +
+ dĜ = 1+ [dG, •] на оператор поля Ψ1Ψ2 · · ·Ψk k-частичного состояния
задается формулой

(1+ dĜ)Ψ1Ψ2 · · ·Ψk = 1+ [dG,Ψ1]Ψ2 · · ·Ψk +Ψ1[dG,Ψ2] · · ·Ψk + ... =

= (ed
̂GΨ1)(e

d ̂GΨ2) · · · (ed ̂GΨk), (29)

где скобки ограничивают область действия операторов ed
̂G.

Интегрирование (29) дает результат действия на Ψ1Ψ2 · · ·Ψk конеч-
ного оператора e

̂G:

e
̂G Ψ1Ψ2 · · ·Ψk = (e

̂G Ψ1)(e
̂G Ψ2) · · · (e ̂G Ψk). (30)

Преобразование (7) по построению сохраняет CAR-алгебру и пере-
водит спиноры в алгебраически эквивалентные, т. е. является преоб-
разованием симметрии. Поэтому и преобразование (30) является пре-
образованием симметрии. Видно, что оператор симметрии преобразует
одновременно все множители в (30).
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Если мы выберем dĜ = iγ̂0dω0, то оператор e
̂G превратится в eiγ̂

0ω0 =
= cosω0 + iγ̂0 sinω0, где ω0 — вещественная константа. Выберем ω0 =
= π/2. Тогда получим оператор симметрии Piγ̂0 , который действует на
одночастичное состояние так же, как коммутатор iγ̂0 = [iγ0, •]:

Piγ̂0Ψ = i[γ0,Ψ]. (31)

Поэтому для одночастичных состояний Piγ̂0 и iγ̂0 можно не разли-
чать. Однако при действии на произведение операторов поля Piγ̂0 дей-
ствует на каждый из множителей:

Piγ̂0Ψ1Ψ2 · · ·Ψk = i[γ0,Ψ1] i[γ
0,Ψ2] · · · i[γ0,Ψk] =

= (Piγ̂0Ψ1)(Piγ̂0Ψ2) · · · (Piγ̂0Ψk). (32)

Оператор Piγ̂0 унитарен. Произвольный клиффордов вектор X преоб-
разуется как

X ′ = Piγ̂0XP−1
iγ̂0 = iγ̂0X(−iγ̂0) = γ̂0Xγ̂0. (33)

Из (33) сразу следует

γ̂0′ = γ̂0, γ̂k′ = −γ̂k, k = 1, 2, 3, 4, 6, 7. (34)

Таким образом, оператор
P = Piγ̂0 (35)

отражает все базисные векторы, кроме γ̂0, в том числе γ̂6 и γ̂7. То есть
это оператор пространственного отражения, умноженного на оператор
отражения осей γ̂6 и γ̂7.

Проводя аналогичные рассуждения для dĜ = γ̂67dω67 = −iQ̂dω67, по-
лучаем оператор симметрии P−i ̂Q, обеспечивающий отражение состав-
ляющих векторов вдоль осей γ̂6 и γ̂7 и оставляющий неизменными все
остальные составляющие. В результате для оператора чисто простран-
ственного отражения мы получаем выражение

P1 = Piγ̂0P−i ̂Q = Pγ̂0 ̂Q. (36)

При этом оператор P1 действует на каждый множитель аналогично
оператору Piγ̂0 в (31), и то же относится к P−i ̂Q и всем другим операто-
рам преобразования симметрий.

Как оператор Piγ̂0 (или P−iγ̂0), так и оператор Pγ̂0 ̂Q можно считать
оператором пространственного отражения. В операторе Pγ̂0 ̂Q знак фик-
сируется требованием, чтобы сопряженным с ∂/(∂θa(0)) оператором был
θa(0), а для оператора P возможны варианты P = Piγ̂0 и P = P−iγ̂0 .
Далее мы будем указывать Piγ̂0 , подразумевая при этом возможность
наличия вместо него оператора P−iγ̂0 . Различие между Piγ̂0 и Pγ̂0 ̂Q в том,

что Piγ̂0 отражает не только пространственные оси γ̂1, γ̂2, γ̂3, но и
соответствующие внутренним степеням свободы оси γ̂6, γ̂7.
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Операторы γ̂0 и −γ̂0 в отличие от обычной алгебры Клиффорда не
являются равноправными, так как имеют разные знаки в правой части
уравнений

γ̂0 ∂

∂θk(pi)
=

∂

∂θk(pi)
,

(37)
(−γ̂0)

∂

∂θk(pi)
= − ∂

∂θk(pi)
.

Оператор −γ̂0 ведет себя аналогично γ̂0 только при замене операторов
уничтожения на операторы рождения, так как

(−γ̂0)θk(pi) = θk(pi), γ̂0θk(pi) = −θk(pi). (38)

С учетом такой замены вакуум (21) должен быть заменен на альтер-
нативный вакуум

ΨaltV =
∏
i

ΨaltV (pi), (39)

где ΨaltV (pi) соответствуют ΨV (pi) из формулы (22), в которых порядок
множителей (операторов рождения и уничтожения) изменен на противо-
положный:

ΨaltV (pi) = (Δ3pi)
4 b1(pi) b1(pi) b2(pi) b2(pi) b3(pi) b3(pi) b4(pi) b4(pi).

(40)
В соответствии с (39), (40) во Вселенной с вакуумом (39) роль

операторов рождения и уничтожения меняется: операторы bk(pi) явля-
ются не операторами рождения, как для Вселенной с вакуумом (21), а
операторами уничтожения. И операторы bk(pi) являются не операторами
уничтожения, а операторами рождения.

Рассмотрим вопрос об эквивалентности или неэквивалентности опе-
раторов Piγ̂0 и Pγ̂0 ̂Q. Оператор Q̂ (17) является аналогом оператора элек-
трического заряда в методе вторичного квантования и отличается от него
только наличием коммутатора [10–12]. Калибровочное преобразование

Ψ′ = ei
̂QϕΨ = eiϕ Ψ, Ψ

′
= ei

̂Qϕ Ψ = e−iϕ Ψ, (41)

где ϕ — произвольный вещественный параметр, обеспечивает перевод
спиноров и антиспиноров в физически эквивалентные состояния, что при
ϕ = ±π/2 дает

Ψ′ = iQ̂Ψ = iΨ, Ψ
′
= iQ̂Ψ = −iΨ. (42)

Поэтому для электрически заряженных спиноров и антиспиноров
умножение оператора поля на iQ̂ дает физически эквивалентное состоя-
ние, из-за чего операторы пространственного отражения Piγ̂0 и Pγ̂0 ̂Q для
них физически эквивалентны. Однако, как будет показано далее, для
CTP-сопряжения они неэквивалентны.
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4. ОПЕРАТОР T1 КЛИФФОРДОВА ОТРАЖЕНИЯ ОСИ
ВРЕМЕНИ

Оператор γ̂kl = (1/2)(γ̂kγ̂l − γ̂lγ̂k), k �= l, k, l = 0, 1, 2, 3, 4, 6, 7, как и
в обычном формализме алгебр Клиффорда, является оператором отраже-
ния двух осей γ̂k и γ̂l. В случае, когда сигнатура осей γ̂k и γ̂l совпадает,
аналогично тому, как мы вводили оператор Piγ̂0 , можно ввести оператор
Pγ̂kl , который действует на одночастичное состояние так же, как комму-
татор γ̂kl. Поэтому для одночастичных состояний Pγ̂kl и γ̂kl можно не
различать. Но при действии на произведение операторов одночастичных
состояний он действует одновременно на каждый из множителей. Опе-
раторы Piγ̂0 и Pγ̂kl имеют смысл только в рамках разложения (7). Они
осмысленны только как результаты интегрирования преобразования (7),
что приводит к уравнению (30), и одновременно преобразуют все опе-
раторы поля спиноров. То же относится к операторам преобразования
Лоренца, поскольку они являются интегралами (30) инфинитезимальных
преобразований (29).

Оператор λγ̂04 отражает ось времени и оставляет остальные оси неиз-
менными. Он сохраняет соотношения CAR-алгебры только при λ = ±i.
Поэтому P±γ̂05 является оператором отражения оси времени. Будем назы-
вать его оператором T1 клиффордова отражения оси времени. Покажем,
что оператор Pγ̂05 может быть оператором симметрии для векторных и
тензорных величин, но не для спиноров. Рассмотрим унитарный инфи-
нитезимальный оператор

U = eidG = 1+ idG = 1+ γ̂05dω05, (43)

где dω05 — бесконечно малый вещественный параметр.
Под действием оператора U спинор Ψ преобразуется как

Ψ′ = UΨ = (1+ γ̂05dω05)Ψ. (44)

При этом сопряженный спинор преобразуется как

Ψ
′
= (γ̂0(1+ γ̂05dω05)Ψ)+ = ((1− γ̂05dω05)γ̂

0Ψ)+ =

= (1− γ̂05dω05)(γ̂
0Ψ)+ = U−1Ψ. (45)

Следовательно, Ψ преобразуется как

Ψ
′
= U−1Ψ = U+Ψ = (1− γ̂05dω05)Ψ, (46)

что не соответствует закону преобразования (44) спинора. То есть U
может рассматриваться как оператор только при отсутствии сопряжен-
ных спиноров Ψ, поскольку он на них не может действовать. Ведь
в рассматриваемой алгебре оператор должен действовать на все элементы
одинаково, однако на сопряженные спиноры действует не U , а U−1 = U+.
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Результаты интегрирования преобразований (44) и (46) для конечного
угла ϕ

Ψ′ = (cosϕ+ γ̂05 sinϕ)Ψ,
(47)

Ψ
′
= (cosϕ− γ̂05 sinϕ)Ψ.

Из (47) получаем для ϕ = π/2

Ψ′ = γ̂05Ψ, (48)

Ψ
′
= −γ̂05Ψ. (49)

В соответствии с (28) и (27) получаем как в случае (48), так и в
случае (49)

γ̂0′ = −γ̂0, γ̂5′ = −γ̂5, γ̂k′ = γ̂k, k = 1, 2, 3, 6, 7. (50)

Преобразованиям (48) и (5), несмотря на их различие в знаке,
соответствуют одни и те же преобразования базисных клиффордовых
векторов (50). Следовательно, при рассматриваемом варианте отражения
оси времени

T1 = Pγ̂05 (51)

только сопряженные спиноры (49) преобразуются неправильным обра-
зом. А вот векторы и, следовательно, построенные из них тензоры при
этом преобразуются правильным образом. То есть в макроскопическом
мире, где все величины тензорные и спинорность величин не влияет на
результаты измерений, отражение оси времени будет оператором сим-
метрии.

Рассмотрим действие T1 на оператор вакуума, считая, что Pγ̂05 дей-
ствует на сопряженный спинор либо как оператор U = γ̂05, либо как
U−1 = −γ̂05. Оба этих варианта дают одинаковый вариант из-за того,
что в ΨV из формулы (21) каждый множитель ΨV (pi) в соответствии
с (22) содержит четное число множителей операторов поля сопряженных
спиноров. Для ΨV (0) из (23) находим

Pγ̂05ΨV (0) = ΨaltV (0),
(52)

ΨaltV (0) = (Δ3p|p=0)
4 θ1(0)

∂

∂θ1(0)
θ2(0)

∂

∂θ2(0)
θ3(0)

∂

∂θ3(0)
θ4(0)

∂

∂θ4(0)
.

Аналогично

Pγ̂05ΨV (pi) = ΨaltV (pi), Pγ̂05ΨV = ΨaltV . (53)

Как уже упоминалось, в ΨaltV (pi) и в ΨaltV все множители реверси-
рованы по отношению к ΨV (pi) и, соответственно, к ΨV . Для операторов
Piγ̂0a , a = 1, 2, 3, 6, 7, которые помимо отражения оси γ̂a также отража-
ют ось времени, действие на вакуум получается аналогичным. В резуль-
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тате действия этих операторов вакуум ΨV заменяется на альтернативный
вакуум ΨaltV , в котором последовательность умножения всех операторов
рождения и уничтожения сменена на противоположную. Таким образом,
оператор T1 обращения времени приводит к замене вакуума на альтерна-
тивный ΨaltV , который не эквивалентен вакууму ΨV . Для вакуума ΨaltV

операторы рождения играют роль операторов уничтожения, а операторы
уничтожения играют роль операторов рождения.

Аналогично доказывается, что операторами симметрии могут являть-
ся Pγ̂kl , k, l = 1, 2, 3, 4, 6, 7. А операторы Piγ̂0a , a = 1, 2, 3, 4, 6, 7, ко-
торые помимо прочего приводят к отражению оси времени γ̂0, унитарны,
сохраняют соотношения CAR-алгебры, но не могут являться операторами
симметрии для спиноров, в частности, оператор отражения оси времени
T1 = Pγ̂05 . Они могут соответствовать только приближенной симметрии,
не затрагивающей сопряженные спиноры. Помимо прочего оператор T1
меняет вакуум на альтернативный, в котором операторы рождения игра-
ют роль операторов уничтожения, а операторы уничтожения играют роль
операторов рождения.

5. ОПЕРАТОРЫ ОТРАЖЕНИЯ ОСИ ВРЕМЕНИ T
И ЗАРЯДОВОГО СОПРЯЖЕНИЯ C

Оператор транспонирования (•)T меняет порядок всех множите-
лей ∂/(∂θa(p)), θb(p′) и преобразует ∂/(∂θa(p)) в θa(p), а θb(p′) —
в ∂/(∂θb(p′)). Легко показать [9, 12], что

(•)T γ̂aΨ = −γ̂aΨT , a = 0, 2, 6,
(54)

(•)T γ̂bΨ = γ̂bΨT , b = 1, 3, 7.

Это означает, что оператор транспонирования (•)T отражает оси γ̂0,
γ̂2, γ̂6 и не меняет другие базисные векторы алгебры Клиффорда. Умно-
жив (•)T на оператор iγ̂26 отражения осей γ̂2 и γ̂6, получаем оператор
отражения оси времени

T = i(•)T γ̂26 = iγ̂26(•)T . (55)

Формула (55) справедлива только для одночастичного случая. При
наличии произведения одночастичных операторов ее необходимо заме-
нить на

T = (•)TPiγ̂26 = Piγ̂26(•)T . (56)

При действии на одночастичные операторы поля действие оператора T
совпадает с действием оператора T1 клиффордова отражения оси време-
ни. В частности, он сохраняет соотношения (1), (2) CAR-алгебры, именно
для этого в формуле (55) введен множитель i. Кроме того, как и T1, он
дает для сопряженных спиноров противоположный знак по сравнению с
тем, какой должен быть для согласованного с обобщенным дираковским
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сопряжением оператора. Поэтому он может быть оператором симметрии
только для тензорных величин и либо только для спиноров, либо только
для антиспиноров. Различие между T1 и T в том, что при действии
на произведение операторов поля T1 не меняет их порядок, а T меняет
их порядок на противоположный. Поэтому оператор T в отличие от T1
оставляет вакуум инвариантным.

Оператор эрмитова сопряжения, как показано ранее, оставляет ваку-
ум инвариантным, а он является произведением операторов транспозиции
и комплексного сопряжения. Следовательно, оператор комплексного со-
пряжения также оставляет вакуум инвариантным. Операторы отражения
всех осей, кроме оси времени, также оставляют вакуум инвариант-
ным. Кроме оператора T1 клиффордова отражения оси времени, никакой
другой оператор не меняет вакуум на альтернативный. Следовательно,
физически осмысленным является оператор отражения оси времени T ,
заданный в (55), а не T1 из (51).

Унитарный оператор T1 был введен Рака [25] и получил название
«оператор обращения времени Рака» [26]. Вигнер [20, 21], Швингер [22]
и Паули [26] рассматривали оператор T как антиунитарный. Однако
операции комплексного сопряжения и транспонирования зависят от кон-
кретного представления.

В рассматриваемом подходе операторы T1 и T не содержат ком-
плексного сопряжения и являются унитарными, а не антиунитарными.
Напомним, что при отражении какой-либо оси γ̂a этот базисный клиф-
фордов вектор меняется на −γ̂a, но не меняют знак ни координата xa,
ни оператор импульса i(∂/∂xa), ни его собственные числа.

Операторы T1 и T рассматривались Людерсом с соавторами [27],
и ими было отмечено, что T1 переводит представление CAR-алгебры
спиноров в неэквивалентное и при этом, как было сказано авторами,
обращает все одночастичное гильбертово пространство в нулевой вектор.
По-видимому, этот ошибочный вывод был сделан из-за недостаточного
понимания того, как оператор T1 преобразует вакуум, и обнаружения
факта, что операторы, считавшиеся для обычного вакуума операторами
рождения, уничтожают вектор состояния вакуума. Также в работе [27]
указывалось, что оператор T1 унитарен, из чего делался вывод, что
именно из-за этого он нефизичен. Как мы видели, его нефизичность
связана с тем, что он преобразует вакуум в альтернативный.

Теперь рассмотрим оператор комплексного сопряжения. В алгебре
Клиффорда он отличается от обычного комплексного сопряжения, в том
числе используемого в матричной алгебре [15], и которое зависимо
от представления. Он оставляет неизменными базисные клиффордовы
векторы, даже если в рассматриваемом представлении они комплексны.
Поэтому для тех операторов, которые в рассматриваемом представлении
мнимые, при комплексном сопряжении требуется дополнительное преоб-
разование, которое зеркально отражает эти оси [15]. В нашем случае
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мнимыми являются операторы γ̂2 и γ̂7. Поэтому оператор

C = Piγ̂27(•)∗ = −(•)∗Piγ̂27 (57)

является оператором инвариантного (клиффордова) комплексного сопря-
жения. Множитель i введен для того, чтобы оператор C не нарушал со-
отношения (1), (2) CAR-алгебры. Он меняет операторы рождения и уни-
чтожения спинора на операторы рождения и уничтожения антиспинора.
При этом в результате действия оператора C меняется знак собственных
чисел оператора заряда Q̂. Следовательно, C является оператором заря-
дового сопряжения. В рассматриваемом представлении он антиунитарен.

Рассмотрим согласованность оператора C с обобщенным дираковским
сопряжением

Ψ′ = CΨ = iγ̂27Ψ∗,

Ψ
′
= (γ̂0Q̂iγ̂27Ψ∗)+ = −iγ̂0γ̂27ΨT , (58)

Ψ
′
= CΨ = iγ̂27 (Ψ)∗

= iγ̂0γ̂27ΨT ,

т. е. Ψ
′
= −Ψ

′
и согласованности нет. Оператор зарядового сопряжения C

дает для сопряженных спиноров противоположный знак по сравнению с
тем, какой должен быть для согласованного оператора.

Оператор P сохраняет операторы рождения спиноров (антиспиноров)
операторами рождения спиноров (антиспиноров), а операторы уничто-
жения спиноров (антиспиноров) — операторами уничтожения спиноров
(антиспиноров). Кроме того, он сохраняет правильную частотность ко-
эффициентов перед этими операторами.

Оператор T преобразует операторы рождения спиноров (антиспино-
ров) в операторы уничтожения антиспиноров (спиноров), а операторы
уничтожения спиноров (антиспиноров) — в операторы рождения ан-
тиспиноров (спиноров). Он нарушает частотность коэффициентов перед
этими операторами: для операторов уничтожения они становятся отрица-
тельно-частотными, а для операторов рождения — положительно-частот-
ными.

Оператор C преобразует операторы рождения спиноров (антиспино-
ров) в операторы рождения антиспиноров (спиноров), а операторы уни-
чтожения спиноров (антиспиноров) — в операторы уничтожения антиспи-
норов (спиноров). Он также нарушает частотность коэффициентов перед
этими операторами: для операторов уничтожения они становятся отри-
цательно-частотными, а для операторов рождения — положительно-ча-
стотными.

В соответствии с (56) и (57)

CT = −TC = Pγ̂67(•)+ = P−i ̂Q(•)+ = (•)+P−i ̂Q. (59)

Оператор CT преобразует операторы рождения спиноров (антиспи-
норов) в операторы уничтожения этих спиноров (антиспиноров), а опе-
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раторы уничтожения спиноров (антиспиноров) — в операторы рождения
этих спиноров (антиспиноров). Он сохраняет правильную частотность
коэффициентов перед этими операторами. Поскольку T и C сохраняют
соотношения (1), (2) CAR-алгебры, CT также их сохраняет. Как T ,
так и C дают противоположный знак преобразованного сопряженного
спинора по сравнению с согласованным вариантом. Поэтому оператор
CT дает правильный знак и оказывается согласованным с обобщенным
дираковским сопряжением. То есть он может являться оператором сим-
метрии при одновременном наличии как спиноров, так и сопряженных
спиноров.

Для оператора CTP с учетом (59) получаем

CTP = (•)+Pγ̂0 ̂Q, CTPΨ =
(
γ̂0Q̂Ψ

)+

. (60)

Оператор CTP сохраняет соотношения (1), (2) CAR-алгебры и со-
гласован с операцией обобщенного дираковского сопряжения и поэтому
может являться оператором симметрии. Он сохраняет правильную ча-
стотность и совпадает с оператором обобщенного дираковского сопря-
жения. То есть операция CTP — это просто преобразование из спинора
в антиспинор и наоборот.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В связи со сказанным понятно нарушение в природе симметрий C
и T . Они могут быть симметриями только в явлениях, в которых фигу-
рируют тензорные величины, или в тех, где участвуют только спиноры
или только сопряженные спиноры. В то же время P , CT и CTP в рамках
проведенного рассмотрения могут быть точными симметриями.

Для электрически заряженных спиноров существует еще один опе-
ратор симметрии, iQ̂ = P−γ̂67 , который является оператором отражения
базисных клиффордовых векторов γ̂6 и γ̂7.

Причина нарушения пространственной симметрии, из-за которой опе-
ратор P не является оператором точной симметрии, пока непонятна.
Возможно, она связана со спонтанным нарушением симметрии [23, 24].
Однако полученный вывод о принципиальной невозможности точных
симметрий C и T для спиноров и возможности таких симметрий для
тензорных величин является весьма важным.
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