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�¡Ñ¥¤¨´e´´Ò° ¨´¸É¨ÉÊÉ Ö¤¥·´ÒÌ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨°, „Ê¡´ 

	 °¤¥´ ´μ¢Ò° É¨¶ Ê· ¢´¥´¨° ¤²Ö Ë¥°´³ ´μ¢¸±¨Ì ¨´É¥£· ²μ¢. �μ± § ´μ, ÎÉμ Ë¥°´³ ´μ¢¸±¨¥
¨´É¥£· ²Ò ¶μ¤Î¨´ÖÕÉ¸Ö ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´Ò³ Ê· ¢´¥´¨Ö³, ¸¢Ö§Ò¢ ÕÐ¨³ ¨´É¥£· ²Ò ¸ · §²¨Î´μ° ±¨´¥-
³ É¨±μ°. �·¥¤²μ¦¥´ ·¥£Ê²Ö·´Ò° ³¥Éμ¤ ¶μ²ÊÎ¥´¨Ö É ±¨Ì Ê· ¢´¥´¨°. � ¸¸³μÉ·¥´ ¢Ò¢μ¤ ËÊ´±Í¨μ-
´ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¤²Ö μ¤´μ¶¥É²¥¢ÒÌ ¤¢ÊÌ-, É·¥Ì- ¨ Î¥ÉÒ·¥ÌÉμÎ¥Î´ÒÌ ¨´É¥£· ²μ¢ ¸ ¶·μ¨§¢μ²Ó´Ò³¨
³ ¸¸ ³¨ ¨ ¢´¥Ï´¨³¨ ¨³¶Ê²Ó¸ ³¨. �μ± § ´μ, ÎÉμ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ ¨¸¶μ²Ó-
§μ¢ ´Ò ¤²Ö  ´ ²¨É¨Î¥¸±μ£μ ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö Ë¥°´³ ´μ¢¸±¨Ì ¨´É¥£· ²μ¢ ¢ · §²¨Î´Ò¥ ±¨´¥³ É¨Î¥¸±¨¥
μ¡² ¸É¨.

New types of equations for Feynman integrals are found. It is shown that Feynman integrals satisfy
functional equations connecting integrals with different kinematics. A regular method is proposed for
obtaining such relations. The derivation of functional equations for one-loop two-, three- and four-
point functions with arbitrary masses and external momenta is given. It is demonstrated that functional
equations can be used for the analytic continuation of Feynman integrals to different kinematic domains.
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’¥μ·¥É¨Î¥¸±¨¥ ¶·¥¤¸± § ´¨Ö ¤²Ö ¶² ´¨·Ê¥³ÒÌ Ô±¸¶¥·¨³¥´Éμ¢ ´  Ê¸±μ·¨É¥²ÖÌ LHC
¨ ILC É·¥¡ÊÕÉ §´ ´¨Ö ¶·¥Í¨§¨μ´´ÒÌ · ¤¨ Í¨μ´´ÒÌ ¶μ¶· ¢μ±. ‘²μ¦´μ¸ÉÓ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö
É ±¨Ì ¶μ¶· ¢μ± ¸¢Ö§ ´ , ¢ Î ¸É´μ¸É¨, ¸ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ¸ÉÓÕ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö Ë¥°´³ ´μ¢¸±¨Ì ¨´-
É¥£· ²μ¢, § ¢¨¸ÖÐ¨Ì μÉ ¡μ²ÓÏμ£μ Î¨¸²   ·£Ê³¥´Éμ¢ Å ³ ¸¸ ¨ ±¨´¥³ É¨Î¥¸±¨Ì ¶¥·¥³¥´-
´ÒÌ. ‚¥¸Ó³  ¸²μ¦´μ° Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶·μ¡²¥³   ´ ²¨É¨Î¥¸±μ£μ ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö É ±¨Ì ¨´É¥£· ²μ¢
¢ · §²¨Î´Ò¥ ±¨´¥³ É¨Î¥¸±¨¥ μ¡² ¸É¨, ¨Ì Î¨¸²¥´´μ¥ ´ Ìμ¦¤¥´¨¥.

„ ²Ó´¥°Ï¨° ¶·μ£·¥¸¸ ¢  ´ ²¨É¨Î¥¸±μ³ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¨ Ë¥°´³ ´μ¢¸±¨Ì ¨´É¥£· ²μ¢ É·¥-
¡Ê¥É ¶·¨¢²¥Î¥´¨Ö ´μ¢ÒÌ ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨Ì ³¥Éμ¤μ¢. ‚ ¤ ´´μ° · ¡μÉ¥ ³Ò ¤ ¤¨³ ±· É±¨°
μ¡§μ· ´ °¤¥´´μ£μ ´¥¤ ¢´μ [1] ´μ¢μ£μ É¨¶  ¸μμÉ´μÏ¥´¨° ³¥¦¤Ê Ë¥°´³ ´μ¢¸±¨³¨ ¨´É¥-
£· ² ³¨, ±μÉμ·Ò¥ ³μ£ÊÉ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ Ê¶·μ¸É¨ÉÓ ·¥Ï¥´¨¥ Ê± § ´´ÒÌ ¶·μ¡²¥³. �É¨ ´μ-
¢Ò¥ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´Ò³¨ Ê· ¢´¥´¨Ö³¨, ¸¢Ö§Ò¢ ÕÐ¨³¨ ¨´É¥£· ²Ò
¸ · §²¨Î´Ò³¨ ±¨´¥³ É¨Î¥¸±¨³¨ ¶¥·¥³¥´´Ò³¨. �¡Ð¨° ³¥Éμ¤ ¢Ò¢μ¤  ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´ÒÌ
¸μμÉ´μÏ¥´¨° ¡Ò² ¶·¥¤²μ¦¥´ ¢ · ¡μÉ¥ [1]. ‚Ò¢μ¤ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¤²Ö μ¤´μ-
¶¥É²¥¢ÒÌ ¨´É¥£· ²μ¢ ¶·μ¶ £ Éμ·´μ£μ ¨ ¢¥·Ï¨´´μ£μ É¨¶μ¢ ¡Ò² · ¸¸³μÉ·¥´ ¢ · ¡μÉ¥ [1],  
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¤²Ö Î¥ÉÒ·¥ÌÉμÎ¥Î´ÒÌ ¨´É¥£· ²μ¢ ¢ · ¡μÉ¥ [2]. �·¥¤²μ¦¥´´Ò¥ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´Ò¥ Ê· ¢´¥-
´¨Ö ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´Ò ¤²Ö  ´ ²¨É¨Î¥¸±μ£μ ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö ¨´É¥£· ²μ¢, Ê¶·μÐ¥´¨Ö
¨Ì  ´ ²¨É¨Î¥¸±μ£μ ¨ Î¨¸²¥´´μ£μ μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö,   É ±¦¥ ¤²Ö ¶μ¸É·μ¥´¨Ö ¨Ì  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥-
¸±μ£μ · §²μ¦¥´¨Ö.

1. Œ…’�„ ��‹“—…�ˆŸ ”“�Š–ˆ���‹œ�›• “��‚�…�ˆ‰

Š ± Ìμ·μÏμ ¨§¢¥¸É´μ [3,4], ³¥¦¤Ê Ë¥°´³ ´μ¢¸±¨³¨ ¨´É¥£· ² ³¨ ¸ÊÐ¥¸É¢ÊÕÉ ·¥±Ê·-
·¥´É´Ò¥ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö, ±μÉμ·Ò¥ ¶μ§¢μ²ÖÕÉ ¸¢¥¸É¨ ¢¸¥¢μ§³μ¦´Ò¥ ¨´É¥£· ²Ò ± ´¥¡μ²Ó-
Ïμ³Ê ´ ¡μ·Ê É ± ´ §Ò¢ ¥³ÒÌ ¡ §¨¸´ÒÌ ¨´É¥£· ²μ¢. ‚ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ ÔÉ¨ ·¥±Ê··¥´É´Ò¥
¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö ¸¢Ö§Ò¢ ÕÉ ³¥¦¤Ê ¸μ¡μ° ± ±¨¥-Éμ ¨´É¥£· ²Ò I1,n, . . . , IN,n ¸ n ²¨´¨Ö³¨ ¸
¨´É¥£· ² ³¨ ¸ ³¥´ÓÏ¨³ Î¨¸²μ³ ²¨´¨°. ˆ´É¥£· ²Ò ¸ ³¥´ÓÏ¨³ Î¨¸²μ³ ²¨´¨° μ¡ÒÎ´μ § ¢¨-
¸ÖÉ μÉ ³¥´ÓÏ¥£μ ±μ²¨Î¥¸É¢  ±¨´¥³ É¨Î¥¸±¨Ì ¶¥·¥³¥´´ÒÌ, Î¥³ ¨¸Ìμ¤´Ò¥ ¨´É¥£· ²Ò. „²Ö
Ê¤μ¡¸É¢  ¤ ²Ó´¥°Ï¥£μ ¨§²μ¦¥´¨Ö ³Ò ¶·¥¤¸É ¢¨³ É ±μ£μ É¨¶  ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö ¢ ¸²¥¤ÊÕÐ¥³
¢¨¤¥:

N∑
i=1

Qi({mj}, {sq}, νl, d) Ii,n =
∑
r<n

k

Rk,r({mj}, {sm}, νl, d) Ik,r , (1)

£¤¥ Ii,r ¶·¥¤¸É ¢²ÖÕÉ ¸μ¡μ° ¨´É¥£· ²Ò ¸ r ²¨´¨Ö³¨, ¶·μ¨§¢μ²Ó´Ò³¨ ¸É¥¶¥´Ö³¨ ¶·μ¶a-
£ Éμ·μ¢ νj ¨ ¸ ¶·μ¨§¢μ²Ó´Ò³¨ ¸¤¢¨£ ³¨ ¶ · ³¥É·  d. Qi, Rk ¢ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö
μÉ´μÏ¥´¨Ö³¨ ¶μ²¨´μ³μ¢, § ¢¨¸ÖÐ¨Ì μÉ ³ ¸¸, ±μ³¡¨´ Í¨° ²μ·¥´Í-¨´¢ ·¨ ´É´ÒÌ ¸± ²Ö·-
´ÒÌ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨° ¢´¥Ï´¨Ì ¨³¶Ê²Ó¸μ¢ {sr}, ¸É¥¶¥´¥° ¶·μ¶ £ Éμ·μ¢ νl ¨ · §³¥·´μ¸É¨
¶·μ¸É· ´¸É¢ -¢·¥³¥´¨ d.

�¸´μ¢´ Ö ¨¤¥Ö ³¥Éμ¤  ¶μ²ÊÎ¥´¨Ö ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° § ±²ÕÎ ¥É¸Ö ¢ ¢Ò¡μ·¥
±¨´¥³ É¨Î¥¸±¨Ì ¶¥·¥³¥´´ÒÌ {sr}, ³ ¸¸ mk, ¸É¥¶¥´¥° ¶·μ¶ £ Éμ·μ¢ ¨ ¶ · ³¥É·  d É ±¨³
μ¡· §μ³, ÎÉμ¡Ò ¢ Ê· ¢´¥´¨¨ (1) § ´Ê²¨ÉÓ ¢±² ¤ ²¨¡μ ¢¸¥Ì ¨´É¥£· ²μ¢ ¸ n ²¨´¨Ö³¨, ²¨¡μ
¨Ì Î ¸É¨, ¸μÌ· ´¨¢ ¶·¨ ÔÉμ³ ¢±² ¤ μÉ ¨´É¥£· ²μ¢ ¸ n−1 ²¨´¨Ö³¨. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ´Ê¦´μ
´ °É¨ ¢¸¥ ¢μ§³μ¦´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö ¸¨¸É¥³Ò Ê· ¢´¥´¨°

Qi({mj}, {sr}, νl, d) = 0, i = 1, . . . , N (2)

¨ μÉμ¡· ÉÓ É¥ ¨§ ´¨Ì, ¤²Ö ±μÉμ·ÒÌ ´¥ ¢¸¥ ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ ¶·¨ ¨´É¥£· ² Ì ¢ ¶· ¢μ° Î ¸É¨
Ê· ¢´¥´¨Ö (1) · ¢´Ò ´Ê²Õ. ‚ ¤ ´´μ° · ¡μÉ¥ ³Ò ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³ · §³¥·´ÊÕ ·¥£Ê²Ö·¨§ Í¨Õ ¨
¶·¥¤¶μ² £ ¥³, ÎÉμ ´  ·¥Ï¥´¨ÖÌ ¸¨¸É¥³Ò (2) μ´  μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ¥É ¸Ìμ¤¨³μ¸ÉÓ ¢¸¥Ì ¨´É¥£· ²μ¢
¢ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¨ (1).

‡´ Î¨É¥²Ó´μ¥ ±μ²¨Î¥¸É¢μ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° Ê¤ eÉ¸Ö ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ Éμ²Ó±μ §  ¸ÎeÉ
¢Ò¡μ·  ±¨´¥³ É¨Î¥¸±¨Ì ¶¥·¥³¥´´ÒÌ {sr} ¨ ³ ¸¸. ‚ μ¡Ð¥³ ¦¥ ¸²ÊÎ ¥ ¤²Ö ¶μ²ÊÎ¥´¨Ö
ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ´ ·Ö¤Ê ¸ ¢Ò¡μ·μ³ ÔÉ¨Ì ¶¥·¥³¥´´ÒÌ ³μ¦´μ ¢Ò¡· ÉÓ ¸¶¥Í¨-
Ë¨Î¥¸±¨³ μ¡· §μ³ ¸É¥¶¥´¨ ¶·μ¶ £ Éμ·μ¢ νj ¨ ¶ · ³¥É· d.

‚ É¥Ì ¸²ÊÎ ÖÌ, ±μ£¤  Î¨¸²μ ±¨´¥³ É¨Î¥¸±¨Ì ¶¥·¥³¥´´ÒÌ ¶·¥¢ÒÏ ¥É Î¨¸²μ Ê· ¢´¥-
´¨°, ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ¸μ ¸¢μ¡μ¤´Ò³¨ ¶ · ³¥É· ³¨. �É¨³ ¶·μ¨§-
¢μ²μ³ ³μ¦´μ ¢μ¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ¸Ö ¤²Ö ¶·¨¢¥¤¥´¨Ö Ê· ¢´¥´¨Ö ± ´ ¨¡μ²¥¥ ¶·μ¸Éμ³Ê ¢¨¤Ê ¨²¨
¤²Ö Éμ£μ, ÎÉμ¡Ò ¶·¨¢¥¸É¨ ¨´É¥£· ²Ò, ¢Ìμ¤ÖÐ¨¥ ¢ Ê· ¢´¥´¨¥, ± ¢¨¤Ê ´ ¨¡μ²¥¥ Ê¤μ¡´μ³Ê
¤²Ö Î¨¸²¥´´ÒÌ ¨²¨  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨Ì ¢ÒÎ¨¸²¥´¨°. ‘ ÔÉμ° ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö ¢μ¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ¸Ö
¶·μ¨§¢μ²μ³ ³μ¦´μ ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ μ¡· §μ³:
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• ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ § ´Ê²¨ÉÓ Î ¸ÉÓ ¸² £ ¥³ÒÌ ¢ ¶· ¢μ° Î ¸É¨ (1);

• Ê¶·μ¸É¨ÉÓ ±¨´¥³ É¨±Ê ¨´É¥£· ²μ¢, ¶μ²μ¦¨¢ ±¨´¥³ É¨Î¥¸±¨¥ ¨´¢ ·¨ ´ÉÒ · ¢´Ò³¨
´Ê²Õ ¨²¨ ± ±μ³Ê-²¨¡μ ¤·Ê£μ³Ê §´ Î¥´¨Õ É ±, ÎÉμ¡Ò ¨´É¥£· ²Ò ¡Ò²μ ¶·μÐ¥ ¢ÒÎ¨¸²ÖÉÓ;

• ¢Ò¡· ÉÓ ±¨´¥³ É¨Î¥¸±¨¥ ¶¥·¥³¥´´Ò¥ É ±, ÎÉμ¡Ò ¢ ± ±¨Ì-Éμ ¨´É¥£· ² Ì ³μ¤¨Ë¨-
Í¨·μ¢ ´´Ò° ¤¥É¥·³¨´ ´É ŠÔ°²¨ ¨²¨ £· ³μ¢¸±¨° ¤¥É¥·³¨´ ´É · ¢´Ö²¨¸Ó ´Ê²Õ. ‚ É ±¨Ì
¸²ÊÎ ÖÌ ²¨¡μ ¨´É¥£· ² ¸¢μ¤¨É¸Ö ± ¨´É¥£· ² ³ ¸ ³¥´ÓÏ¨³ Î¨¸²μ³ ²¨´¨°, ²¨¡μ ¥£μ ¢Ò-
Î¨¸²¥´¨¥ Ê¶·μÐ ¥É¸Ö §  ¸Î¥É Ê³¥´ÓÏ¥´¨Ö Î¨¸²  ¡ §¨¸´ÒÌ ¨´É¥£· ²μ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥°
Éμ¶μ²μ£¨¨.

Š ± ¶μ± §Ò¢ ¥É μ¶ÒÉ, ´¥ ¢¸¥£¤  Ê¤ ¥É¸Ö ¨¸±²ÕÎ¨ÉÓ ¨´É¥£· ²Ò ¸ ´ ¨¡μ²ÓÏ¨³ Î¨¸²μ³
²¨´¨°. ’¥³ ´¥ ³¥´¥¥ ³μ¦´μ ¨¸±²ÕÎ¨ÉÓ Î ¸ÉÓ ¨´É¥£· ²μ¢ ¸ ´ ¨¡μ²ÓÏ¨³ Î¨¸²μ³ ²¨´¨°
¨ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö, ¸¢Ö§Ò¢ ÕÐ¨¥ ¨´É¥£· ²Ò ¸ · §´Ò³¨  ·£Ê³¥´É ³¨. ‚ ¶·¨´Í¨¶¥,
¢Ò¡μ·μ³ Ê± § ´´ÒÌ ¢ÒÏ¥ ¶ · ³¥É·μ¢ ³μ¦´μ ¶μ²ÊÎ ÉÓ Ê· ¢´¥´¨Ö, ¢Ò· ¦ ÕÐ¨¥ ± ±μ°-Éμ
μ¤¨´ ¨´É¥£· ² ¸ n ²¨´¨Ö³¨ ¢ É¥·³¨´ Ì ¨´É¥£· ²μ¢ ¸ ³¥´ÓÏ¨³ Î¨¸²μ³ ²¨´¨° ¨ ¢¨¤μ¨§-
³¥´¥´´Ò³¨ ±¨´¥³ É¨Î¥¸±¨³¨  ·£Ê³¥´É ³¨.

�É³¥É¨³ É ±¦¥, ÎÉμ ´¥¸±μ²Ó±μ · §´ÒÌ ¸μμÉ´μÏ¥´¨° É¨¶  (1) ³μ£ÊÉ ¶·¨¢μ¤¨ÉÓ ± μ¤´¨³
¨ É¥³ ¦¥ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´Ò³ Ê· ¢´¥´¨Ö³. ‚ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥, ¨¸¶μ²Ó§ÊÖ ¶·¥¤²μ¦¥´´Ò° ³¥Éμ¤,
³μ¦´μ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ¸¨¸É¥³Ê Ê· ¢´¥´¨° ¤²Ö μ¤´μ£μ ¨ Éμ£μ ¦¥ ¨´É¥£· ²  ¸ · §²¨Î´Ò³¨ ±¨-
´¥³ É¨Î¥¸±¨³¨ ¶¥·¥³¥´´Ò³¨. �·μ¡²¥³  ±² ¸¸¨Ë¨± Í¨¨ ´¥§ ¢¨¸¨³ÒÌ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´ÒÌ
Ê· ¢´¥´¨°,   É ±¦¥ ¢μ§³μ¦´μ¸ÉÓ ¶μ²ÊÎ¥´¨Ö Ö¢´μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥-
´¨Ö ¡Ê¤ÊÉ · ¸¸³μÉ·¥´Ò ¢ μÉ¤¥²Ó´μ° ¶Ê¡²¨± Í¨¨. �¥Ï¥´¨¥ ÔÉ¨Ì ¢μ¶·μ¸μ¢ μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö
£·Ê¶¶μ¢Ò³¨ ¸¢μ°¸É¢ ³¨  ·£Ê³¥´Éμ¢ ËÊ´±Í¨°, ¢Ìμ¤ÖÐ¨Ì ¢ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö, ¨
¸¨³³¥É·¨¥° ¨´É¥£· ²μ¢ Ik,r μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¶¥·¥¸É ´μ¢±¨  ·£Ê³¥´Éμ¢. ƒ·Ê¶¶  ¶·¥μ¡· §μ-
¢ ´¨°  ·£Ê³¥´Éμ¢ μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ¸¨³³¥É·¨¥° ¸¨¸É¥³Ò  ²£¥¡· ¨Î¥¸±¨Ì Ê· ¢´¥´¨° (2).

Š ± ¡Ê¤¥É ¶μ± § ´μ ¢ ¸²¥¤ÊÕÐ¨Ì · §¤¥² Ì ´  ±μ´±·¥É´ÒÌ ¶·¨³¥· Ì, ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´Ò¥
¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö § ¤ ÕÉ  ´ ²¨É¨Î¥¸±μ¥ ¶·μ¤μ²¦¥´¨¥ ¨´É¥£· ²  ¢ · §²¨Î´Ò¥ ±¨´¥³ É¨Î¥¸±¨¥
μ¡² ¸É¨. ” ±É¨Î¥¸±¨ ¤²Ö Ë¥°´³ ´μ¢¸±¨Ì ¨´É¥£· ²μ¢ ¸ ´¥¸±μ²Ó±¨³¨ ¶¥·¥³¥´´Ò³¨ μ´¨
¨£· ÕÉ ÉÊ ¦¥ ·μ²Ó, ÎÉμ ¨ Ìμ·μÏμ ¨§¢¥¸É´Ò¥ 24 ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö ŠÊ³³¥·  ¤²Ö £¨¶¥·£¥μ³¥-
É·¨Î¥¸±μ° ËÊ´±Í¨¨ ƒ Ê¸¸  [5].

„²Ö ¨²²Õ¸É· Í¨¨ ³¥Éμ¤  ¢ ¤ ´´μ³ · §¤¥²¥ ³Ò μ¶¨Ï¥³ ¸Ì¥³ É¨Î¥¸±¨ ¢Ò¢μ¤ ËÊ´±-
Í¨μ´ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¤²Ö μ¤´μ¶¥É²¥¢ÒÌ ¨´É¥£· ²μ¢ ¸ n ¢´ÊÉ·¥´´¨³¨ ²¨´¨Ö³¨, ¸μμÉ-
¢¥É¸É¢ÊÕÐ Ö ¤¨ £· ³³  ¤²Ö ±μÉμ·ÒÌ ¶·¨¢¥¤¥´  ´  ·¨¸Ê´±¥,   ¢ ¶μ¸²¥¤ÊÕÐ¨Ì · §¤¥² Ì
· ¸¸³μÉ·¨³ ¶μ¤·μ¡´μ ¸²ÊÎ ¨ n = 2, 3, 4. ˆ´É¥£· ², ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨° ¤¨ £· ³³¥, ¶·¨-

�¤´μ¶¥É²¥¢ Ö n-Ì¢μ¸É Ö ¤¨ £· ³³ 
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¢¥¤e´´μ° ´  ·¨¸Ê´±¥, ¨³¥¥É ¢¨¤

I(d)
n ({m2

l }; {sir}) =
∫

ddq

iπd/2

n∏
j=1

1
[(q − pj)2 − m2

j ]νj
, (3)

£¤¥
sir = (pi − pr)2. (4)

‡¤¥¸Ó ¨ ¤ ²¥¥ ³Ò ¡Ê¤¥³ ¶·¥¤¶μ² £ ÉÓ, ÎÉμ ³ ¸¸Ò ¢ ¶·μ¶ £ Éμ· Ì ¨³¥ÕÉ ³ ²ÊÕ ³´¨³ÊÕ
¤μ¡ ¢±Ê, É. ¥. 1/[q2−m2] ↔ 1/[q2−m2 + i0]. „²Ö ¶μ²ÊÎ¥´¨Ö ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´ÒÌ ¸μμÉ´μÏ¥-
´¨° ³μ¦´μ ¢μ¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ¸Ö ²Õ¡Ò³ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥³ ¢¨¤  (1). ‚ ¤ ´´μ° · ¡μÉ¥ ³Ò ¡Ê¤¥³
¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥, ¶μ´¨¦ ÕÐ¥¥ μ¤´μ¢·¥³¥´´μ ¸É¥¶¥´Ó ¶·μ¶ £ Éμ·  ¸ ´μ³¥·μ³
j ¨ · §³¥·´μ¸ÉÓ ¶·μ¸É· ´¸É¢  d, ¶μ²ÊÎ¥´´μ¥ ¢ · ¡μÉ Ì [4,6]:

Gn−1νjj+I(d+2)
n ({m2

l }; {sir}) − (∂jΔn)I(d)
n ({m2

l }; {sir}) =

=
n∑

k=1

(∂j∂kΔn)k−I(d)
n ({m2

l }; {sir}), (5)

£¤¥ μ¶¥· Éμ·Ò j± ¨ É. ¤. ¸¤¢¨£ ÕÉ ¨´¤¥±¸Ò νj → νj ± 1, Gn−1 Å ¤¥É¥·³¨´ ´É ƒ· ³³ 

Gn−1 =

= −2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(p1 − pn)(p1 − pn) (p1 − pn)(p2 − pn) . . . (p1 − pn)(pn−1 − pn)
(p1 − pn)(p2 − pn) (p2 − pn)(p2 − pn) . . . (p2 − pn)(pn−1 − pn)

...
...

. . .
...

(p1 − pn)(pn−1 − pn) (p2 − pn)(pn−1 − pn) . . . (pn−1 − pn)(pn−1 − pn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

(6)

Δn Å ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´Ò° ¤¥É¥·³¨´ ´É ŠÔ°²¨

Δn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Y11 Y12 . . . Y1n

Y12 Y22 . . . Y2n

...
...

. . .
...

Y1n Y2n . . . Ynn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, Yij = m2

i + m2
j − sij , ∂j ≡ ∂

∂m2
j

, (7)

pi, pj Å ¢´¥Ï´¨¥ ¨³¶Ê²Ó¸Ò, É¥±ÊÐ¨¥ Î¥·¥§ ²¨´¨¨ i, j ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ,   mj μÉ¢¥-
Î ¥É ³ ¸¸¥ j-° ²¨´¨¨. ƒ· ³³μ¢¸±¨° ¤¥É¥·³¨´ ´É Gn−1 ¨ ¤¥É¥·³¨´ ´É ŠÔ°²¨ Δn Ö¢²Ö-
ÕÉ¸Ö ¶μ²¨´μ³ ³¨ μÉ ¸± ²Ö·´ÒÌ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨° ¨ ³ ¸¸. ŒÒ ¶·¥¤¶μ² £ ¥³, ÎÉμ ÔÉ¨ ¸± -
²Ö·´Ò¥ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨Ö μ¡· §μ¢ ´Ò d-³¥·´Ò³¨ ¢¥±Éμ· ³¨ ¨, ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, Gn−1 ¨ Δn

´¥ ¶μ¤Î¨´ÖÕÉ¸Ö Ê¸²μ¢¨Ö³, ¸¶¥Í¨Ë¨Î¥¸±¨³ ¤²Ö ± ±μ°-²¨¡μ Í¥²μÎ¨¸²¥´´μ° · §³¥·´μ¸É¨
¶·μ¸É· ´¸É¢ -¢·¥³¥´¨. ˆ§ Ê· ¢´¥´¨Ö (5) ¢¨¤´μ, ÎÉμ ¨´É¥£· ²Ò ¸ n ²¨´¨Ö³¨ ¢ ²¥¢μ° Î ¸É¨
³μ¦´μ ¨¸±²ÕÎ¨ÉÓ, ¶μÉ·¥¡μ¢ ¢ ¤²Ö ± ¦¤μ£μ ±μ´±·¥É´μ£μ j ¢Ò¶μ²´¥´¨¥ ¤¢ÊÌ Ê¸²μ¢¨°:

Gn−1 = 0, ∂jΔn = 0. (8)

” ±É¨Î¥¸±¨ ³Ò ¨³¥¥³ n Ê· ¢´¥´¨° (5), ´μ É ± ± ±

n∑
k=1

∂k Δn = −Gn−1, (9)
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Éμ ¨³¥¥É¸Ö Éμ²Ó±μ n − 1 ´¥§ ¢¨¸¨³ Ö ¸¨¸É¥³  Ê· ¢´¥´¨° (8). �μ¸±μ²Ó±Ê Gn−1 ¨ ∂jΔn

´¥²¨´¥°´Ò ¶μ ¸± ²Ö·´Ò³ ¨´¢ ·¨ ´É ³ ¨ ³ ¸¸ ³, Éμ ¤²Ö ± ¦¤μ£μ j ¸¨¸É¥³  (8) ¢ μ¡-
Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ ³μ¦¥É ¨³¥ÉÓ ´¥¸±μ²Ó±μ ·¥Ï¥´¨° ¨, ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ± ¦¤μ³Ê ·¥Ï¥´¨Õ ³μ¦¥É
¸μμÉ¢¥É¸É¢μ¢ ÉÓ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥. ‚ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ¸É¨ Î¨¸²μ ¶μ²ÊÎ ÕÐ¨Ì¸Ö
ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ³¥´ÓÏ¥, ¶μ¸±μ²Ó±Ê, ¢μ-¶¥·¢ÒÌ, ¤²Ö ´¥±μÉμ·ÒÌ ·¥Ï¥´¨° § -
´Ê²Ö¥É¸Ö ¨ ²¥¢ Ö, ¨ ¶· ¢ Ö Î ¸É¨ Ê· ¢´¥´¨Ö (1),   ¢μ-¢Éμ·ÒÌ, ´¥ ¢¸¥ ¶μ²ÊÎ ÕÐ¨¥¸Ö
¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö ´¥§ ¢¨¸¨³Ò.

ƒ·Ê¶¶  ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨°  ·£Ê³¥´Éμ¢ ËÊ´±Í¨°, ¢Ìμ¤ÖÐ¨Ì ¢ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥,
¤μ²¦´  μ¶·¥¤¥²ÖÉÓ¸Ö ¨§ ¸¨¸É¥³ Ê· ¢´¥´¨° (8).

‚ ¤¢ÊÌ¶¥É²¥¢μ³ ¨ ¡μ²¥¥ ¢Ò¸μ±¨Ì ¶·¨¡²¨¦¥´¨ÖÌ ¸¨ÉÊ Í¨Ö ¸²μ¦´¥¥, Î¥³ ¢ μ¤´μ¶¥-
É²¥¢μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨. ”Ê´±Í¨μ´ ²Ó´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö ¤²Ö § ¤ ´´μ£μ ¨´É¥£· ²  ¶μ²ÊÎ ÕÉ¸Ö
¨§ Ê· ¢´¥´¨° ¢¨¤  (1) ¤²Ö ´¥¸±μ²Ó±¨Ì ¨´É¥£· ²μ¢ ¸ · §²¨Î´μ° Éμ¶μ²μ£¨¥°. „²Ö ¶μ²ÊÎ¥-
´¨Ö ¶μ²´μ£μ ´ ¡μ·  ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ´Ê¦´μ · ¸¸³μÉ·¥ÉÓ ¢¸¥ ¨´É¥£· ²Ò, ¨§
±μÉμ·ÒÌ ¸¦ É¨¥³ ± ±¨Ì-²¨¡μ ²¨´¨° ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö ¨´É¥·¥¸ÊÕÐ¨° ´ ¸ ¨´É¥£· ².

� ¸¸³μÉ·¨³ É¥¶¥·Ó ¶μ²ÊÎ¥´¨¥ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´ÒÌ ¸μμÉ´μÏ¥´¨° ¨§ (5) ¤²Ö ¨´É¥£· ²μ¢,
¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì ¤¨ £· ³³ ³ ¸ ¤¢Ê³Ö, É·¥³Ö ¨ Î¥ÉÒ·Ó³Ö ¢´¥Ï´¨³¨ ²¨´¨Ö³¨.

2. ”“�Š–ˆ���‹œ�›… “��‚�…�ˆŸ „‹Ÿ ˆ�’…ƒ��‹� I
(d)
2 (m2

1, m
2
2; s12)

� ¸¸³μÉ·¨³ ¶μ¤·μ¡´μ ¢Ò¢μ¤ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¤²Ö μ¤´μ¶¥É²¥¢μ£μ ¨´É¥£· ² 

¶·μ¶ £ Éμ·´μ£μ É¨¶  I
(d)
2 . Š ± ¡Ò²μ μÉ³¥Î¥´μ ¢ÒÏ¥, ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö ¤²Ö

¤ ´´μ£μ ¨´É¥£· ²  ³μ¦´μ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ¶·¨ n = 3 ¨§ (5), ±μÉμ·μ¥ ¢ ¤ ´´μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¨³¥¥É ¢¨¤

G2j+I
(d+2)
3 (m2

1, m
2
2, m

2
3; s23, s13, s12) − (∂jΔ3)I

(d)
3 (m2

1, m
2
2, m

2
3; s23, s13, s12) =

= (∂j∂3Δ3) I
(d)
2 (m2

1, m
2
2; s12) + (∂j∂2Δ3)I

(d)
2 (m2

1, m
2
3; s13)+

+ (∂j∂3Δ3)I
(d)
2 (m2

2, m
2
3; s23), (10)

£¤¥

G2 = 2s2
12 + 2s2

13 + 2s2
23 − 4s13s23 − 4s12s13 − 4s23s12, (11)

Δ3 = 2(m2
2 − m2

3)[(m
2
1 − m2

2)s13 − (m2
1 − m2

3)s12] − 2(m2
1 − m2

3)(m
2
1 − m2

2)s23+

+ 2(m2
2 + m2

3)s12s13 + 2(m2
3 + m2

1)s23s12 + 2(m2
2 + m2

1)s13s23−

− 2m2
1s

2
23 − 2m2

3s
2
12 − 2m2

2s
2
13 − 2s12s13s23, (12)

I
(d)
3 (m2

j , m
2
k, m2

l ; pkl, pjl, pjk) =
∫

ddq

iπd/2

1
[(q − pj)2−m2

j ][(q − pk)2−m2
k][(q − pl)2−m2

l ]
,

I
(d)
2 (m2

j , m
2
k; pjk) =

∫
ddq

iπd/2

1
[(q − pj)2 − m2

j ][(q − pk)2 − m2
k]

. (13)
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� ¸¸³μÉ·¨³ Ê· ¢´¥´¨¥ (11) ¤²Ö j = 1. —Éμ¡Ò ¨¸±²ÕÎ¨ÉÓ ¨´É¥£· ²Ò I
(d+2)
3 , I

(d)
3 ¨§

¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö, ¤μ²¦´Ò ¡ÒÉÓ ¢Ò¶μ²´¥´Ò ¸²¥¤ÊÕÐ¨¥ Ê¸²μ¢¨Ö:

G2 = 2s2
12 + 2s2

13 + 2s2
23 − 4s12s13 − 4s12s23 − 4s13s23 = 0,

∂1Δ3 = 2s23(s13 + s12 − s23) − 4m2
1s23 + 2m2

2(s23 + s13 − s12)+

+ 2m2
3(s23 + s12 − s13) = 0,

(14)

¶·¨ ´¥´Ê²¥¢ÒÌ §´ Î¥´¨ÖÌ ¶μ ±· °´¥° ³¥·¥ ´¥±μÉμ·ÒÌ ¢Éμ·ÒÌ ¶·μ¨§¢μ¤´ÒÌ ∂k∂jΔ3. ‘¨-
¸É¥³Ê (14) ³μ¦´μ · §·¥Ï¨ÉÓ, ´ ¶·¨³¥·, μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ s13 ¨ s23. 	¥É·¨¢¨ ²Ó´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥
¸¨¸É¥³Ò (14) ¨³¥¥É ¢¨¤

s13 = φ13(m2
1, m

2
2, m

2
3, s12) =

Δ12 + 2s12(m2
1 + m2

3) − (s12 + m2
1 − m2

2) λ

2s12
,

s23 = φ23(m2
1, m

2
2, m

2
3, s12) =

Δ12 + 2s12(m2
2 + m2

3) + (s12 − m2
1 + m2

2) λ

2s12
,

(15)

£¤¥

λ = ±σ(s12 − m2
1 + m2

2)
√

Δ12 + 4s12m2
3, (16)

σ(x) =
{

+1 ¤²Ö x � 0,
−1 ¤²Ö x < 0, (17)

Δij = s2
ij + m4

i + m4
j − 2sijm

2
i − 2sijm

2
j − 2m2

i m
2
j . (18)

�μ¤¸É ¢²ÖÖ (15) ¢ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ (11), ¢§ÖÉμ¥ ¶·¨ j = 1, ¶μ²ÊÎ ¥³ ¸²¥¤ÊÕÐ¥¥ ËÊ´±Í¨-
μ´ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥:

I
(d)
2 (m2

1, m
2
2; s12) =

s12 + m2
1 − m2

2 − λ

2s12
I
(d)
2 (m2

1, m
2
3; φ13(m2

1, m
2
2, m

2
3, s12))+

+
s12 − m2

1 + m2
2 + λ

2s12
I
(d)
2 (m2

2, m
2
3; φ23(m2

1, m
2
2, m

2
3, s12)). (19)

�·£Ê³¥´ÉÒ ¨´É¥£· ²  I
(d)
2 ¢ ²¥¢μ° Î ¸É¨ (15) ¶·μ¨§¢μ²Ó´Ò, ¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ±  ·£Ê³¥´ÉÒ

¨´É¥£· ²μ¢ ¢ ¶· ¢μ° Î ¸É¨ ¶μ¤Î¨´ÖÕÉ¸Ö Ê¸²μ¢¨Ö³ (14). Œ ¸¸  m3 ¢ Ê· ¢´¥´¨¨ (19) Ö¢²Ö-
¥É¸Ö ¶·μ¨§¢μ²Ó´Ò³ ¶ · ³¥É·μ³ ¨ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¢Ò¡· ´  ¶μ ´ Ï¥³Ê Ê¸³μÉ·¥´¨Õ. �¶ÒÉ
¶μ± §Ò¢ ¥É, ÎÉμ ¨´É¥£· ²Ò, ¢ ±μÉμ·ÒÌ ¨³¥ÕÉ¸Ö ¶·μ¶ £ Éμ·Ò ¸ ´Ê²¥¢Ò³¨ ³ ¸¸ ³¨, μ± -
§Ò¢ ÕÉ¸Ö ¶·μÐ¥ ¤²Ö ¢ÒÎ¨¸²¥´¨°, Î¥³ ¨´É¥£· ²Ò ¸μ ¢¸¥³¨ ³ ¸¸¨¢´Ò³¨ ¶·μ¶ £ Éμ· ³¨.
�μ²μ¦¨¢ m3 = 0 ¢ (15), ¶μ²ÊÎ ¥³

I
(d)
2 (m2

1, m
2
2; s12) =

s12 + m2
1 − m2

2 − α12

2s12
I
(d)
2 (m2

1, 0; ϕ13)+

+
s12 − m2

1 + m2
2 + α12

2s12
I
(d)
2 (0, m2

2; ϕ23), (20)
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£¤¥

ϕ13 =
Δ12 + 2s12m

2
1 − (s12 + m2

1 − m2
2)α12

2s12
,

ϕ23 =
Δ12 + 2s12m

2
2 + (s12 − m2

1 + m2
2)α12

2s12
,

(21)

α12 = ±σ(s12 − m2
1 + m2

2)
√

Δ12. (22)

�´ ²¨É¨Î¥¸±μ¥ ¢Ò· ¦¥´¨¥ ¤²Ö ¨´É¥£· ²  I
(d)
2 (0, m2, p2) Ìμ·μÏμ ¨§¢¥¸É´μ [7,8]:

I
(d)
2 (0, m2; p2) = I

(d)
2 (0, m2; 0) 2F1

[
1, 2 − d/2 ;

d/2 ;
p2

m2

]
, (23)

£¤¥

I
(d)
2 (0, m2; 0) = −Γ

(
1 − d

2

)
md−4. (24)

‚Ò¡μ· m3 = 0 ´¥ ¥¤¨´¸É¢¥´´ Ö ¢μ§³μ¦´μ¸ÉÓ Ê·μÐ¥´¨Ö ¢ÒÎ¨¸²¥´¨° I
(d)
2 . Œμ¦´μ,

´ ¶·¨³¥·, ¶μ²μ¦¨ÉÓ m3 · ¢´μ° m1 ¨²¨ m2, ¨§¡ ¢¨¢Ï¨¸Ó É ±¨³ μ¡· §μ³ μÉ · ¤¨± ²μ¢ ¢

 ·£Ê³¥´É Ì ¨´É¥£· ²μ¢ I
(d)
2 . „²Ö m3 = m2 ¨§ Ê· ¢´¥´¨Ö (19) ¶μ²ÊÎ ¥³

I
(d)
2 (m2

1, m
2
2; s12) =

m2
1 − m2

2

s12
I
(d)
2

(
m2

1, m
2
2;

(m2
1 − m2

2)
2

s12

)
+

+
s12 − m2

1 + m2
2

s12
I
(d)
2

(
m2

2, m
2
2;

(s12 − m2
1 + m2

2)
2

s12

)
. (25)

�¥·¥¸É ¢¨¢ ¢ (25) ³ ¸¸Ò m2
1 ↔ m2

2, ¸²μ¦¨¢ ¶μ²ÊÎ¨¢Ï¨°¸Ö ·¥§Ê²ÓÉ É ¸ (25), ¸ ÊÎeÉμ³

¸¨³³¥É·¨¨ I
(d)
2 μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¶¥·¥¸É ´μ¢±¨ ³ ¸¸ ¶μ²ÊÎ ¥³

I
(d)
2 (m2

1, m
2
2; s12) =

s12 − m2
2 + m2

1

2s12
I
(d)
2

(
m2

1, m
2
1;

(s12 − m2
2 + m2

1)2

s12

)
+

+
s12 − m2

1 + m2
2

2s12
I
(d)
2

(
m2

2, m
2
2;

(s12 − m2
1 + m2

2)
2

s12

)
. (26)

�μ²μ¦¨¢ ¢ Ê· ¢´¥´¨¨ (20) m2 = 0, ¶μ²ÊÎ ¥³ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥

I
(d)
2 (m2

1, 0; s12) =
m2

1

s12
I
(d)
2

(
m2

1, 0;
m4

1

s12

)
+

(s12 − m2
1)

s12
I
(d)
2

(
0, 0;

(s12 − m2
1)

2

s12

)
. (27)

’ ±μ¥ ¦¥ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ ³Ò ¶μ²ÊÎ¨³ ¨§ Ê· ¢´¥´¨Ö (11), ¶μ²μ¦¨¢ É ³ m2
2 = 0. �¥·¢μ¥

¸² £ ¥³μ¥ ¢ ¶· ¢μ° Î ¸É¨ (27) Å ÔÉμ ÉμÉ ¦¥ ¨´É¥£· ² I
(d)
2 , ÎÉμ ¨ ¢ ²¥¢μ° Î ¸É¨, ´μ

¸ μ¡· É´Ò³ ¶μ¸²¥¤´¨³  ·£Ê³¥´Éμ³,   ¢Éμ·μ¥ ¸² £ ¥³μ¥ ¸μ¤¥·¦¨É I
(d)
2 ¸ ¡¥§³ ¸¸μ¢Ò³¨

¶·μ¶ £ Éμ· ³¨. ”μ·³Ê²  (27) ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´  ¤²Ö  ´ ²¨É¨Î¥¸±μ£μ ¶·μ¤μ²¦¥-

´¨Ö I
(d)
2 (m2

1, 0; s12) ¢ μ¡² ¸ÉÓ ¨³¶Ê²Ó¸μ¢ s12 > m2
1. �´ ²μ£¨Î´ Ö Ëμ·³Ê²  ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ
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´ ¶¨¸ ´  ¤²Ö ¨´É¥£· ²  I
(d)
2 (0, m2

2; s12). �É¨ Ëμ·³Ê²Ò ¸μ¢³¥¸É´μ ¸ (20) ¶μ§¢μ²ÖÕÉ  ´ ²¨-

É¨Î¥¸±¨ ¶·μ¤μ²¦¨ÉÓ I
(d)
2 (m2

1, m
2
2; s12) ¸ ¶·μ¨§¢μ²Ó´Ò³¨ ³ ¸¸ ³¨ ´  ¢¸Õ ±¨´¥³ É¨Î¥¸±ÊÕ

μ¡² ¸ÉÓ.
“· ¢´¥´¨¥ (27) ´ Ìμ¤¨É¸Ö ¢ ¶μ²´μ³ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ ¸ Ìμ·μÏμ ¨§¢¥¸É´μ° Ëμ·³Ê²μ°  ´ -

²¨É¨Î¥¸±μ£μ ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö £¨¶¥·£¥μ³¥É·¨Î¥¸±μ° ËÊ´±Í¨¨ ƒ Ê¸¸  (¸³., ´ ¶·¨³¥·, [5]):

2F1

[
1, 2 − d/2 ;

d/2 ; z

]
=

1
z

2F1

[
1, 2 − d/2 ;

d/2 ;
1
z

]
+

+
Γ (d/2)Γ (d/2 − 1)

Γ(d − 2)
(−z)d/2−2

(
1 − 1

z

)d−3

. (28)

„¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, § ³¥´¨¢ ¢ Ê· ¢´¥´¨¨ (27) ¨´É¥£· ²Ò ¸ μ¤´¨³ ¡¥§³ ¸¸μ¢Ò³ ¶·μ¶ £ Éμ-
·μ³ ¶μ Ëμ·³Ê²¥ (23), ¢μ¸¶μ²Ó§μ¢ ¢Ï¨¸Ó Ëμ·³Ê²μ° ¤²Ö ¨´É¥£· ²  ¸ ¤¢Ê³Ö ¡¥§³ ¸¸μ¢Ò³¨
¶·μ¶ £ Éμ· ³¨

I
(d)
2 (0, 0; p2) =

1
iπd/2

∫
ddk1

k2
1(k1 − p)2

=
−π3/2 (−p2)d/2−2

2d−3Γ
(

d − 1
2

)
sin

πd

2

, (29)

¸μ±· É¨¢ ´  μ¡Ð¨° Ë ±Éμ·, ¶·¨Ìμ¤¨³ ± ¸μμÉ´μÏ¥´¨Õ (28) ¸ z = s12/m2
1.

‚ § ±²ÕÎ¥´¨¥ ¤ ´´μ£μ · §¤¥²  ³Ò μÉ³¥É¨³ ¢ ¦´μ¸ÉÓ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö (20).
‘ ¥£μ ¶μ³μÐÓÕ ³Ò ¸¢¥²¨ § ¤ ÎÊ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ¨´É¥£· ² , § ¢¨¸ÖÐ¥£μ μÉ É·¥Ì ¶ · ³¥É·μ¢,
± ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Õ ¨´É¥£· ² , § ¢¨¸ÖÐ¥£μ μÉ ¤¢ÊÌ ¶ · ³¥É·μ¢. ’ ±μ° ¨´É¥£· ² ²¥£±μ ¢ÒÎ¨¸²Ö-
¥É¸Ö, ¨ ¥£μ  ´ ²¨É¨Î¥¸±μ¥ ¶·μ¤μ²¦¥´¨¥ ¢ ²Õ¡ÊÕ ±¨´¥³ É¨Î¥¸±ÊÕ ÉμÎ±Ê ´¥ ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É
É·Ê¤´μ¸É¥°.

3. ”“�Š–ˆ���‹œ�›… “��‚�…�ˆŸ „‹Ÿ ˆ�’…ƒ��‹�
‚…�˜ˆ���ƒ� ’ˆ�� I

(d)
3 (m2

1, m
2
2, m

2
3; s23, s13, s12)

	 Î´e³ ´ Ï¥ · ¸¸³μÉ·¥´¨¥ ¸ Ê· ¢´¥´¨Ö (5) ¶·¨ n = 4, ±μÉμ·μ¥ ¢ ¤ ´´μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¨³¥¥É
¢¨¤

G3 j+I
(d+2)
4 (m2

1, m
2
2, m

2
3, m

2
4; s12, s23, s34, s14; s24, s13)−

− (∂jΔ4)I
(d)
4 (m2

1, m
2
2, m

2
3, m

2
4; s12, s23, s34, s14; s24, s13) =

= (∂j∂1Δ4) I
(d)
3 (m2

2, m
2
3, m

2
4; s34, s24, s23)+

+ (∂j∂2Δ4) I
(d)
3 (m2

1, m
2
3, m

2
4; s34, s14, s13)+

+ (∂j∂3Δ4) I
(d)
3 (m2

1, m
2
2, m

2
4; s24, s14, s12)+

+ (∂j∂4Δ4) I
(d)
3 (m2

1, m
2
2, m

2
3; s23, s13, s12), (30)

£¤¥

I
(d)
4 (m2

n, m2
j , m

2
k, m2

l ; snj , sjk, skl, snl; sjl, snk) =

=
∫

ddq

iπd/2

1
[(q − pn)2 − m2

n][(q − pj)2 − m2
j ][(q − pk)2 − m2

k][(q − pl)2 − m2
l ]

. (31)
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„²Ö ¨¸±²ÕÎ¥´¨Ö ¨§ (30) ¸² £ ¥³ÒÌ ¸ I
(d+2)
4 , I

(d)
4 ´Ê¦´μ ¶μÉ·¥¡μ¢ ÉÓ ¢Ò¶μ²´¥´¨Ö ¤¢ÊÌ

Ê¸²μ¢¨°:
G3 = 0, ∂jΔ4 = 0. (32)

”Ê´±Í¨μ´ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ¤²Ö I3(m2
1, m

2
2, m

2
3; s23, s13, s12) ¸ ¶·μ¨§¢μ²Ó´Ò³¨  ·£Ê³¥´-

É ³¨ ³μ¦´μ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ, ¢Ò¡· ¢ ´ ¤²¥¦ Ð¨³ μ¡· §μ³ ¤¢¥ ¨§ Î¥ÉÒ·eÌ ¶¥·¥³¥´´ÒÌ s14,
s24, s34, m2

4. ‘¨¸É¥³  (32) ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ·¥Ï¥´ , ´ ¶·¨³¥·, ¨¸±²ÕÎ¥´¨¥³ ¶¥·¥³¥´´ÒÌ
s14 ¨ s34. ‚ ¤ ´´μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¨³¥¥É¸Ö Î¥ÉÒ·¥ ·¥Ï¥´¨Ö, μ¤´ ±μ ¶μ²ÊÎ ÕÐ¨¥¸Ö ¢Ò· ¦¥´¨Ö
¤μ¢μ²Ó´μ £·μ³μ§¤±¨ ¨ ¶μ ÔÉμ° ¶·¨Î¨´¥ ´¥ ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ ¶·¨¢¥¤¥´Ò §¤¥¸Ó.

ŒÒ · ¸¸³μÉ·¨³ Ê¶·μÐ¥´´ÊÕ ¶·μ¡²¥³Ê,   ¨³¥´´μ, ¢ Ê· ¢´¥´¨¨ (30) ¸ ¸ ³μ£μ ´ Î ² 
¶μ²μ¦¨³ j = 1, m2

4 = 0 ¨ ¨¸±²ÕÎ¨³ ¸² £ ¥³μ¥ ¸ ∂1∂2Δ4. ‘¨¸É¥³Ê Ê· ¢´¥´¨°

G3 = 0, ∂1Δ4 = 0, ∂1∂2Δ4 = 0 (33)

³μ¦´μ ·¥Ï¨ÉÓ §  ¸ÎeÉ ¢Ò¡μ·  s14, s34, s24. ˆ³¥¥É¸Ö ´¥¸±μ²Ó±μ ·¥Ï¥´¨° ¸¨¸É¥³Ò (33), ´μ
Éμ²Ó±μ ¤¢  ¨§ ´¨Ì ¶·¨¢μ¤ÖÉ ± ´¥´Ê²¥¢Ò³ ¶·μ¨§¢μ¤´Ò³ ¢ ¶· ¢μ° Î ¸É¨ (30). �É¨ ·¥Ï¥´¨Ö
¨³¥ÕÉ ¸²¥¤ÊÕÐ¨° ¢¨¤:

s14 = s
(13)
14 , s34 = s

(13)
34 ,

s24 = s24(m2
1, m

2
3, s23, s13, s12) = (34)

=
(s12 + s23 − m2

1 − m2
3)s13 + (s12 − s23 − m2

1 + m2
3)(m

2
3 − m2

1 + α13)
2s13

,

£¤¥

s
(ij)
14 =

Δij + 2m2
i sij − (sij + m2

i − m2
j)αij

2sij
,

s
(ij)
34 =

Δij + 2m2
jsij + (sij + m2

j − m2
i )αij

2sij
, (35)

αij = ±σ(sij − m2
i + m2

j)
√

Δij .

�μ¤¸É ¢²ÖÖ ·¥Ï¥´¨¥ (34) ¢ (32), ¶·¨Ìμ¤¨³ ± ¸²¥¤ÊÕÐ¥³Ê ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´μ³Ê Ê· ¢´¥´¨Õ:

I
(d)
3 (m2

1, m
2
2, m

2
3; s23, s13, s12) =

=
s13 + m2

3 − m2
1 + α13

2s13
I
(d)
3 (m2

2, m
2
3, 0; s

(13)
34 , s24(m2

1, m
2
3, s23, s13, s12), s23)+

+
s13 − m2

3 + m2
1 − α13

2s13
I
(d)
3 (m2

1, m
2
2, 0; s24(m2

1, m
2
3, s23, s13, s12), s

(13)
14 , s12). (36)

�¡· É¨³ ¢´¨³ ´¨¥, ÎÉμ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ (36) ¤²Ö I
(d)
3 ¶μ Ëμ·³¥ ¢¥¸Ó³  ¸Ìμ¦¥ ¸ Ê· ¢´¥´¨¥³

(20) ¤²Ö I
(d)
2 .

ˆ§ Ê· ¢´¥´¨Ö (36) ¸²¥¤Ê¥É, ÎÉμ ¨´É¥£· ² I
(d)
3 ¸ ¶·μ¨§¢μ²Ó´Ò³¨  ·£Ê³¥´É ³¨ ¢¸¥£¤ 

³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¢Ò· ¦¥´ Î¥·¥§ ¨´É¥£· ²Ò, ¢ ±μÉμ·ÒÌ ± ± ³¨´¨³Ê³ μ¤¨´ ¶·μ¶ £ Éμ· ¡¥§³ ¸-

¸μ¢Ò°. …¤¨´¸É¢¥´´μ¥ ¨¸±²ÕÎ¥´¨¥, ±μ£¤  s12 = s13 = s23 = 0, ´μ ¢ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ I
(d)
3 ²¥£±μ
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¸¢μ¤¨É¸Ö ± ±μ³¡¨´ Í¨¨ ¶·μ¸ÉÒÌ ¢ ±ÊÊ³´ÒÌ ¨´É¥£· ²μ¢. ‚ ¸¢μÕ μÎ¥·¥¤Ó, ¨´É¥£· ²Ò ¸ μ¤-
´¨³ ¡¥§³ ¸¸μ¢Ò³ ¶·μ¶ £ Éμ·μ³ ³μ¦´μ ¢Ò· §¨ÉÓ ¢ É¥·³¨´ Ì ¨´É¥£· ²μ¢ ¸ ¤¢Ê³Ö ¡¥§³ ¸-
¸μ¢Ò³¨ ¶·μ¶ £ Éμ· ³¨. „¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, ¶μ²μ¦¨¢ ¢ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¨ (36) m2

2 = 0, ¶μ²ÊÎ ¥³

I
(d)
3 (m2

1, 0, m2
3; s23, s13, s12) =

=
s13 − m2

1 + m2
3 + α13

2s13
I
(d)
3 (0, m2

3, 0; s
(13)
34 , s24(m2

1, m
2
3, s23, s13, s12), s23)+

+
s13 + m2

1 − m2
3 − α13

2s13
I
(d)
3 (m2

1, 0, 0; s24(m2
1, m

2
3, s23, s13, s12), s

(13)
14 , s12). (37)

‚μ¸¶μ²Ó§μ¢ ¢Ï¨¸Ó ¸¨³³¥É·¨¥° ¨´É¥£· ²  I
(d)
3 μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¶¥·¥¸É ´μ¢±¨  ·£Ê³¥´Éμ¢,

§ ³¥´¨³ ¨´É¥£· ²Ò ¢ ¶· ¢μ° Î ¸É¨ (36) ¶μ Ëμ·³Ê²¥ (37). ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ³Ò ¶μ²ÊÎ¨³

I
(d)
3 (m2

1, m
2
2, m

2
3; s23, s13, s12) =

=
(s13 + m2

3 − m2
1 + α13)(s23 + m2

3 − m2
2 + α23)

4s13s23
×

× I
(d)
3 (m2

3, 0, 0; s24(m2
2, m

2
3, s

(13)
34 , s23, s24(m2

1, m
2
3, s23, s13, s12)), s

(23)
34 , s

(13)
34 )+

+
(s13 + m2

3 − m2
1 + α13)(s23 − m2

3 + m2
2 − α23)

4s13s23
×

× I
(d)
3 (m2

2, 0, 0; s24(m2
2, m

2
3, s

(13)
34 , s23, s24(m2

1, m
2
3, s23, s13, s12)),

s
(23)
14 , s24(m2

1, m
2
3, s23, s13, s12))+

+
(s13 − m2

3 + m2
1 − α13)(s12 + m2

2 − m2
1 + α12)

4s13s12
×

× I
(d)
3 (m2

2, 0, 0; s24(m2
1, m

2
2, s24(m2

1, m
2
3, s23, s13, s12), s12, s

(13)
14 ),

s
(12)
34 , s24(m2

1, m
2
3, s23, s13, s12))+

+
(s13 − m2

3 + m2
1 − α13)(s12 − m2

2 + m2
1 − α12)

4s12s13
×

× I
(d)
3 (m2

1, 0, 0; s24(m2
1, m

2
2, s24(m2

1, m
2
3, s23, s13, s12), s12, s

(13)
14 ), s(12)

14 , s
(13)
14 ). (38)

Š ± ¡Ò²μ ¶μ± § ´μ ¢ · ¡μÉ¥ [1], ¨´É¥£· ² ¸ ¤¢Ê³Ö ¡¥§³ ¸¸μ¢Ò³¨ ¶·μ¶ £ Éμ· ³¨ ³μ¦¥É
¡ÒÉÓ ¢Ò· ¦¥´ Î¥·¥§ ¨´É¥£· ²Ò ¸ ¤¢Ê³Ö ¡¥§³ ¸¸μ¢Ò³¨ ¶·μ¶ £ Éμ· ³¨ ¨ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ ¸
μ¤´¨³ ¨§ ±¢ ¤· Éμ¢ ¨³¶Ê²Ó¸μ¢, · ¢´Ò³ ´Ê²Õ, ¨ ¨´É¥£· ²Ò ¸μ ¢¸¥³¨ ³ ¸¸ ³¨, · ¢´Ò³¨
´Ê²Õ. ’ ±μ¥ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ ³μ¦´μ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ, ¶μ²μ¦¨¢ ¢ Ê· ¢´¥´¨¨ (30) ¸ ¸ ³μ£μ ´ Î ² 
m2

1 = m2
3 = s24 = 0,   § É¥³ ·¥Ï¨¢ ¸¨¸É¥³Ê

G3 = 0, ∂1Δ4 = 0 (39)

μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ s14, s34.
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’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¤²Ö ¶μ²ÊÎ¥´¨Ö  ´ ²¨É¨Î¥¸±μ£μ ·¥§Ê²ÓÉ É  ¤²Ö ¢¥·Ï¨´´μ° ËÊ´±Í¨¨ ¸
¶·μ¨§¢μ²Ó´Ò³¨ ³ ¸¸ ³¨ ¨ ´¥´Ê²¥¢Ò³¨ ±¢ ¤· É ³¨ ¢´¥Ï´¨Ì ¨³¶Ê²Ó¸μ¢ ´ ³ ´Ê¦´μ §´ ÉÓ
 ´ ²¨É¨Î¥¸±¨¥ Ëμ·³Ê²Ò ¤²Ö ¤¢ÊÌ ¡ §¨¸´ÒÌ ¨´É¥£· ²μ¢. �´ ²¨É¨Î¥¸±μ¥ ¢Ò· ¦¥´¨¥ ¤²Ö
¨´É¥£· ²  ¤²Ö ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ£μ d ¸μ ¢¸¥³¨ ¡¥§³ ¸¸μ¢Ò³¨ ¶·μ¶ £ Éμ· ³¨ ¢ ¢¨¤¥ ±μ³¡¨´ Í¨¨
£¨¶¥·£¥μ³¥É·¨Î¥¸±¨Ì ËÊ´±Í¨° 2F1 ¶·¨¢¥¤¥´μ ¢ [9,10].

�´ ²¨É¨Î¥¸±μ¥ ¢Ò· ¦¥´¨¥ ¤²Ö ¡ §¨¸´μ£μ ¨´É¥£· ²  I
(d)
3 (0, m2, 0; 0, s13, s12) ¡Ò²μ

¶μ²ÊÎ¥´μ ¢ · ¡μÉ¥ [1]. „²Ö ¸²ÊÎ Ö ±μ£¤  s12 � m2 ¨ s13 � m2,

I
(d)
3 (0, m2, 0; 0, s13, s12) = −I

(d)
2 (0, 0; s13)

m2 2F1

⎡
⎣ 1,

d − 2
2

;

d − 2 ;

s12 − s13

m2

⎤
⎦+

+
1

m2
I
(d)
2 (0, m2; 0) F1

(
1, 1, 2 − d

2
,
d

2
;
s12 − s13

m2
,
s12

m2

)
, (40)

£¤¥ F1 Å £¨¶¥·£¥μ³¥É·¨Î¥¸± Ö ËÊ´±Í¨Ö �¶¶¥²Ö [11], ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥³ Ö ·Ö¤μ³

F1(a, b, b′; c; w, z) =
∞∑

k,l=0

(a)k+l(b)k(b′)l

(c)k+l

wk

k!
zl

l!
, (41)

(a)k = Γ(a + k)/Γ(a) Å É ± ´ §Ò¢ ¥³Ò° ¸¨³¢μ² �μÌ£ ³³¥· . ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¢μ¸¶μ²Ó-

§μ¢ ¢Ï¨¸Ó (40), ³Ò ³μ¦¥³ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ·¥§Ê²ÓÉ É ¤²Ö ¨´É¥£· ²μ¢ I
(d)
3 ¢ É¥·³¨´ Ì ËÊ´±Í¨¨

�¶¶¥²Ö F1. �¥§Ê²ÓÉ É ¢ É¥·³¨´ Ì F1 Ê¦¥ ¡Ò² ¶μ²ÊÎ¥´ ¢ · ¡μÉ¥ [12, 13] ¨ ¶μ§¤´¥¥ ¢
· ¡μÉ¥ [14].

”Ê´±Í¨Ö �¶¶¥²Ö F1 ¢ Ê· ¢´¥´¨¨ (40) ¨³¥¥É μ¸μ¡¥´´μ¸É¨, ¥¸²¨ ± ±μ°-²¨¡μ ¨§ ¥e
 ·£Ê³¥´Éμ¢ ¶·¥¢ÒÏ ¥É 1, É. ¥. ¥¸²¨ ¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö ÌμÉÖ ¡Ò μ¤´μ ¨§ Ê¸²μ¢¨°

|s12| > m2, |s12 − s13| > m2. (42)

„²Ö  ´ ²¨É¨Î¥¸±μ£μ ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö F1 ¢ Ê± § ´´Ò¥ μ¡² ¸É¨ ³μ¦´μ ¢μ¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ¸Ö ·¥-
§Ê²ÓÉ É ³¨, ¶·¨¢¥¤e´´Ò³¨ ¢ · ¡μÉ¥ [15]. �¤´ ±μ ¢ ´ Ï¥³ ¸²ÊÎ ¥ ¶·μÐ¥ ¢μ¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ¸Ö
¶·¥¤² £ ¥³Ò³¨ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´Ò³¨ Ê· ¢´¥´¨Ö³¨. ‚ Éμ³ ¸²ÊÎ ¥, ±μ£¤  s12 > m2, ³μ¦´μ
¢μ¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ¸Ö Ëμ·³Ê²μ°

I
(d)
3 (0, m2, 0; 0, s13, s12) =

m2

s12
I
(d)
3

(
0, m2, 0; 0,

m2(s13 − s12 + m2)
s12

,
m4

s12

)
+

+
(s12 − m2)

s12
I
(d)
3

(
0, 0, 0;

m2(s13 − s12 + m2)
s12

,
(s12 − m2)2

s12
, s13

)
. (43)

‚ ¶· ¢μ° Î ¸É¨ ÔÉμ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ³Ò ¨³¥¥³ ¨¸Ìμ¤´Ò° ¨´É¥£· ², ¢ ±μÉμ·μ³ ¶μ¸²¥¤´¨°  ·-
£Ê³¥´É § ³¥´e´ ´  μ¡· É´Ò°, ¨ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ ¢μ§´¨± ¨´É¥£· ² ¸ ¡¥§³ ¸¸μ¢Ò³¨ ²¨´¨Ö³¨.
„ ´´μ¥ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ ³μ¦´μ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ¨§ Ê· ¢´¥´¨Ö (30) ¶·¨ j = 1, m2

1 = m2
3 = s23 = 0

¨ ·¥Ï¨¢ ¸¨¸É¥³Ê Ê· ¢´¥´¨°

G3 = 0, ∂1Δ4 = 0, ∂1∂3Δ4 = 0 (44)

μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ s14, s24, s34. �´ ²¨É¨Î¥¸±μ¥ ¶·μ¤μ²¦¥´¨¥ ¤ ´´μ£μ ¨´É¥£· ²  ¢ ¤·Ê£¨¥
μ¡² ¸É¨ ¶¥·¥³¥´´ÒÌ · ¸¸³μÉ·¥´μ ¢ · ¡μÉ¥ [1].
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4. ”“�Š–ˆ���‹œ�›… “��‚�…�ˆŸ „‹Ÿ �„���…’‹…‚�‰
—…’›�E••‚�‘’Šˆ I

(d)
4 (m2

1, m
2
2, m

2
3, m

2
4; {sij})

„²Ö ¢Ò¢μ¤  ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¤²Ö ¨´É¥£· ² , ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥£μ ¤¨ £· ³³¥ ¸
Î¥ÉÒ·Ó³Ö ¢´¥Ï´¨³¨ ²¨´¨Ö³¨, ´ ³ ¶μÉ·¥¡Ê¥É¸Ö ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ (5) ¶·¨ n = 5. „²Ö ± ¦¤μ£μ
§´ Î¥´¨Ö j, ¢Ò¡· ¢ ±¨´¥³ É¨Î¥¸±¨¥ ¶¥·¥³¥´´Ò¥ É ±, ÎÉμ¡Ò ¢Ò¶μ²´Ö²¨¸Ó ¤¢  Ê¸²μ¢¨Ö:

∂jΔ5 = 0, G4 = 0, (45)

¨ ¶·¨ ÔÉμ³ ´¥ ¢¸¥ ¢Éμ·Ò¥ ¶·μ¨§¢μ¤´Ò¥ ∂i∂jΔ5 ¡Ò²¨ ¡Ò · ¢´Ò ´Ê²Õ, ¶μ²ÊÎ¨²¨ ´¥¸±μ²Ó±μ
·¥Ï¥´¨°, ±μÉμ·Ò¥ ¶·¨¢μ¤ÖÉ ± ¤μ¢μ²Ó´μ £·μ³μ§¤±¨³ ¢Ò· ¦¥´¨Ö³ ¨ ±μÉμ·Ò¥ ¶μ ÔÉμ° ¶·¨-
Î¨´¥ ³Ò ´¥ ¶·¨¢μ¤¨³. „²Ö ¶· ±É¨Î¥¸±¨Ì ¶·¨³¥´¥´¨° ³μ¦´μ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´Ò¥
Ê· ¢´¥´¨Ö, · ¸¸³μÉ·¥¢ ¡μ²¥¥ ¶·μ¸ÉÊÕ ¸¨ÉÊ Í¨Õ ¨ ´ ²μ¦¨¢, ´ ¶·¨³¥·, Ê¸²μ¢¨Ö

G4 = 0, ∂1Δ5 = 0, ∂1∂2Δ5 = 0, ∂1∂3Δ5 = 0. (46)

�μ²μ¦¨¢ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ m2
5 = 0 ¨ · §·¥Ï¨¢ ¸¨¸É¥³Ê Ê· ¢´¥´¨° (46) μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¶¥-

·¥³¥´´ÒÌ s15, s25, s35, s45, ³Ò ¶μ²ÊÎ¨²¨ ´¥¸±μ²Ó±μ ·¥Ï¥´¨°, ¨§ ±μÉμ·ÒÌ Éμ²Ó±μ μ¤´μ
¶·¨¢μ¤¨É ± ´¥É·¨¢¨ ²Ó´μ³Ê ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´μ³Ê Ê· ¢´¥´¨Õ:

I
(d)
4 (m2

1, m
2
2, m

2
3, m

2
4; s12, s23, s34, s14; s24, s13) =

= (1 − κ(m2
1, m

2
4, s14)) I

(d)
4 (m2

1, m
2
2, m

2
3, 0; s12, s23, φ(m2

1, m
2
4, s13, s14, s34),

(m2
4 − m2

1 − s14)κ(m2
1, m

2
4, s14) − m2

4 + s14; φ(m2
1, m

2
4, s12, s14, s24), s13)+

+ κ(m2
1, m

2
4, s14) I

(d)
4 (m2

2, m
2
3, m

2
4, 0; s23, s34, (s14 − m2

1 + m2
4)κ(m2

1, m
2
4, s14) − m2

4,

φ(m2
1, m

2
4, s12, s14, s24); φ(m2

1, m
2
4, s13, s14, s34), s24), (47)

£¤¥

φ(m2
1,m

2
4, s13, s14, s34) = (s13 − m2

1 + m2
4 − s34)κ(m2

1, m
2
4, s14) − m2

4 + s34,

κ(m2
1, m

2
4, s14) =

s14 − m2
1 + m2

4 + σ(s14 − m2
1 + m2

4)
√

Δ14

2s14
.

(48)

�μ² £ Ö m2
2 = 0 ¢ Ê· ¢´¥´¨¨ (47), ¶·¨Ìμ¤¨³ ± ¸μμÉ´μÏ¥´¨Õ

I
(d)
4 (m2

1, 0, m2
3, m

2
4; s12, s23, s34, s14; s24, s13) =

= (1 − κ(m2
1, m

2
4, s14)) I

(d)
4 (m2

1, 0, m2
3, 0; s12, s23, φ(m2

1, m
2
4, s13, s14, s34),

(m2
4 − m2

1 − s14)κ(m2
1, m

2
4, s14) − m2

4 + s14; φ(m2
1, m

2
4, s12, s14, s24), s13)+

+ κ(m2
1, m

2
4, s14) I

(d)
4 (0, m2

3, m
2
4, 0; s23, s34, (s14 − m2

1 + m2
4)κ(m2

1, m
2
4, s14) − m2

4,

φ(m2
1, m

2
4, s12, s14, s24); φ(m2

1, m
2
4, s13, s14, s34), s24). (49)

‚μ¸¶μ²Ó§μ¢ ¢Ï¨¸Ó ÔÉμ° Ëμ·³Ê²μ°, ¸ ÊÎeÉμ³ ¸¨³³¥É·¨¨ ¨´É¥£· ²  ¶·¨ ¶¥·¥¸É ´μ¢±¥ ³ ¸¸
¨ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥° ¶¥·¥¸É ´μ¢±¥ ¸± ²Ö·´ÒÌ ¨³¶Ê²Ó¸´ÒÌ ¶¥·¥³¥´´ÒÌ ³Ò ³μ¦¥³ ¢Ò· -
§¨ÉÓ ¢¸¥ ¨´É¥£· ²Ò ¢ ¶· ¢μ° Î ¸É¨ (47) ¢ É¥·³¨´ Ì ¨´É¥£· ²μ¢ ¸ ¤¢Ê³Ö ¡¥§³ ¸¸μ¢Ò³¨
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¶·μ¶ £ Éμ· ³¨. 
μ²¥¥ Éμ£μ, ³Ò ³μ¦¥³ ¸¢¥¸É¨ ¨´É¥£· ²Ò ¸ ¤¢Ê³Ö ¡¥§³ ¸¸μ¢Ò³¨ ¶·μ¶ £ -
Éμ· ³¨ ± ¨´É¥£· ² ³ ¸ É·¥³Ö ¡¥§³ ¸¸μ¢Ò³¨ ¶·μ¶ £ Éμ· ³¨. �μ² £ Ö m2

3 = 0 ¢ Ëμ·³Ê²¥
(49), ¶μ²ÊÎ ¥³

I
(d)
4 (m2

1, 0, 0, m2
4; s12, s23, s34, s14; s24, s13) =

= (1 − κ(m2
1, m

2
4, s14)) I

(d)
4 (m2

1, 0, 0, 0; s12, s23, φ(m2
1, m

2
4, s13, s14, s34),

(m2
4 − m2

1 − s14)κ(m2
1, m

2
4, s14) − m2

4 + s14; φ(m2
1, m

2
4, s12, s14, s24), s13)+

+ κ(m2
1, m

2
4, s14) I

(d)
4 (0, 0, m2

4, 0; s23, s34, (s14 − m2
1 + m2

4)κ(m2
1, m

2
4, s14) − m2

4,

φ(m2
1, m

2
4, s12, s14, s24); φ(m2

1, m
2
4, s13, s14, s34), s24). (50)

‚μ¸¶μ²Ó§μ¢ ¢Ï¨¸Ó ¤ ´´μ° Ëμ·³Ê²μ° ¨ Ê¶μ³Ö´ÊÉμ° ¢ÒÏ¥ ¸¨³³¥É·¨¥°, ³Ò ³μ¦¥³ ¢Ò· -
§¨ÉÓ ¢¸¥ ¨´É¥£· ²Ò ¢ ¶· ¢μ° Î ¸É¨ (49) ¢ É¥·³¨´ Ì ¨´É¥£· ²μ¢ ¸ É·¥³Ö ¡¥§³ ¸¸μ¢Ò³¨
¶·μ¶ £ Éμ· ³¨. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, Ëμ·³Ê²Ò (47), (49), (50) ¶μ§¢μ²ÖÕÉ ´ ³ ¢Ò· §¨ÉÓ ²Õ-

¡μ° ¨´É¥£· ² I
(d)
4 ¸ ¶·μ¨§¢μ²Ó´Ò³¨ ³ ¸¸ ³¨ ¨ ´¥´Ê²¥¢Ò³¨ ¸± ²Ö·´Ò³¨ ¨´¢ ·¨ ´É ³¨,

¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨³¨ ¢´¥Ï´¨³ ²¨´¨Ö³, ¢ É¥·³¨´ Ì ¨´É¥£· ²μ¢ ¸ É·¥³Ö ¡¥§³ ¸¸μ¢Ò³¨ ¶·μ-
¶ £ Éμ· ³¨.


μ²¥¥ ¶μ¤·μ¡´μ¥ · ¸¸³μÉ·¥´¨¥ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°,   É ±¦¥ Ëμ·³Ê², ´¥μ¡Ìμ-

¤¨³ÒÌ ¤²Ö  ´ ²¨É¨Î¥¸±μ£μ ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö ¨´É¥£· ²  I
(d)
4 , ¡Ê¤¥É ¶·¥¤¸É ¢²¥´μ ¢ μÉ¤¥²Ó´μ°

¶Ê¡²¨± Í¨¨.

‡�Š‹�—…�ˆ…

‚Ò¤¥²¨³ ´ ¨¡μ²¥¥ ¢ ¦´Ò¥, ¸ ´ Ï¥° ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö, ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ, ±μÉμ·Ò¥ ¡Ò²¨ ¶μ²Ê-
Î¥´Ò ¢ · ¡μÉ Ì [1,2], ¨ μÉ³¥É¨³ ¶·μ¡²¥³Ò, ±μÉμ·Ò¥ ¶·¥¤¸É ¢²ÖÕÉ ¨´É¥·¥¸ ¤²Ö ¤ ²Ó´¥°-
Ï¨Ì ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨° ¢ ¤ ´´μ³ ´ ¶· ¢²¥´¨¨.

‚μ-¶¥·¢ÒÌ, ¡Ò² ¸Ëμ·³Ê²¨·μ¢ ´ μ¡Ð¨° ³¥Éμ¤ ¶μ²ÊÎ¥´¨Ö ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°
¤²Ö ¶·μ¨§¢μ²Ó´ÒÌ Ë¥°´³ ´μ¢¸±¨Ì ¨´É¥£· ²μ¢.

‚μ-¢Éμ·ÒÌ, ¡Ò²μ ¶·μ¤¥³μ´¸É·¨·μ¢ ´μ, ÎÉμ ¸ ¶μ³μÐÓÕ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´ÒÌ ¸μμÉ´μÏ¥´¨°
¨´É¥£· ²Ò, § ¢¨¸ÖÐ¨¥ μÉ ³´μ£¨Ì ±¨´¥³ É¨Î¥¸±¨Ì ¶¥·¥³¥´´ÒÌ, ²¨¡μ ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ ¸¢¥¤¥´Ò
± ¨´É¥£· ² ³ ¸ ¡μ²¥¥ ¶·μ¸Éμ° ±¨´¥³ É¨±μ°, ²¨¡μ ¸ ¨Ì ¶μ³μÐÓÕ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ Ê³¥´ÓÏ¥´μ
±μ²¨Î¥¸É¢μ ´¥É·¨¢¨ ²Ó´ÒÌ ¡ §¨¸´ÒÌ ¨´É¥£· ²μ¢.

‚-É·¥ÉÓ¨Ì, ¡Ò²μ ¶μ± § ´μ, ÎÉμ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´Ò
¤²Ö  ´ ²¨É¨Î¥¸±μ£μ ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö Ë¥°´³ ´μ¢¸±¨Ì ¨´É¥£· ²μ¢, § ¢¨¸ÖÐ¨Ì μÉ ³´μ£¨Ì ¶¥-
·¥³¥´´ÒÌ, ¢ · §²¨Î´Ò¥ ±¨´¥³ É¨Î¥¸±¨¥ μ¡² ¸É¨. �É³¥É¨³, ÎÉμ §´ ´¨¥ Ö¢´μ£μ ¢¨¤  ¨´É¥-
£· ²  ´¥ É·¥¡Ê¥É¸Ö. „μ ´ ¸ÉμÖÐ¥£μ ¢·¥³¥´¨ ¸Éμ²Ó μ¡Ð¥£μ  ²£μ·¨É³  ¤²Ö  ´ ²¨É¨Î¥¸±μ£μ
¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö Ë¥°´³ ´μ¢¸±¨Ì ¨´É¥£· ²μ¢ ´¥ ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ²μ.

„²Ö ¤ ²Ó´¥°Ï¥£μ, ¡μ²¥¥ ¸¨¸É¥³ É¨Î¥¸±μ£μ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö ¶·¥¤²μ¦¥´´ÒÌ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó-
´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° É·¥¡Ê¥É¸Ö ¶·¨³¥´¥´¨¥ ³¥Éμ¤μ¢  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ° £¥μ³¥É·¨¨ ¨ É¥μ·¨¨ £·Ê¶¶.
�¸μ¡¥´´μ ¢ ¦´Ò³ ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É¸Ö £·Ê¶¶μ¢μ°  ´ ²¨§ ·¥Ï¥´¨° ¸¨¸É¥³  ²£¥¡· ¨Î¥¸±¨Ì
Ê· ¢´¥´¨°, ´  ±μÉμ·ÒÌ ¸ÊÐ¥¸É¢ÊÕÉ · ¸¸³μÉ·¥´´Ò¥ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö.

ˆ´É¥·¥¸´Ò³  ¸¶¥±Éμ³ ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É¸Ö É ±¦¥ ¶·¨³¥´¥´¨¥ ¶·¥¤²μ¦¥´´μ£μ ³¥Éμ¤  ¤²Ö
¶μ²ÊÎ¥´¨Ö ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¤²Ö £¨¶¥·£¥μ³¥É·¨Î¥¸±¨Ì ËÊ´±Í¨°. ” ±É¨Î¥¸±¨
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Ë¥°´³ ´μ¢¸±¨¥ ¨´É¥£· ²Ò Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ±μ³¡¨´ Í¨Ö³¨ £¨¶¥·£¥μ³¥É·¨Î¥¸±¨Ì ËÊ´±Í¨°, ¶μ-
ÔÉμ³Ê ¨¤¥¨, · ¡μÉ ÕÐ¨¥ ¢ ¤ ´´μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¡¥§ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´ÒÌ ¨§³¥´¥´¨°, ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ ¶¥-
·¥´¥¸¥´Ò ´  £¨¶¥·£¥μ³¥É·¨Î¥¸±¨¥ ËÊ´±Í¨¨ ¸ ³μ£μ μ¡Ð¥£μ ¢¨¤ . ‚ ± Î¥¸É¢¥ ´ Î ²Ó´ÒÌ
¸μμÉ´μÏ¥´¨° ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ ¢§ÖÉÒ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö ³¥¦¤Ê ¸μ¶·Ö¦e´´Ò³¨ ËÊ´±Í¨Ö³¨.

„ ´´ Ö · ¡μÉ  ¡Ò²  ¢Ò¶μ²´¥´  Î ¸É¨Î´μ ¶·¨ ¶μ¤¤¥·¦±¥ £· ´Éμ¢ DFG KN365/3-2,
SFB-676-B4 ¨ BMBF HT6QUA.
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