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”¨§¨Î¥¸±¨° Ë ±Ê²ÓÉ¥É ¨ ˆ´¸É¨ÉÊÉ É¥μ·¥É¨Î¥¸±¨Ì ¶·μ¡²¥³ ³¨±·μ³¨·  Œμ¸±μ¢¸±μ£μ

£μ¸Ê¤ ·¸É¢¥´´μ£μ Ê´¨¢¥·¸¨É¥É  ¨³. Œ.‚. ‹μ³μ´μ¸μ¢ , Œμ¸±¢ 

ˆ¸¸²¥¤μ¢ ´ Ô´¥·£¥É¨Î¥¸±¨° ¸¶¥±É· ´¥·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ° ±¢ ´Éμ¢μ° Î ¸É¨ÍÒ ¨ ¢μ¤μ·μ¤μ¶μ¤μ¡´μ£μ
 Éμ³  ¶·¨ ´ ¨¡μ²¥¥ μ¡Ð¨Ì £· ´¨Î´ÒÌ Ê¸²μ¢¨ÖÌ ®´¥¢Ò²¥É ´¨Ö¯ ¨§ § ¤ ´´μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´μ£μ
μ¡Ñ¥³  (¢ ±ÊÊ³´μ° ¶μ²μ¸É¨). �μ± § ´μ, ÎÉμ ¢μ§´¨± ÕÐ Ö ¶·¨ ÔÉμ³ ¶¥·¥¸É·μ°±  ´¨¦´¨Ì Ô´¥·-
£¥É¨Î¥¸±¨Ì Ê·μ¢´¥° ¸¶¥±É·  μ± §Ò¢ ¥É¸Ö ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ ¡μ²¥¥ §´ Î¨³μ° ¶μ ¸· ¢´¥´¨Õ ¸μ ¸²ÊÎ ¥³
Ê¤¥·¦ ´¨Ö ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´Ò³ ¡ ·Ó¥·μ³. �·μ¤¥³μ´¸É·¨·μ¢ ´  ·μ²Ó ÔËË¥±É  μÉÉ ²±¨¢ ´¨Ö ¡²¨§±¨Ì
Ê·μ¢´¥° Ëμ´ �¥°³ ´ Ä‚¨£´¥·  ¶·¨ É ±μ° ¶¥·¥¸É·μ°±¥ ¸¶¥±É· . „²Ö  Éμ³ , ´ Ìμ¤ÖÐ¥£μ¸Ö ¢ ¸Ë¥·¨-
Î¥¸±μ° ¶μ²μ¸É¨ · ¤¨Ê¸  R, ¶μ± § ´μ, ÎÉμ, ±μ£¤  ·μ²Ó £· ´¨ÍÒ ¶μ²μ¸É¨ ¨£· ¥É ¶μ¢¥·Ì´μ¸É´Ò° ¸²μ°
´¥´Ê²¥¢μ° £²Ê¡¨´Ò d, ´¨¦´¨° Ô´¥·£¥É¨Î¥¸±¨° Ê·μ¢¥´Ó  Éμ³  ¨³¥¥É ¶·¨ Ë¨§¨Î¥¸±¨ ¸μ¤¥·¦ É¥²Ó-
´ÒÌ ¶ · ³¥É· Ì ¶μ¢¥·Ì´μ¸É´μ£μ ¸²μÖ £²Ê¡μ±¨° Ìμ·μÏμ ¢Ò· ¦¥´´Ò° ³¨´¨³Ê³, ¢ ±μÉμ·μ³ Ô´¥·£¨Ö
¸¢Ö§¨ μ± §Ò¢ ¥É¸Ö ´  ¶μ·Ö¤μ± ¡μ²ÓÏ¥, Î¥³ Ê ´¨¦´¥£μ 1s-Ê·μ¢´Ö ¸¢μ¡μ¤´μ£μ  Éμ³  E1s,   É ±¦¥
¸É ´μ¢¨É¸Ö ¢μ§³μ¦´Ò³ ·¥¦¨³, ±μ£¤  Ô´¥·£¨Ö ¸¢Ö§¨  Éμ³  ¡Ê¤¥É § ³¥É´μ ¶·¥¢ÒÏ ÉÓ E1s ¶·¨ R
¶μ·Ö¤±  10Ä100 ´³.

Energy spectrum of nonrelativistic particle and hydrogen-like atom conˇned in a spatial box (vacuum
cavity) under most general conditions of ®not going out¯ through the box surface is considered. It is
shown that in this case the arising lowest energy levels reconstruction turns out to be sufˇciently more
signiˇcant compared to the case of conˇnement by an impenetrable barrier. The role of von NeumannÄ
Wigner level re	ection effect in this spectrum reconstruction is emphasized. For an atom conˇned in
a spherical box of radius R it is shown that if the box boundary is formed by a surface layer with
physically reasonable width and depth, the atomic ground state reveals deep and strongly pronounced
well, where the bound energy is remarkably larger than that of the 1s-level of the free atom E1s, and
the conditions when the bound energy could be sufˇciently larger than E1s for R ∼ 10Ä100 nm turn
out to be possible as well.

PACS: 36.40.-C
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�Éμ³Ò ¨ ³μ²¥±Ê²Ò, § ±²ÕÎ¥´´Ò¥ ¢ ¢ ±ÊÊ³´ÒÌ ³¨±·μ¶Ê¸ÉμÉ Ì, Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¢ ¶μ¸²¥¤´¥¥
¢·¥³Ö ¶·¥¤³¥Éμ³ ¢¸¥ ¡μ²¥¥  ±É¨¢´ÒÌ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨°, ± ± É¥μ·¥É¨Î¥¸±¨Ì, É ± ¨ Ô±¸¶¥·¨-
³¥´É ²Ó´ÒÌ [1Ä3]. Šμ´±·¥É´Ò³¨ ¶·¨³¥· ³¨ É ±μ£μ ·μ¤  Ö¢²ÖÕÉ¸Ö  Éμ³Ò, § Ì¢ Î¥´´Ò¥
¶Ê¸ÉÒ³¨ ÖÎ¥°± ³¨ ¢ ´ ´μ³ É¥·¨ ² Ì ´  μ¸´μ¢¥ Ê£²¥·μ¤ , É ±¨Ì ± ± ¶μ²¨Ô¤· ²Ó´Ò¥ ËÊ²²¥-
·¥´Ò [4, 5], ¨²¨ ´ Ìμ¤ÖÐ¨¥¸Ö ¢ ³¥¦¤μÊ§²¨ÖÌ ±·¨¸É ²²¨Î¥¸±μ° ·¥Ï¥É±¨ É¨¶  μ±É Ô¤· ²Ó-
´ÒÌ ¨ É¥É· Ô¤· ²Ó´ÒÌ ¶Ê¸ÉμÉ £. Í. ±. ¨ μ. Í. ±. ·¥Ï¥Éμ± ·Ö¤  ³¥É ²²μ¢ ¨ ¸¶² ¢μ¢ [6, 7],
¢ ¢ ±ÊÊ³´ÒÌ ®bubbles¯, ±μÉμ·Ò¥ μ¡· §ÊÕÉ¸Ö §  ¸Î¥É ¶·¨³¥¸¥° ¢ ¦¨¤±μ³ £¥²¨¨ [8] ¨ ¢ ¸É¥´-
± Ì  Éμ³´ÒÌ ·¥ ±Éμ·μ¢ ¶μ¸²¥ ¡μ³¡ ·¤¨·μ¢±¨ ´¥°É·μ´ ³¨ [9], ¨ ¤·. � Î¨´ Ö ¸ · ¡μÉÒ
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�.Œ¨Ï¥²Ö ¨ „¦. ¤¥ 
μ¥·  [10], μ¸´μ¢´μ¥ ¢´¨³ ´¨¥ ¤μ ¸¨Ì ¶μ· Ê¤¥²Ö²μ¸Ó ¸¢μ°¸É¢ ³
 Éμ³μ¢ ¨ ³μ²¥±Ê², Ê¤¥·¦¨¢ ¥³ÒÌ ¢ ¶μ²μ¸É¨ ´¥¶·μ´¨Í ¥³Ò³ ¨²¨ Î ¸É¨Î´μ ¶·μ´¨Í ¥³Ò³
¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´Ò³ ¡ ·Ó¥·μ³, ¨³¨É¨·ÊÕÐ¨³ ·¥¦¨³ ¸¦ É¨Ö ¢´¥Ï´¨³ ¤ ¢²¥´¨¥³ (¸³. [11] ¨
¸¸Ò²±¨ É ³). �¤´ ±μ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´Ò° ±μ´Ë °´³¥´É ±¢ ´Éμ¢ÒÌ Î ¸É¨Í ¤μ¶Ê¸± ¥É ¸Ê-
Ð¥¸É¢¥´´μ ¡μ²¥¥ Ï¨·μ±ÊÕ ¶μ¸É ´μ¢±Ê § ¤ Î¨, ±μÉμ· Ö ´¥ ¶·¥¤¶μ² £ ¥É μ¡Ö§ É¥²Ó´μ£μ
¨¸Î¥§´μ¢¥´¨Ö ‚” ´  £· ´¨Í¥ μ¡² ¸É¨ Ê¤¥·¦ ´¨Ö. �Éμ ·¥ ²¨§Ê¥É¸Ö, ¢ Î ¸É´μ¸É¨, ¶·¨ ³μ-
¤¥²¨·μ¢ ´¨¨ ¸É·Ê±ÉÊ·Ò ¨ ¸¢μ°¸É¢  ¤·μ´μ¢ ¢ · ³± Ì ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±¨Ì ³μ¤¥²¥° ±¢ ·±μ¢ÒÌ
³¥Ï±μ¢ [12, 13], ¢ ³μ¤¥²¨ ’μ³ ¸ Ä”¥·³¨ ³´μ£μÔ²¥±É·μ´´μ£μ  Éμ³  [14],   É ±¦¥ ¢ ·Ö¤¥
§ ¤ Î ±¢ ´Éμ¢μ° Ì¨³¨¨ ([15, 16] ¨ ¸¸Ò²±¨ É ³). ‚ ¤ ´´μ° · ¡μÉ¥ ³Ò ¸ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕ-
Ð¨³¨ ³μ¤¨Ë¨± Í¨Ö³¨ μ¸´μ¢´ÒÌ ¶·¨´Í¨¶μ¢, ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³ÒÌ ¢ ¶¥·¥Î¨¸²¥´´ÒÌ ¢ÒÏ¥ ³μ¤¥-
²ÖÌ, · ¸¸³μÉ·¨³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ´¥·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ° Î ¸É¨ÍÒ ¸ μ¡Ð¨³¨ £· ´¨Î´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨
®´¥¢Ò²¥É ´¨Ö¯ ¨§ § ¤ ´´μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´μ£μ μ¡Ñ¥³  ¨ ´  ¶·¨³¥·¥ ¢μ¤μ·μ¤μ¶μ¤μ¡´μ£μ
 Éμ³  ¢ ¸Ë¥·¨Î¥¸±μ° ¶μ²μ¸É¨ ¶μ± ¦¥³, ´ ¸±μ²Ó±μ ¸¶¥Í¨Ë¨Î¥¸±¨³¨ ³μ£ÊÉ μ± § ÉÓ¸Ö ¸¢μ°-
¸É¢  É ±μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö. ‘· §Ê μÉ³¥É¨³, ÎÉμ £· ´¨Î´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö ®´¥¢Ò²¥É ´¨Ö¯ μÉ´Õ¤Ó ´¥
μ¡Ö§ É¥²Ó´μ ¤μ²¦´Ò ¡ÒÉÓ ¸²¥¤¸É¢¨¥³ Ë ±É¨Î¥¸±μ£μ Ê¤¥·¦ ´¨Ö Î ¸É¨Í ¢´ÊÉ·¨ § ¤ ´´μ£μ
μ¡Ñ¥³ ,   ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ μ¡Ê¸²μ¢²¥´Ò ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ ¡μ²¥¥ Ï¨·μ±¨³ ¸¶¥±É·μ³ ¶·¨Î¨´, ± ±
ÔÉμ ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É, ´ ¶·¨³¥·, ¢ ³μ¤¥²¨ Ð¥²μÎ´μ£μ ³¥É ²²  ‚¨£´¥· Ä‡¥°ÉÍ  [17].
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…¸²¨ ±¢ ´Éμ¢ Ö Î ¸É¨Í  ³ ¸¸Ò m Î ¸É¨ÍÒ ´ Ìμ¤¨É¸Ö ¢ ¸É Í¨μ´ ·´μ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨ ¢
¢ ±ÊÊ³´μ° ¶μ²μ¸É¨ Ω ¸ £· ´¨Í¥° Σ ¨ ´¥ ¢ÒÌμ¤¨É §  ¥¥ ¶·¥¤¥²Ò, Éμ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨°
Ô´¥·£¥É¨Î¥¸±¨° ËÊ´±Í¨μ´ ² ¨³¥¥É ¢¨¤

E[ψ] =
∫
Ω

dr
[

�
2

2m
|∇ψ|2 + U(r) |ψ|2

]
+

�
2

2m

∫
Σ

dσ λ(r)|ψ|2, (1)

£¤¥ U(r) Å ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´μ¥ ¶μ²¥ ¢´ÊÉ·¨ Ω, ¢ ±μÉμ·μ³ ´ Ìμ¤¨É¸Ö Î ¸É¨Í ,   ¶μ¢¥·Ì´μ¸É-
´Ò° Î²¥´

∫
Σ

μ¶¨¸Ò¢ ¥É ±μ´É ±É´μ¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ Î ¸É¨ÍÒ ´  £· ´¨Í¥ ¸μ ¸·¥¤μ°, ¢ ±μ-

Éμ·μ° μ¡· §μ¢ ² ¸Ó ¤ ´´ Ö ¶μ²μ¸ÉÓ. Šμ´±·¥É´Ò¥ Ì · ±É¥·¨¸É¨±¨ É ±μ£μ ¶μ¢¥·Ì´μ¸É´μ£μ
¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö § ¤ ÕÉ¸Ö ¢¥Ð¥¸É¢¥´´μ° ËÊ´±Í¨¥° λ(r).

ˆ§ ¢ ·¨ Í¨μ´´μ£μ ¶·¨´Í¨¶  ¸ ÊÎ¥Éμ³ ´μ·³¨·μ¢±¨ 〈ψ|ψ〉 =
∫
Ω

dr|ψ|2 = 1 Éμ£¤ 

¶μ²ÊÎ ¥³ [
− �

2

2m
Δ + U(r)

]
ψ = Eψ (2)

¢´ÊÉ·¨ Ω ¨ £· ´¨Î´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö ´  ¶μ¢¥·Ì´μ¸É¨ Σ ¢ ¢¨¤¥

[n∇ + λ(r)]ψ|Σ = 0, (3)

£¤¥ n Å ¢´¥Ï´ÖÖ ´μ·³ ²Ó ± Σ.
ƒ· ´¨Î´μ¥ Ê¸²μ¢¨¥ (3) ¨§¢¥¸É´μ ¢ ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ° Ë¨§¨±¥ ± ± Ê¸²μ¢¨¥ �μ¡¨´  (¨²¨

3-£μ ·μ¤ ), ¶·¨ ±μÉμ·μ³ ¸¶¥±É· ²Ó´ Ö § ¤ Î  (2), (3) ¸μÌ· ´Ö¥É ¸ ³μ¸μ¶·Ö¦¥´´μ¸ÉÓ ¨
μ¡² ¤ ¥É É¥³ ¸ ³Ò³ ¶μ²´Ò³ ´ ¡μ·μ³ ´¥μ¡Ìμ¤¨³ÒÌ ¸¢μ°¸É¢ ¤²Ö ¶μ¸É·μ¥´¨Ö ±¢ ´Éμ-
¢μ° ³¥Ì ´¨±¨ ´¥·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ° Î ¸É¨ÍÒ, § ±²ÕÎ¥´´μ° ¢ ¶μ²μ¸É¨ Ω. (
μ²¥¥ ¤¥É ²Ó´μ¥
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μ¡¸Ê¦¤¥´¨¥ É·¥¡μ¢ ´¨° ± Ω ¨ Σ, ¶·¨ ±μÉμ·ÒÌ ÔÉμ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨
±μ··¥±É´Ò³, ¸³. [15] ¨ ¸¸Ò²±¨ É ³.)

�¥¢Ò²¥É ´¨¥ Î ¸É¨ÍÒ ¨§ ¶μ²μ¸É¨ μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ¥É¸Ö ¶·¨ ÔÉμ³ §  ¸Î¥É Éμ£μ, ÎÉμ ´μ·³ ²Ó-
´ Ö ± Σ ±μ³¶μ´¥´É  ¶μÉμ± 

j =
�

2mi
(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) (4)

¨¸Î¥§ ¥É ´  £· ´¨Í¥

nj
∣∣∣
Σ

= 0. (5)

‚ Éμ ¦¥ ¢·¥³Ö É ´£¥´Í¨ ²Ó´Ò¥ ±μ³¶μ´¥´ÉÒ j ´  ¶μ¢¥·Ì´μ¸É¨ Σ ¢¶μ²´¥ ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ
´¥´Ê²¥¢Ò³¨, É. ¥. Î ¸É¨Í  ³μ¦¥É ´ Ìμ¤¨ÉÓ¸Ö ¸±μ²Ó Ê£μ¤´μ ¡²¨§±μ μÉ £· ´¨ÍÒ ¶μ²μ¸É¨ ¸
§ ³¥É´μ° ¢¥·μÖÉ´μ¸ÉÓÕ. �  É ±¨Ì ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨ÖÌ, ¢ Î ¸É´μ¸É¨, μ¸´μ¢ ´  ³μ¤¥²Ó ’μ³ ¸ Ä
”¥·³¨ ³´μ£μÔ²¥±É·μ´´μ£μ  Éμ³  ¨ ³μ¤¥²¨ ±¢ ·±μ¢ÒÌ ³¥Ï±μ¢ ¢ Ë¨§¨±¥  ¤·μ´μ¢ [12Ä14].

…¸²¨ ¶μ¢¥·Ì´μ¸É´μ¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ Î ¸É¨ÍÒ ¸ μ±·Ê¦¥´¨¥³ ¶μ²μ¸É¨ μÉ¸ÊÉ¸É¢Ê¥É, Éμ
λ = 0, ¢ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ Î¥£μ (3) ¸É ´μ¢¨É¸Ö £· ´¨Î´Ò³ Ê¸²μ¢¨¥³ �¥°³ ´  (2-£μ ·μ¤ )

n∇ψ
∣∣∣
Σ

= 0, (6)

ÎÉμ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É £· ´¨Î´μ³Ê Ê¸²μ¢¨Õ ±μ´Ë °´³¥´É  ¸± ²Ö·´μ£μ ¶μ²Ö ¢ ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±¨Ì
³μ¤¥²ÖÌ ³¥Ï±μ¢ [12]. �μ³¨³μ ÔÉμ£μ, Ê¸²μ¢¨¥ (6) ¢μ§´¨± ¥É ¢ ³μ¤¥²¨ Ð¥²μÎ´μ£μ ³¥-
É ²²  ‚¨£´¥· Ä‡¥°ÉÍ  [17], ´μ ¢ ¶μ¸²¥¤´¥³ ¸²ÊÎ ¥ μ´μ μ¶¨¸Ò¢ ¥É μ¡· É´ÊÕ ¸¨ÉÊ Í¨Õ Å
¤¥²μ± ²¨§ Í¨Õ ¢ ²¥´É´ÒÌ Ô²¥±É·μ´μ¢, μ¡· §ÊÕÐ¨Ì ³¥É ²²¨Î¥¸±ÊÕ ¸¢Ö§Ó. �μ ¢ ¤ ´´μ³
¸²ÊÎ ¥ · ¸¸³ É·¨¢ ¥É¸Ö ¶μ²μ¸ÉÓ ¢ ¸·¥¤¥, ¨ ¶μ¢¥·Ì´μ¸É´Ò° Î²¥´ ¤μ²¦¥´ ¶·¨¸ÊÉ¸É¢μ¢ ÉÓ,
¶μ¸±μ²Ó±Ê ´¥²Ó§Ö ´¥ ÊÎ¨ÉÒ¢ ÉÓ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ ´ Ìμ¤ÖÐ¥°¸Ö ¢ ¶μ²μ¸É¨ Î ¸É¨ÍÒ ¸ μ±·Ê-
¦¥´¨¥³. …¸²¨ ¦¥ λ → ∞, Éμ (3) ¶·¥¢· Ð ¥É¸Ö ¢ £· ´¨Î´μ¥ Ê¸²μ¢¨¥ „¨·¨Ì²¥

ψ
∣∣∣
Σ

= 0, (7)

É. ¥. ¢ Ê¸²μ¢¨¥ Ê¤¥·¦ ´¨Ö Î ¸É¨ÍÒ ´¥¶·μ´¨Í ¥³Ò³ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´Ò³ ¡ ·Ó¥·μ³.

2. ‘�‘’�Ÿ�ˆ… �…‚›‹…’��ˆŸ —�‘’ˆ–›
‚ ‘”…�ˆ—…‘Š�‰ ��’…�–ˆ�‹œ��‰ ŸŒ…

’¥¶¥·Ó · ¸¸³μÉ·¨³ ¶·μ¸É¥°Ï¨° ¶·¨³¥· É ±μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ´¥¢Ò²¥É ´¨Ö Î ¸É¨ÍÒ ¨§
¸Ë¥·¨Î¥¸±¨-¸¨³³¥É·¨Î´μ° ¶μ²μ¸É¨ · ¤¨Ê¸  R ¸ ¶μ¸ÉμÖ´´Ò³ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³ U(r) = U0,
r < R, ¨ ¶μ¢¥·Ì´μ¸É´Ò³ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥³ λ = const. „ ²¥¥ ¤²Ö Ê¤μ¡¸É¢  ¸· ¢´¥´¨Ö
· §²¨Î´ÒÌ ·¥§Ê²ÓÉ Éμ¢ ¡Ê¤¥³ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ Ê´¨¢¥·¸ ²Ó´Ò¥ ¥¤¨´¨ÍÒ � = c = 1, ¢μ²´μ¢μ¥
Î¨¸²μ ¨ Ô´¥·£¨Õ ¢Ò· ¦ ¥³ ¢ ¥¤¨´¨Í Ì ³ ¸¸Ò Î ¸É¨ÍÒ m,   · ¸¸ÉμÖ´¨Ö Å ¢ ¥¤¨´¨-
Í Ì ±μ³¶Éμ´μ¢¸±μ° ¤²¨´Ò 1/m. ˆ¸¶μ²Ó§ÊÖ U0 ¢ ± Î¥¸É¢¥ ´ Î ²  μÉ¸Î¥É  Ô´¥·£¨¨, ¤²Ö
s-Ê·μ¢´¥° Î ¸É¨ÍÒ ¶μ²ÊÎ ¥³ Ê· ¢´¥´¨¥

tg kR =
kR

1 − λR
, (8)

£¤¥ k =
√

2E.
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ˆ§ (8) ²¥£±μ ¢¨¤¥ÉÓ, ÎÉμ ¶·¨ Ë¨±¸¨·μ¢ ´´μ³ λ Ô´¥·£¨Î¥¸±¨¥ Ê·μ¢´¨ ± ± ËÊ´±Í¨¨
· §³¥·  ¶μ²μ¸É¨ ¡Ê¤ÊÉ ¢¥¸É¨ ¸¥¡Ö ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ · §²¨Î´Ò³ μ¡· §μ³ ¢ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ
§´ ±  λ. 
μ²¥¥ ±μ´±·¥É´μ: ¶·¨ λ > 0, ±μ£¤  ¶μ¢¥·Ì´μ¸É´μ¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ ¨³¥¥É Ì · ±-
É¥· μÉÉ ²±¨¢ ´¨Ö, ¶·¨ R → 0 ¢μ²´μ¢μ¥ Î¨¸²μ ´¨¦´¥£μ Ê·μ¢´Ö ¸ ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´μ° Ô´¥·£¨¥°
¢¥¤¥É ¸¥¡Ö ± ±

√
3λ/R,   Ô´¥·£¨Ö Î ¸É¨ÍÒ · ¸É¥É ± ±

E(R) → 3λ

2R
, R → 0, (9)

ÌμÉÖ ¨§ ¸É ´¤ ·É´ÒÌ ±¢ ´Éμ¢μ-³¥Ì ´¨Î¥¸±¨Ì ¸μμ¡· ¦¥´¨° ¸²¥¤μ¢ ²μ ¡Ò μ¦¨¤ ÉÓ, ÎÉμ
Ô´¥·£¨Ö Î ¸É¨ÍÒ ¡Ê¤¥É · ¸É¨ ± ± O(1/R2). �μ ¢ ¤ ´´μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ ƒ¥°§¥´¡¥·£ 
³¥¦¤Ê ¤¨¸¶¥·¸¨Ö³¨ ±μμ·¤¨´ ÉÒ ¨ ¨³¶Ê²Ó¸  ´¨Î¥£μ ´¥ ¤ ¥É, É ± ± ± μ¡Ð¥¥ £· ´¨Î´μ¥
Ê¸²μ¢¨¥ ±μ´Ë °´³¥´É  (3) ¥Ð¥ ´¥ μ§´ Î ¥É, ÎÉμ ¤¨¸¶¥·¸¨Ö ±μμ·¤¨´ ÉÒ Î ¸É¨ÍÒ ³μ¦¥É
μÍ¥´¨¢ ÉÓ¸Ö ± ± O(R2). �μ¸²¥¤´¥¥ ¡Ê¤¥É ¡¥§Ê¸²μ¢´μ ¢¥·´μ Éμ²Ó±μ ¢ ¸²ÊÎ ¥ λ → ∞, É. ¥.
¢ ¸²ÊÎ ¥ ¡Ê±¢ ²Ó´μ£μ § ¶¨· ´¨Ö Î ¸É¨ÍÒ ¢ ¶μ²μ¸É¨ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´Ò³ ¡ ·Ó¥·μ³. ‚ ¤ ´´μ³
¸²ÊÎ ¥ É ±μ¥ ¶μ¢¥¤¥´¨¥ Î ¸É¨ÍÒ ¤²Ö ¸μ¸ÉμÖ´¨° ¸ ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´μ° Ô´¥·£¨¥° ¢μ§´¨± ¥É
¶·¨ λ � 0, ±μ£¤  ¶·¨ R → 0 ¢μ²´μ¢μ¥ Î¨¸²μ ´¨¦´¥£μ Ê·μ¢´Ö ¢¥¤¥É ¸¥¡Ö ± ± C/R, £¤¥
C μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ± ± ¶¥·¢Ò° ±μ·¥´Ó Ê· ¢´¥´¨Ö tg x = x ¨ · ¢´μ 4,49341,   Ô´¥·£¨Ö Å
± ± C2/2R2. �·¨ R → ∞ μ¡  É¨¶  ·¥Ï¥´¨° ¤²Ö ´¨¦´¥£μ Ê·μ¢´Ö ¸ ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´μ°
Ô´¥·£¨¥° ¨³¥ÕÉ μ¤¨´ ±μ¢ÊÕ  ¸¨³¶ÉμÉ¨±Ê E(R) → π2/2R2, ÎÉμ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É Ê¸²μ¢¨Õ
„¨·¨Ì²¥ (7).

’¥¶¥·Ó § ³¥É¨³, ÎÉμ ¶·¨ λ < 0, É. ¥. ¢ ¸²ÊÎ ¥ ¶·¨ÉÖ£¨¢ ÕÐ¥£μ Ì · ±É¥·  ¶μ¢¥·Ì´μ¸É-
´μ£μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö, ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É ¥Ð¥ ¨ s-Ê·μ¢¥´Ó ¸ E < 0 (E < U0), ´ Ìμ¤ÖÐ¨°¸Ö ´¨¦¥
¤´  Ö³Ò, ±μÉμ·Ò° ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö ¨§ (8) ¶·¨ § ³¥´¥ k → iκ, É. ¥. ¨§ Ê· ¢´¥´¨Ö

th κR =
κR

1 + |λ|R. (10)

κ(R) ¶·¨ R → 0 ¨³¥¥É  ¸¨³¶ÉμÉ¨±Ê
√

3|λ|/R, μÉ±Ê¤  ¸²¥¤Ê¥É, ÎÉμ

E(R) → −3|λ|
2R

, R → 0. (11)

�¨± ±¨Ì ¶·μÉ¨¢μ·¥Î¨° ¸ μ¡Ð¨³¨ ¸¢μ°¸É¢ ³¨ Ô´¥·£¥É¨Î¥¸±μ£μ ¸¶¥±É·  ´¥·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ°
Î ¸É¨ÍÒ §¤¥¸Ó ´¥É, ¶μ¸±μ²Ó±Ê ¶·¨ λ < 0 Ô´¥·£¨Ö Î ¸É¨ÍÒ ¡Ê¤¥É Ê¡Ò¢ ÉÓ §  ¸Î¥É ¶μ¢¥·Ì-
´μ¸É´μ£μ Î²¥´ , ±μÉμ·Ò° ¢ ¤ ´´μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¡Ê¤¥É μÉ·¨Í É¥²Ó´Ò³ ¨ ³μ¦¥É ¨³¥ÉÓ ²Õ¡ÊÕ
¢¥²¨Î¨´Ê, É ± ± ± |ψ|2 Î ¸É¨ÍÒ ´  £· ´¨Í¥ ¶μ²μ¸É¨ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¸±μ²Ó Ê£μ¤´μ ¡μ²ÓÏ¨³
¡¥§ ´ ·ÊÏ¥´¨Ö Ê¸²μ¢¨Ö ´μ·³¨·μ¢±¨. 
μ²¥¥ Éμ£μ, ·¥§Ê²ÓÉ É (11) ³μ¦´μ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ´  μ¸´μ¢¥
Î¨¸Éμ ± Î¥¸É¢¥´´ÒÌ  ·£Ê³¥´Éμ¢. „²Ö ÔÉμ£μ ÊÎÉ¥³, ÎÉμ · ¤¨ ²Ó´ Ö ±μ³¶μ´¥´É  ‚” ÔÉμ£μ
Ê·μ¢´Ö A sh (κr)/r ¶·¨ R → 0 ¢ ¶·¥¤¥² Ì ¶μ²μ¸É¨ ¸É ´μ¢¨É¸Ö ¶μÎÉ¨ ¶μ¸ÉμÖ´´μ°, É ± ÎÉμ
¢ ¶¥·¢μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ ³μ¦´μ ¶μ²μ¦¨ÉÓ |ψ|2 → 3/4πR3 ¨ ¶·¥´¥¡·¥ÎÓ ¢ Ô´¥·£¥É¨Î¥¸±μ³
ËÊ´±Í¨μ´ ²¥ ±¨´¥É¨Î¥¸±¨³ Î²¥´μ³. ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ Ô´¥·£¨Ö Ê·μ¢´Ö ¶μ²´μ¸ÉÓÕ μ¶·¥¤¥²Ö-
¥É¸Ö ¶μ¢¥·Ì´μ¸É´Ò³ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥³, ÎÉμ ¤ ¥É (−|λ|/2) × 4πR2 × |ψ|2 → −3|λ|/2R.

‡ ³¥É¨³ É ±¦¥, ÎÉμ ¶·¨ R → ∞ Ô´¥·£¨Ö É ±μ£μ Ê·μ¢´Ö ¨³¥¥É ±μ´¥Î´Ò° ¶·¥¤¥² ¸μ
¸É¥¶¥´´μ°  ¸¨³¶ÉμÉ¨±μ°

E(R) → −λ2/2 − |λ|/R + O(1/R2), R → ∞, (12)
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É ± ÎÉμ ¥£μ ¶μ¢¥¤¥´¨¥ ´  ¢¸¥³ ¨´É¥·¢ ²¥ ¨§³¥´¥´¨Ö · §³¥·  ¶μ²μ¸É¨ ¡Ê¤¥É μÎ¥´Ó ¶μÌμ¦¥
´  ¸³¥Ð¥´´ÊÕ ¢´¨§ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ μ¸¨  ¡¸Í¨¸¸ £¨¶¥·¡μ²Ê. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¶·¨ λ < 0
´¨¦´¨° s-Ê·μ¢¥´Ó ¡Ê¤¥É ´ Ìμ¤¨ÉÓ¸Ö ´¨¦¥ ¤´  Ö³Ò ¨ ¢ Éμ³ ¸²ÊÎ ¥, ±μ£¤  ¥¥ · §³¥·Ò
´¥μ£· ´¨Î¥´´μ Ê¢¥²¨Î¨¢ ÕÉ¸Ö. �Éμ μ§´ Î ¥É, ÎÉμ ÔËË¥±ÉÒ £· ´¨Î´ÒÌ Ê¸²μ¢¨° (3) ¡Ê¤ÊÉ
¨£· ÉÓ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´ÊÕ ·μ²Ó ¤ ¦¥ Éμ£¤ , ±μ£¤  ¶μ Ëμ·³ ²Ó´Ò³ μ¸´μ¢ ´¨Ö³ ·μ²Ó ¶μ¢¥·Ì´μ-
¸É¨ ¤μ²¦´  ¡ÒÉÓ ¶·¥´¥¡·¥¦¨³μ ³ ²  ¶μ ¸· ¢´¥´¨Õ ¸ μ¡Ñ¥³μ³.

�ÉμÉ ¶·¨³¥· ¶μ± §Ò¢ ¥É, ÎÉμ ¢ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ ¸¶¥±É· ¸É Í¨μ´ ·´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨° Î -
¸É¨ÍÒ ¶·¨ Ê¸²μ¢¨¨ ´¥¢Ò²¥É ´¨Ö ¨§ ¶μ²μ¸É¨ ±μ´¥Î´ÒÌ · §³¥·μ¢ ³μ¦¥É μ¡² ¤ ÉÓ ¸¢μ°-
¸É¢ ³¨, ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ μÉ²¨Î´Ò³¨ μÉ É¥Ì, ±μÉμ·Ò³¨ ¡Ò μ´  μ¡² ¤ ²  ¢ Éμ³ ¦¥ ¶μÉ¥´Í¨ ²¥
¢ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨ ®¤¥±μ´Ë °´³¥´É ¯. ‚ ¤ ´´μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¶μ¢¥¤¥´¨¥ ´¨¦´¥£μ Ê·μ¢´Ö (9), (11)
É ±μ¢μ, ÎÉμ Ô´¥·£¥É¨Î¥¸±¨ ´ ¨¡μ²¥¥ ¢Ò£μ¤´Ò³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥³ Î ¸É¨ÍÒ ¡Ê¤¥É ¥¥ Ê¤¥·¦ ´¨¥ ¢
¶μ²μ¸É¨ ´ ¨³¥´ÓÏ¨Ì · §³¥·μ¢, ¥¸²¨ ±μ´¸É ´É  ¶μ¢¥·Ì´μ¸É´μ£μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö λ μÉ·¨-
Í É¥²Ó´ , É. ¥. ·¥ ²¨§Ê¥É¸Ö ¸²ÊÎ ° ¶·¨ÉÖ¦¥´¨Ö Î ¸É¨ÍÒ ± £· ´¨Í¥ ¶μ²μ¸É¨.

3. ‚�„���„���„���›‰ �’�Œ ‚ ‘”…�ˆ—…‘Š�‰ ��‹�‘’ˆ

…Ð¥ ¡μ²ÓÏ¥° ¸¶¥Í¨Ë¨±μ° μÉ²¨Î ¥É¸Ö ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ¢μ¤μ·μ¤μ¶μ¤μ¡´μ£μ  Éμ³  ¸ § ·Ö¤μ³
Ö¤·  q ¢ ¸Ë¥·¨Î¥¸±μ° ¶μ²μ¸É¨ · ¤¨Ê¸  R ¸ Ê¸²μ¢¨¥³ ´¥¢Ò²¥É ´¨Ö (3). ‘· §Ê μÉ³¥É¨³,
ÎÉμ Í¥²Ò° ·Ö¤  ¸¶¥±Éμ¢ ÔÉμ° § ¤ Î¨ · ¸¸³ É·¨¢ ²¸Ö ¢ [16], ¶μÔÉμ³Ê §¤¥¸Ó ¡Ê¤¥É ²¨ÏÓ
ÊÉμÎ´¥´ ·Ö¤ ¤¥É ²¥°, ±μÉμ·Ò¥ ´¥μ¡Ìμ¤¨³Ò ¤²Ö  ´ ²¨§  ¡μ²¥¥ ¸²μ¦´μ° ¨ ·¥ ²¨¸É¨Î¥¸±μ°
³μ¤¥²¨, · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ° ¢ ¸²¥¤ÊÕÐ¨Ì · §¤¥² Ì. Š ± ¨ ¢ ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¥³ ¸²ÊÎ ¥, ¡Ê¤¥³
¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ ¶μ¢¥·Ì´μ¸É´μ¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ § ¤ ¥É¸Ö ±μ´¸É ´Éμ° λ,   ´¥¶μ¤¢¨¦´μ¥ Éμ-
Î¥Î´μ¥ Ö¤·μ ´ Ìμ¤¨É¸Ö ¢ Í¥´É·¥ ¶μ²μ¸É¨. ’μ£¤  ¸Ë¥·¨Î¥¸± Ö ¸¨³³¥É·¨Ö ¸μÌ· ´Ö¥É¸Ö, ¨ ¸
¶μ³μÐÓÕ ¨§¢¥¸É´μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö Ê· ¢´¥´¨Ö ˜·¥¤¨´£¥·  ¢ ±Ê²μ´μ¢¸±μ³ ¶μÉ¥´Í¨ ²¥ [14] ¤²Ö
· ¤¨ ²Ó´μ° ±μ³¶μ´¥´ÉÒ Ô²¥±É·μ´´μ° ‚” ¸ μ·¡¨É ²Ó´Ò³ ³μ³¥´Éμ³ l ¶μ²ÊÎ ¥³ (μ¶Ê¸± Ö
´μ·³¨·μ¢μÎ´Ò° ³´μ¦¨É¥²Ó)

Rl(r) = e−γrrlΦ(bl, cl, 2γr), (13)

£¤¥
γ =

√
−2E, bl = l + 1 − q

γ
, cl = 2l + 2, (14)

  Φ(b, c, z) Å ¢Ò·μ¦¤¥´´ Ö £¨¶¥·£¥μ³¥É·¨Î¥¸± Ö ËÊ´±Í¨Ö 1-£μ ·μ¤  (ËÊ´±Í¨Ö ŠÊ³³¥· ).
�¶·¥¤¥²¥´¨¥, μ¡μ§´ Î¥´¨Ö ¨ μ¸´μ¢´Ò¥ ¸¢μ°¸É¢  ËÊ´±Í¨¨ ŠÊ³³¥·  ¸²¥¤ÊÕÉ · ¡μÉ¥ [18].
�μ¤¸É ´μ¢±  (13) ¢ £· ´¨Î´μ¥ Ê¸²μ¢¨¥ (3) ¤ ¥É Ê· ¢´¥´¨¥ ¤²Ö Ê·μ¢´¥° Ô´¥·£¨¨ ¸²¥¤ÊÕ-
Ð¥£μ ¢¨¤ :

[q/γ + (λ − γ)R − 1]ΦR + [l + 1 − q/γ]ΦR(b+) = 0, (15)

£¤¥
ΦR = Φ(bl, cl, 2γR), ΦR(b+) = Φ(bl + 1, cl, 2γR). (16)

Š ± ¨ ¢ ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¥³ ¸²ÊÎ ¥ ¸ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´μ° Ö³μ°, ´ ¨¡μ²¥¥ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´Ò¥ ¨§³¥´¥´¨Ö
¢ ¸¶¥±É·¥ ¶·μ¨¸Ìμ¤ÖÉ ¶·¨ R → 0. �·¨ ÔÉμ³ ¢ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö ³¥¦¤Ê λ ¨ q
¢μ§´¨± ÕÉ ¤¢  · §²¨Î´ÒÌ É¨¶  ´¨¦´¨Ì Ê·μ¢´¥°. �¥·¢Ò° ¨§ ´¨Ì ´ Ìμ¤¨É¸Ö ¨§ Ê¸²μ¢¨Ö,
ÎÉμ ¶·¨ R → 0 ¢μ²´μ¢μ¥ Î¨¸²μ γ μ¸É ¥É¸Ö ±μ´¥Î´Ò³, É. ¥. ¢ ´¥±μÉμ·μ° μ±·¥¸É´μ¸É¨ R = 0
μ´μ ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É¸Ö ¢ ¢¨¤¥ ·Ö¤ 

γ(R) = γ0 + γ1R + γ2R
2 + . . . (17)
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� ¸±² ¤Ò¢ Ö ΦR, ΦR(b+) ¢ ¸É¥¶¥´´Ò¥ ·Ö¤Ò ¶μ R (ÎÉμ ¢¸¥£¤  ¢μ§³μ¦´μ, ¶μ¸±μ²Ó±Ê ·Ö¤
ŠÊ³³¥·  ¨³¥¥É ¡¥¸±μ´¥Î´Ò° · ¤¨Ê¸ ¸Ìμ¤¨³μ¸É¨), ¨§ (15) Éμ£¤  ¢ ´Ê²¥¢μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨
´ Ìμ¤¨³, ÎÉμ l = 0,   ¶·¨ ¤ ²Ó´¥°Ï¥³ · §²μ¦¥´¨¨ ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ ¶μ²ÊÎ ¥³

λ = q, γ2
0 = q2, γn = 0, n � 1. (18)

ˆ§ (18) ¸²¥¤Ê¥É ¨§¢¥¸É´Ò° ¢ ±¢ ´Éμ¢μ° Ì¨³¨¨ ·¥§Ê²ÓÉ É [15, 16]: ¥¸²¨ ³¥¦¤Ê § ·Ö¤μ³
Ö¤·  ¨ ±μ´¸É ´Éμ° ¶μ¢¥·Ì´μ¸É´μ£μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ λ = q, Éμ
Ê  Éμ³  ¢μ¤μ·μ¤  ¢ ¶μ²μ¸É¨ ¶·¨ ¢¸¥Ì 0 < R � ∞ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É s-Ê·μ¢¥´Ó ¸ Ô´¥·£¨¥° ¸¢Ö§¨,
¢ ÉμÎ´μ¸É¨ ¸μ¢¶ ¤ ÕÐ¥° ¸ Ô´¥·£¨¥° μ¸´μ¢´μ£μ 1s-¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¸¢μ¡μ¤´μ£μ  Éμ³ 

E(R) = E1s = −q2/2. (19)

„¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, ²¥£±μ ¢¨¤¥ÉÓ, ÎÉμ ¶·¨ l = 0, λ = q, γ0 = ±q Ê· ¢´¥´¨¥ (15) Ê¤μ¢²¥-
É¢μ·Ö¥É¸Ö ¤²Ö ¢¸¥Ì R. �·¨ γ0 = q ÔÉμ ¸²¥¤Ê¥É ¨§ Éμ£μ, ÎÉμ b0 = 0 ¨ Φ(0, 2, z) = 1,  
¶·¨ γ0 = −q ¡Ê¤¥³ ¨³¥ÉÓ b0 = 2, Φ(2, 2, z) = ez , Φ(3, 2, z) = (z/2 + 1) ez, ¨ ¢ μ¡μ¨Ì
¸²ÊÎ ÖÌ ¶μ¤¸É ´μ¢±  ÔÉ¨Ì ¸μμÉ´μÏ¥´¨° ¢ (15) ¤ ¥É Éμ¦¤¥¸É¢μ. �¨± ±μ£μ ¤¢Ê±· É´μ£μ ¢Ò-
·μ¦¤¥´¨Ö Ê·μ¢´Ö, μ¤´ ±μ, ¶·¨ ÔÉμ³ ´¥ ¢μ§´¨± ¥É, É ± ± ± ²¥£±μ ¶·μ¢¥·¨ÉÓ, ÎÉμ μ¡  §´ ± 
γ0 = ±q ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ μ¤´μ° ¨ Éμ° ¦¥ 1s-· ¤¨ ²Ó´μ° ËÊ´±Í¨¨ R0(r) = A e−qr, ÎÉμ
¢¶μ²´¥ ¥¸É¥¸É¢¥´´μ, ¶μ¸±μ²Ó±Ê ¶ · ³¥É· γ ¢¢μ¤¨É¸Ö Î¥·¥§ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ E = −γ2/2, ¢
±μÉμ·μ³ §´ ± γ ´¥ Ë¨±¸¨·Ê¥É¸Ö. ‡ ³¥É¨³ É ±¦¥, ÎÉμ É ±μ° 1s-Ê·μ¢¥´Ó ¢μ§´¨± ¥É ± ± ¶·¨
q > 0 (¶μ²μ¦¨É¥²Ó´Ò° § ·Ö¤ Ö¤· ), ±μ£¤  λ > 0 ¨ Ô²¥±É·μ´ μÉÉ ²±¨¢ ¥É¸Ö μÉ £· ´¨ÍÒ ¶μ-
²μ¸É¨, É ± ¨ ¶·¨ q < 0 (μÉ·¨Í É¥²Ó´Ò° § ·Ö¤ Ö¤· ), ±μ£¤  ¶μ¢¥·Ì´μ¸É´μ¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥
¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ¶·¨ÉÖ¦¥´¨Õ.

‚Éμ·μ° É¨¶ Ê·μ¢´¥°, ± ± ¨ ¢ ¸²ÊÎ ¥ Ê¤¥·¦ ´¨Ö Î ¸É¨ÍÒ ¢ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´μ° Ö³¥, ¨³¥¥É
¶·¨ R → 0  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±μ¥ ¶μ¢¥¤¥´¨¥ É¨¶  (9) ¨²¨ (11) ¨ ´ Ìμ¤¨É¸Ö ¨§ Ê¸²μ¢¨Ö, ÎÉμ ¢
μ±·¥¸É´μ¸É¨ R = 0 ¶ · ³¥É· γ ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É¸Ö ¢ ¢¨¤¥ ·Ö¤ 

γ(R) =
ξ√
R

+ ξ0 + ξ1

√
R + . . . (20)

�μ¤¸É ¢²ÖÖ (20) ¢ Ê· ¢´¥´¨¥ (15), ¢ ´Ê²¥¢μ³ ¶μ·Ö¤±¥ ¶μ
√

R ¸´μ¢  ´ Ìμ¤¨³ l = 0,   ¨§
¸²¥¤ÊÕÐ¨Ì ¶μ·Ö¤±μ¢ · §²μ¦¥´¨Ö ¶μ

√
R ¶μ²ÊÎ ¥³

ξ2 = 3(q − λ), ξ0 = 0, ξ1 =
q2 + 3qλ + 6λ2

20ξ
. . . (21)

(‘²¥¤ÊÕÐ¨¥ ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ · §²μ¦¥´¨Ö (20) ¨³¥ÕÉ Ê¦¥ ¤μ¸É ÉμÎ´μ £·μ³μ§¤±¨° ¢¨¤ ¨
¶μÔÉμ³Ê ´¥ ¶·¨¢μ¤ÖÉ¸Ö.)

‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¤²Ö ÔÉμ£μ É¨¶  s-Ê·μ¢´¥°  Éμ³  ¢μ¤μ·μ¤  ¢ ¶μ²μ¸É¨ ¡Ê¤¥³ ¨³¥ÉÓ ¸²¥¤Ê-
ÕÐÊÕ § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ μÉ · ¤¨Ê¸  ¶·¨ R → 0:

E(R) = −3(q − λ)
2R

− q2 + 3qλ + 6λ2

20
+ O(

√
R), R → 0. (22)

—¨¸²¥´´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ Ê· ¢´¥´¨Ö (15) ¸ q = α = 1/137 ¨ λ = (1±0,01)q, λ = (1±0,02)q ¶·¨
ÔÉμ³ ¶μ± §Ò¢ ¥É, ÎÉμ ¶μ¢¥¤¥´¨¥ É ±¨Ì s-Ê·μ¢´¥° ¸É·¥³¨É¸Ö ±  ¸¨³¶ÉμÉ¨±¥ (22) ¶·¨ R,
¸μ¸É ¢²ÖÕÐ¨Ì ¤¥¸ÖÉÒ¥ ¤μ²¨ μÉ aB = 1/α = 137 (·¨¸. 1).
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�¨¸. 1. �μ¢¥¤¥´¨¥ ´¨¦´¥£μ s-Ê·μ¢´Ö  Éμ³  ¢μ¤μ·μ¤  ¸ q = α ¢ ¶μ²μ¸É¨ ¸ £· ´¨Î´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨

´¥¢Ò²¥É ´¨Ö (3) ± ± ËÊ´±Í¨° · ¤¨Ê¸  R ¶·¨ λ = q (¸¶²μÏ´ Ö ²¨´¨Ö), λ = (1±0,01)q (ÏÉ·¨Ìμ¢ Ö),

λ = (1± 0,02)q (¶Ê´±É¨·´ Ö). �·¨ ÔÉμ³ §´ ± ¸¤¢¨£  λ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ q ¨ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥£μ ¸¤¢¨£ 
Ê·μ¢´¥° μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ E1s ¸μ¢¶ ¤ ÕÉ

‘²¥¤Ê¥É É ±¦¥ § ³¥É¨ÉÓ, ÎÉμ ³¥¦¤Ê s-Ê·μ¢´Ö³¨ (22) ¨ (9), (11) ¨³¥¥É¸Ö μÎ¥´Ó ¡²¨§± Ö
 ´ ²μ£¨Ö ± ± ¢ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ R, É ± ¨ μÉ ¶ · ³¥É·μ¢ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö, ¶·¨Î¥³ § ¢¨-
¸¨³μ¸ÉÓ μÉ § ·Ö¤  Ö¤·  q, ± ± ¨ μÉ λ, μ± §Ò¢ ¥É¸Ö ²¨´¥°´μ°,   ´¥ ±¢ ¤· É¨Î´μ°, ± ±
ÔÉμ ¡Ò²μ ¡Ò ¢ ¸²ÊÎ ¥ ¸¢μ¡μ¤´μ£μ  Éμ³ . �  ± Î¥¸É¢¥´´μ³ Ê·μ¢´¥ μ¡ÑÖ¸´¥´¨¥ ²¨´¥°-
´μ° § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ q ¨ μÉ λ ¸´μ¢  ¢¥¸Ó³  ¶·μ¸Éμ¥. Š ± ¨ ¤²Ö Î ¸É¨ÍÒ ¢ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó-
´μ° Ö³¥, ¶·¨ R → 0 ‚” É ±μ£μ 1s-Ê·μ¢´Ö ¢ ¶·¥¤¥² Ì ¶μ²μ¸É¨ ¸É ´μ¢¨É¸Ö ¶· ±É¨Î¥¸±¨
¶μ¸ÉμÖ´´μ°, É ± ÎÉμ ¢ ¶¥·¢μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ ³μ¦´μ ¶μ²μ¦¨ÉÓ |ψ|2 → 3/4πR3,   Ô´¥·-
£¨Ö μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ±Ê²μ´μ¢¸±¨³ ¨ ¶μ¢¥·Ì´μ¸É´Ò³ Î²¥´ ³¨, ±μÉμ·Ò¥ ¤ ÕÉ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ
(−4πq)× (R2/2)× |ψ|2 → −3q/2R ¨ (λ/2)× 4πR2 × |ψ|2 → 3λ/2R, É ± ÎÉμ ¨Ì ¸Ê³³  ¢
ÉμÎ´μ¸É¨ ¢μ¸¶·μ¨§¢μ¤¨É ·¥§Ê²ÓÉ É (22).

�´ ²μ£¨Ö ³¥¦¤Ê Î ¸É¨Í¥° ¢ Ö³¥ ¨  Éμ³μ³ ¢μ¤μ·μ¤  ¢ ¶μ²μ¸É¨ ¸μÌ· ´Ö¥É¸Ö ¨ ¶·¨
R → ∞,   ¨³¥´´μ ¸ ¶μ³μÐÓÕ  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±μ£μ · §²μ¦¥´¨Ö ¤²Ö ΦR, ΦR(b+) ¨§ (15)
²¥£±μ ¶·μ¢¥·Ö¥É¸Ö, ÎÉμ, ¶μ³¨³μ ¤¨¸±·¥É´μ£μ ¸¶¥±É·  ¸¢μ¡μ¤´μ£μ  Éμ³ , ¢ ¸²ÊÎ ¥ ¶μ¢¥·Ì-
´μ¸É´μ£μ ¶·¨ÉÖ¦¥´¨Ö λ < 0 ¡Ê¤¥É ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ÉÓ ¥Ð¥ μ¤¨´ Ê·μ¢¥´Ó Ẽ(R), ¨³¥ÕÐ¨° ¶·¨
R → ∞ ¸É¥¶¥´´ÊÕ  ¸¨³¶ÉμÉ¨±Ê ¨ ¶·¥¤¥²Ó´μ¥ §´ Î¥´¨¥ Ẽ(∞) = −λ2/2:

Ẽ(R) → −λ2

2
− q − λ

R
+ O

(
1

R2

)
, R → ∞, (23)

ÎÉμ ¢μ¸¶·μ¨§¢μ¤¨É ¶μ¢¥¤¥´¨¥ ´¨¦´¥£μ Ê·μ¢´Ö Î ¸É¨ÍÒ ¢ Ö³¥ (12) c ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ ¤μ § ³¥´Ò
|λ| → q − λ. �·¨ λ < −q < 0 ÔÉ   ´ ²μ£¨Ö · ¸¶·μ¸É· ´Ö¥É¸Ö ¢μμ¡Ð¥ ´  ¢¥¸Ó ¨´É¥·¢ ²
¨§³¥´¥´¨Ö · §³¥·  ¶μ²μ¸É¨,   ¨³¥´´μ, ¶·¨ ÔÉ¨Ì Ê¸²μ¢¨ÖÌ ´¨¦´¨³ s-Ê·μ¢´¥³  Éμ³  ¡Ê¤¥É
Ẽ(R), ±μÉμ·Ò°, ± ± ¨ ´¨¦´¨° Ê·μ¢¥´Ó Î ¸É¨ÍÒ ¢ Ö³¥ (12), ¡Ê¤¥É ¨³¥ÉÓ ¢¨¤ ¸³¥Ð¥´´μ°
¢´¨§ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ μ¸¨  ¡¸Í¨¸¸ £¨¶¥·¡μ²Ò.

‘¶¥Í¨ ²Ó´μ μÉ³¥É¨³, ÎÉμ ¸²ÊÎ ° λ = 0, ±μÉμ·Ò° É ±¦¥ ¶·¨¢μ¤¨É ± ´¥μ£· ´¨Î¥´´μ³Ê
Ê¡Ò¢ ´¨Õ Ô´¥·£¨¨ Ê·μ¢´¥° (22) ¶·¨ R → 0 (¥¸²¨ q > 0), μ¶¨¸Ò¢ ¥É Ê¤¥·¦ ´¨¥  Éμ³  ¢
¶μ²μ¸É¨ ¶·¨ ´¥°³ ´μ¢¸±¨Ì £· ´¨Î´ÒÌ Ê¸²μ¢¨ÖÌ (6), ± ±μÉμ·Ò³ ¢ ¤ ´´μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¸¢μ¤¨É¸Ö
¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ Ô²¥±É·μ´  ¸ μ±·Ê¦¥´¨¥³ ¶μ²μ¸É¨,   ´¥ ¸ ³μ²μ± ²¨§ Í¨Õ Ô²¥±É·μ´´μ°
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μ¡μ²μÎ±¨  Éμ³  ¢ § ¤ ´´μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´μ³ μ¡Ñ¥³¥ ¢ ¢ ±ÊÊ³¥. ‚ ¶μ¸²¥¤´¥³ ¸²ÊÎ ¥
¤²Ö μ¶¨¸ ´¨Ö É ±μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö Ô²¥±É·μ´  ± ± ¤¨· ±μ¢¸±μ£μ Ë¥·³¨μ´  ¸μ ¸¶¨´μ³ 1/2
¸²¥¤Ê¥É ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±¨¥ £· ´¨Î´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö ´¥¢Ò²¥É ´¨Ö ¤²Ö ¤¨· ±μ¢¸±μ£μ
¡¨¸¶¨´μ·  [13]:

(inα + β)ψ
∣∣∣
Σ

= 0, (24)

£¤¥ α, β Å ³ É·¨ÍÒ „¨· ± , ±μÉμ·Ò¥ ¶μ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê Ö¢²ÖÕÉ¸Ö Ê¸²μ¢¨Ö³¨ § ¶¨· ´¨Ö ¡¥¸±μ-
´¥Î´Ò³ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´Ò³ ¡ ·Ó¥·μ³, ¶μ¸±μ²Ó±Ê ¢Ò¢μ¤ÖÉ¸Ö ¨§ Ê¸²μ¢¨Ö, ÎÉμ ¢´¥ ¢Ò¤¥²¥´´μ£μ
μ¡Ñ¥³  Î ¸É¨Í  ¶·¨μ¡·¥É ¥É ¡¥¸±μ´¥Î´ÊÕ ³ ¸¸Ê ¶μ±μÖ. 
μ²¥¥ Éμ£μ, ²¥£±μ ¶·μ¢¥·¨ÉÓ,
ÎÉμ ¢ · ³± Ì ±¢ §¨·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ£μ · §²μ¦¥´¨Ö Ê· ¢´¥´¨¥ (24) ¶¥·¥Ìμ¤¨É ¢ Ê¸²μ¢¨¥ „¨-
·¨Ì²¥ (7) ¤²Ö ¢¥·Ì´¥° (´¥·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ°) ±μ³¶μ´¥´ÉÒ ¤¨· ±μ¢¸±μ£μ ¡¨¸¶¨´μ· . �μ ¢
¤ ´´μ³ ¸²ÊÎ ¥ · ¸¸³ É·¨¢ ¥É¸Ö  Éμ³ ¢μ¤μ·μ¤ , § ±²ÕÎ¥´´Ò° ¢ ¶μ²μ¸É¨, £· ´¨ÍÊ ±μÉμ-
·μ° ¸μ§¤ ¥É ´¥±μÉμ· Ö ³ É¥·¨ ²Ó´ Ö ¸·¥¤ , ¸ ÊÎ¥Éμ³ ±μÉμ·μ° ±μ··¥±É´Ò³ μ¶¨¸ ´¨¥³
É ±μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¡Ê¤ÊÉ ´¥·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±¨¥ £· ´¨Î´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö (3). ‚ μ¡² ¸É¨ R � 1 ·¥-
²ÖÉ¨¢¨¸É¸±¨¥ ÔËË¥±ÉÒ ¢ É ±μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¡Ê¤ÊÉ ¶·¨¢μ¤¨ÉÓ ²¨ÏÓ ± ¶μ¶· ¢± ³ ¨ μ¶·¥¤¥²ÖÉÓ
μ¡² ¸ÉÓ ¶·¨³¥´¨³μ¸É¨ ´¥·¥²ÖÉ¨¢¨¸Éc±μ£μ μ¶¨¸ ´¨Ö É ±μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ´¥¢Ò²¥É ´¨Ö  Éμ³ 
¢μ¤μ·μ¤  ¨§ ¶μ²μ¸É¨ ¶μ R ¸´¨§Ê (·¥ ²¨¸É¨Î¥¸± Ö μÍ¥´±  R > 10). �É¨ ÔËË¥±ÉÒ ¡Ê¤ÊÉ
· ¸¸³μÉ·¥´Ò ¢ · §¤. 4.

�¥·¥°¤¥³ É¥¶¥·Ó ± ¸²¥¤ÊÕÐ¥³Ê É¨¶Ê Ê·μ¢´¥°  Éμ³  ¢μ¤μ·μ¤  ¢ ¶μ²μ¸É¨, ±μÉμ·Ò¥
¢μ§´¨± ÕÉ ¨§ Ê¸²μ¢¨Ö, ÎÉμ γR ±μ´¥Î´μ, ¥¸²¨ R → 0. —Éμ¡Ò ¸μÌ· ´¨ÉÓ ¸¢Ö§Ó ¸ ¤¢Ê³Ö
¶·¥¤Ò¤ÊÐ¨³¨ É¨¶ ³¨ Ê·μ¢´¥°, μ£· ´¨Î¨³¸Ö ¸²ÊÎ ¥³ l = 0 ¨ ¶·¥μ¡· §Ê¥³ (15) ± ¢¨¤Ê(

2∂

∂z
+

λ

γ
− 1

)
Φ(b, 2, z)

∣∣∣∣
z=2γR

= 0. (25)

�μ¸±μ²Ó±Ê γ → const/R, ¥¸²¨ R → 0, Éμ λ/γ → 0, b = 1− q/γ → 1, (25) ¶·¥¢· Ð ¥É¸Ö ¢

(2∂/∂z − 1)Φ(1, 2, z)
∣∣∣
z=2γR

= 0. (26)

’¥¶¥·Ó ÊÎÉ¥³, ÎÉμ Φ(1, 2, z) = (ez − 1)/z, ¨ Éμ£¤  ¨§ (26) ´ Ìμ¤¨³

γR = ixn, tg xn = xn, (27)

ÎÉμ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É Ê·μ¢´Ö³ ¸ ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´μ° Ô´¥·£¨¥°

En(R) → x2
n

2R2
, R → 0, (28)

É. ¥. ¢μ§¡Ê¦¤¥´´Ò³ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö³ Î ¸É¨ÍÒ (Ô²¥±É·μ´ ) ¢ Ö³¥ ¸ ´¥°³ ´μ¢¸±¨³¨ £· ´¨Î´Ò³¨
Ê¸²μ¢¨Ö³¨ (6). �Éμ μ§´ Î ¥É, ÎÉμ ¢¸¥ s-Ê·μ¢´¨, ±·μ³¥ 1s (¥¸²¨ ¶μ¸²¥¤´¨° Ö¢²Ö¥É¸Ö
´¨¦´¨³ ¨ μ¶Ê¸± ¥É¸Ö ¢´¨§ ¶·¨ R → 0, É. ¥. ¶·¨ |λ| < q), ¡Ê¤ÊÉ ¶·¨ R → 0 ¨³¥ÉÓ  ¸¨³-
¶ÉμÉ¨±Ê (28),   Ê·μ¢´¨ ¸ l �= 0 Å § ¢¥¤μ³μ ´ Ìμ¤¨ÉÓ¸Ö ¥Ð¥ ¢ÒÏ¥ §  ¸Î¥É Í¥´É·μ¡¥¦´μ£μ
Î²¥´ . ‚ Éμ ¦¥ ¢·¥³Ö ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ ns-Ê·μ¢´¥° (É ± ¦¥, ± ± ¨ Ê·μ¢´¥° c l �= 0) ¶·¨ R � 1
± §´ Î¥´¨Ö³, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨³ ¸¢μ¡μ¤´μ³Ê  Éμ³Ê, ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ ¡Ò¸É·μ:

En(R) → En +
[γn

n!

]2 λ − γn

λ + γn
(2γnR)2n e−2γnR, R � 1, (29)
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£¤¥

En = −γ2
n

2
, γn =

q

n
, n = 1, 2 . . . , (30)

¶·¨ ÔÉμ³ Ê·μ¢´¨ ¸ γn < λ ¡Ê¤ÊÉ ¶·¨¡²¨¦ ÉÓ¸Ö ± ¸¢μ¨³ ¶·¥¤¥²Ó´Ò³ §´ Î¥´¨Ö³ ¸¢¥·ÌÊ,  
¶·¨ γn > λ Å ¸´¨§Ê.

‘²¥¤Ê¥É ¸¶¥Í¨ ²Ó´μ § ³¥É¨ÉÓ, ÎÉμ Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´ Ö  ¸¨³¶ÉμÉ¨±  (29) Ö¢²Ö¥É¸Ö ¨¸-
±²ÕÎ¨É¥²Ó´Ò³ ¸¢μ°¸É¢μ³ Ê·μ¢´¥°, ±μÉμ·Ò¥ ¢μ§´¨± ÕÉ Ê  Éμ³  ¢ ¶μ²μ¸É¨ ¨§ ¤¨¸±·¥É´μ£μ
¸¶¥±É·  ¸¢μ¡μ¤´μ£μ  Éμ³  ¨ ¨³¥ÕÉ ¶·¨ R → ∞ §´ Î¥´¨Ö (30), ¶μ¸±μ²Ó±Ê μ¸´μ¢´ÊÕ ·μ²Ó
¢ Ëμ·³¨·μ¢ ´¨¨ É ±μ°  ¸¨³¶ÉμÉ¨±¨ ¨£· ¥É ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥  ·£Ê³¥´É  ³´μ¦¨É¥²Ö Γ−1(b),
¢Ìμ¤ÖÐ¥£μ ¢  ¸¨³¶ÉμÉ¨±Ê ËÊ´±Í¨¨ ŠÊ³³¥· , ± ¶μ²Õ¸Ê b → −nr, nr = 0, 1 . . . �¸¨³-
¶ÉμÉ¨±  ¶·¨ R → ∞ ¢¸¥Ì μ¸É ²Ó´ÒÌ Ê·μ¢´¥°  Éμ³  ¢ ¶μ²μ¸É¨, ¢μ§´¨± ÕÐ¨Ì ¨§ ´¥-
¶·¥·Ò¢´μ£μ ¸¶¥±É·  ¸¢μ¡μ¤´μ£μ  Éμ³  ¨ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ£μ Ê·μ¢´Ö (23), μ¡Ê¸²μ¢²¥´´μ£μ
¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥³ ¸ μ±·Ê¦¥´¨¥³ ¶μ²μ¸É¨, ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É¸Ö ¢ ¢¨¤¥ · §²μ¦¥´¨Ö ¶μ ¸É¥¶¥-
´Ö³ 1/R,   ¶·¥¤¥²Ó´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö ¡Ê¤ÊÉ ²¨¡μ Éμ²Ó±μ ´¥μÉ·¨Í É¥²Ó´Ò³¨, ²¨¡μ ¶·¨ λ < 0
¸μ¤¥·¦ ÉÓ μ¤´μ μÉ·¨Í É¥²Ó´μ¥ §´ Î¥´¨¥ Ẽ(∞) = −λ2/2.

…¸²¨ λ = ±γn, Éμ  ¸¨³¶ÉμÉ¨±  (29) ³μ¤¨Ë¨Í¨·Ê¥É¸Ö ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ μ¡· §μ³. �±¸¶μ´¥´-
Í¨ ²Ó´Ò° Ì · ±É¥·  ¸¨³¶ÉμÉ¨±¨ ¸μÌ· ´Ö¥É¸Ö, ¨§³¥´Ö¥É¸Ö ²¨ÏÓ ¶·¥¤Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´Ò°
³´μ¦¨É¥²Ó, ¶·¨Î¥³ É ±¨³ μ¡· §μ³, ÎÉμ Ê·μ¢´¨ ¶·¨¡²¨¦ ÕÉ¸Ö ± ¸¢μ¨³ ¶·¥¤¥²Ó´Ò³ §´ -
Î¥´¨Ö³ ¸¢μ¡μ¤´μ£μ  Éμ³  Éμ²Ó±μ ¸¢¥·ÌÊ. �·¨ λ = γn > 0  ¸¨³¶ÉμÉ¨±  ¡Ê¤¥É ¨³¥ÉÓ ¢¨¤

En(R) → En + (n − 1)
[γn

n!

]2

(2γnR)2(n−1) e−2γnR, R � 1, (31)

¶·¨ ÔÉμ³ ¤²Ö ´¨¦´¥£μ Ê·μ¢´Ö E1(R) ¸ n = 1 Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´ Ö ¸μ¸É ¢²ÖÕÐ Ö ¨¸Î¥§ ¥É,
¶μ¸±μ²Ó±Ê ¢ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ λ = γ1 = q ¨, ± ± Ê¦¥ μÉ³¥Î ²μ¸Ó ¢ÒÏ¥ ¢ (19), Ê·μ¢¥´Ó E1(R)
¸É ´μ¢¨É¸Ö ±μ´¸É ´Éμ°, ¸μ¢¶ ¤ ÕÐ¥° ¸ E1s = −q2/2.

�·¨ λ = −γn < 0 ¢³¥¸Éμ (29) ¶μ²ÊÎ¨³

En(R) → En +
1

n + 1

[γn

n!

]2

(2γnR)2(n+1) e−2γnR, R � 1, (32)

¨, ±·μ³¥ Éμ£μ, ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É ¸μ¢¶ ¤¥´¨¥ ¶·¥¤¥²Ó´μ° ÉμÎ±¨ Ê·μ¢´Ö Ẽ(R) ¸μ ¸É¥¶¥´´μ°
 ¸¨³¶ÉμÉ¨±μ° (23) ¸ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨³ Ê·μ¢´¥³ ¸¢μ¡μ¤´μ£μ  Éμ³  (30), ¢ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ Î¥£μ
¢μ§´¨± ¥É ´ £²Ö¤´Ò° ¶·¨³¥· ÔËË¥±É  μÉÉ ²±¨¢ ´¨Ö ¡²¨§±¨Ì Ê·μ¢´¥° ¶μ¤ ¢²¨Ö´¨¥³ ¢μ§-
³ÊÐ¥´¨Ö Ëμ´ �¥°³ ´ Ä‚¨£´¥·  [14] Å ¡¥¸±μ´¥Î´μ ¡²¨§±¨¥ ¶·¨ R → ∞ Ê·μ¢´¨ En(R)
¨ Ẽ(R) ¡Ê¤ÊÉ ¶·¨ Ê³¥´ÓÏ¥´¨¨ R · ¸Ìμ¤¨ÉÓ¸Ö ¢ · §´Ò¥ ¸Éμ·μ´Ò μÉ ¨Ì μ¡Ð¥° ¶·¥¤¥²Ó´μ°
ÉμÎ±¨ En. ‚μ§³ÊÐ¥´¨¥³ ¢ ¤ ´´μ³ ¸²ÊÎ ¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ±Ê²μ´μ¢¸±μ¥ ¶μ²¥  Éμ³ , ¶μ¸±μ²Ó±Ê
¶·¨ £· ´¨Î´ÒÌ Ê¸²μ¢¨ÖÌ ´¥¢Ò²¥É ´¨Ö (3) Ô²¥±É·μ´´ Ö ‚” ´  £· ´¨Í¥ ¶μ²μ¸É¨ ´¥ ¨¸Î¥-
§ ¥É, ¨ ¶·¨ R � 1 ³ ±¸¨³Ê³ Ô²¥±É·μ´´μ° ¶²μÉ´μ¸É¨ ¡Ê¤¥É ¸³¥Ð¥´ ¢ μ¡² ¸ÉÓ ¡μ²ÓÏ¨Ì
· ¸¸ÉμÖ´¨° μÉ Ö¤· , £¤¥ ¢±² ¤ μÉ ±Ê²μ´μ¢¸±μ£μ ¶μ²Ö ¸É ´μ¢¨É¸Ö ³ ²Ò³ ¢μ§³ÊÐ¥´¨¥³ ¶μ
¸· ¢´¥´¨Õ ¸ ÔËË¥±É ³¨ £· ´¨ÍÒ. ‘ Ê³¥´ÓÏ¥´¨¥³ R ±Ê²μ´μ¢¸±¨° ¶μÉ¥´Í¨ ² · ¸É¥É,
¶μÔÉμ³Ê En(R) ¡Ê¤¥É ÊÌμ¤¨ÉÓ ¢¢¥·Ì ¸μ£² ¸´μ (32),   Ẽ(R) Å ¢´¨§ ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ ¸
 ¸¨³¶ÉμÉ¨±μ°

Ẽ(R) → En − n + 1
n

q

R
+ O(1/R2), R → ∞. (33)

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¸¶¥±É· Ê·μ¢´¥°  Éμ³  ¢μ¤μ·μ¤  ¢ ¶μ²μ¸É¨ ±μ´¥Î´ÒÌ · §³¥·μ¢ ¸ £· -
´¨Î´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨ ´¥¢Ò²¥É ´¨Ö (3) ¡Ê¤¥É ¸²¥¤ÊÕÐ¨³. �¨¦´¨° s-Ê·μ¢¥´Ó ¶·¨ λ = q
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¨³¥¥É ¶μ¸ÉμÖ´´μ¥ §´ Î¥´¨¥ E1s, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥¥ ¸¢μ¡μ¤´μ³Ê  Éμ³Ê, ²¨¡μ ¶·¨ λ > −q
¢¥¤¥É ¸¥¡Ö ¶·¨ R → 0 ¸μ£² ¸´μ (22) ¸μ ¸¤¢¨£μ³ Ô´¥·£¨¨ ± ± ¢¢¥·Ì, É ± ¨ ¢´¨§ ¢ § ¢¨¸¨-
³μ¸É¨ μÉ §´ ±  λ − q, ¨ Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ ¡Ò¸É·μ ¢ÒÌμ¤¨É ¶·¨ R � 1 ´  Ô´¥·£¨Õ ¸¢Ö§¨
¸¢μ¡μ¤´μ£μ  Éμ³ ,   ¶·¨ λ � −q ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É ¸μ¡μ° Ê·μ¢¥´Ó Ẽ ¸μ ¸É¥¶¥´´μ°  ¸¨³¶Éμ-
É¨±μ° (23). ‚μ§¡Ê¦¤¥´´Ò¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¶·¨ ÔÉμ³ ¢μ ¢¸¥Ì ¸²ÊÎ ÖÌ ¡Ê¤ÊÉ ¶·¨ R → 0 ¢¥¸É¨
¸¥¡Ö ¸μ£² ¸´μ (28). ˆ ¤²Ö  Éμ³  ¢μ¤μ·μ¤  ¸´μ¢  ¢μ§´¨± ¥É É  ¦¥ ¸¨ÉÊ Í¨Ö, ÎÉμ ¨ ¤²Ö
Î ¸É¨ÍÒ ¢ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´μ° Ö³¥,   ¨³¥´´μ, ¥¸²¨ λ < q, Éμ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥³  Éμ³  ¸ ³ ±¸¨³ ²Ó-
´μ° Ô´¥·£¨¥° ¸¢Ö§¨, ±μÉμ· Ö ³μ¦¥É μ± § ÉÓ¸Ö ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ ¡μ²ÓÏ¥, Î¥³ Ô´¥·£¨Ö ¸¢Ö§¨
´¨¦´¥£μ Ê·μ¢´Ö ¸¢μ¡μ¤´μ£μ  Éμ³  (19), ¡Ê¤¥É ¥£μ ´¥¢Ò²¥É ´¨¥ ¨§ ¶μ²μ¸É¨ ´ ¨³¥´ÓÏ¨Ì
¢μ§³μ¦´ÒÌ · §³¥·μ¢.

4. �…‹Ÿ’ˆ‚ˆ‘’‘Šˆ… �””…Š’›

„²Ö ÊÎ¥É  ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±¨Ì ÔËË¥±Éμ¢ ¤²Ö  Éμ³  ¢μ¤μ·μ¤  ¢ ¸Ë¥·¨Î¥¸±μ° ¶μ²μ¸É¨ · -
¤¨Ê¸  R ¸²¥¤Ê¥É ¨¸Ìμ¤¨ÉÓ ¨§ Ê· ¢´¥´¨Ö „¨· ± 

(αp + β − q/r)ψ = εψ, r < R, (34)

¢ ±μÉμ·μ³ ¸ ¸ ³μ£μ ´ Î ²  ¨¸¶μ²Ó§ÊÕÉ¸Ö ¶·¨´ÖÉÒ¥ ¢ · §¤. 2 ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±¨¥ ¥¤¨´¨ÍÒ,
  £· ´¨Î´μ³Ê Ê¸²μ¢¨Õ (3) ¡Ê¤¥É Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÉÓ ¢¥·Ì´ÖÖ (´¥·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸± Ö) ±μ³¶μ´¥´É 
¤¨· ±μ¢¸±μ£μ ¡¨¸¶¨´μ· , ±μÉμ·Ò° ¨³¥¥É ¢¨¤

ψjmj =

(
ifj(r)Ωjlmj

gj(r)Ωjl′mj

)
. (35)

‚ (35) ¶·¨ ÔÉμ³ jmj Å ±¢ ´Éμ¢Ò¥ Î¨¸²  ¸μÌ· ´ÖÕÐ¥£μ ¶μ²´μ£μ Ê£²μ¢μ£μ ³μ³¥´É , Ωjlmj

¨ Ωjl′mj Å Ï ·μ¢Ò¥ ¸¶¨´μ·Ò · §²¨Î´μ° Î¥É´μ¸É¨, l+ l′ = 2j, · ¤¨ ²Ó´Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ fj(r)
¨ gj(r) ¢¥Ð¥¸É¢¥´´Ò,   £· ´¨Î´μ¥ Ê¸²μ¢¨¥ § ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö ¢ ¢¨¤¥(

∂

∂r
+ λ

)
fj(r)

∣∣∣∣
r=R

= 0. (36)

�¥Ï¥´¨¥ Ê· ¢´¥´¨Ö „¨· ±  ¤²Ö ±Ê²μ´μ¢¸±μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²  (34) Ìμ·μÏμ ¨§¢¥¸É´μ [19, 20].
‚ · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¥£μ Ê¤μ¡´μ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ¢ ¸²¥¤ÊÕÐ¥³ ¢¨¤¥:⎧⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩
fj(r) = e−γrrκj−1

[√
1 + ε

(
z∂

∂z
+ κj ± (j + 1/2)

)
+ q

√
1 − ε

]
Φ(bj , cj , z),

gj(r) = e−γrrκj−1

[√
1 − ε

(
z∂

∂z
+ kj ∓ (j + 1/2)

)
− q

√
1 + ε

]
Φ(bj , cj, z),

(37)

£¤¥ §´ ±¨ ®±¯ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ · §²¨Î´μ° Î¥É´μ¸É¨ (−1)j∓1/2 ¢¥·Ì´¥£μ ¸¶¨´μ· , ±μÉμ·ÊÕ
¶·¨´ÖÉμ μÉμ¦¤¥¸É¢²ÖÉÓ ¸ Î¥É´μ¸ÉÓÕ Ê·μ¢´Ö,

γ =
√

1 − ε2, κj =

√(
j +

1
2

)2

− q2, bj = κj −
εq

γ
, cj = 1 + 2κj, z = 2γr. (38)
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„²Ö ±μ´±·¥É´μ¸É¨ ¨ ¢μ§³μ¦´μ¸É¨ ¸· ¢´¥´¨Ö ¸ Î¨¸Éμ ´¥·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±¨³ ·¥Ï¥´¨¥³, · -
§μ¡· ´´Ò³ ¢ · §¤. 3, ¡Ê¤¥³ ¤ ²¥¥ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ¸²ÊÎ ° ´¨¦´¥£μ Î¥É´μ£μ 1s1/2-Ê·μ¢´Ö.
�μ¤¸É ´μ¢±  ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥° · ¤¨ ²Ó´μ° ËÊ´±Í¨¨ fj(r) ¨§ (37) ¢ (36) ¤ ¥É

γbj(bj + 1)ΦR(bj + 2) + bj

[
q(1 + ε) + γ

(
j − 3

2

)
+ (λ − γ)γR

]
ΦR(bj + 1)+

+
[
γ

(
j +

1
2

)
+ q

] [
εq

γ
+ (λ − γ)R − 1

]
ΦR(bj) = 0, (39)

£¤¥

ΦR(bj) = Φ(bj, cj , 2γR), ΦR(bj + 1) = Φ(bj + 1, cj, 2γR),
(40)

ΦR(bj + 2) = Φ(bj + 2, cj , 2γR).

‚  ´ ²¨É¨Î¥¸±μ³ ¢¨¤¥ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨¥ Ê· ¢´¥´¨Ö (39) ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¸²μ¦´μ ¤ ¦¥ ¤²Ö ´¨¦-
´¥£μ 1s1/2-Ê·μ¢´Ö, ¶μÔÉμ³Ê ¶·¨¢¥¤¥³ ·¥§Ê²ÓÉ É ¥£μ Î¨¸²¥´´μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö ¢ ¸· ¢´¥´¨¨ ¸
Ï·¥¤¨´£¥·μ¢¸±¨³¨ Ê·μ¢´Ö³¨ ¨§ Ê· ¢´¥´¨Ö (15).

ˆ§ ·¨¸. 2 ¸²¥¤Ê¥É, ÎÉμ ¢¶²μÉÓ ¤μ · §³¥·μ¢ ¶μ²μ¸É¨ R ∼ 10 (¢ ¥¤¨´¨Í Ì ±μ³¶Éμ´μ¢¸±μ°
¤²¨´Ò Ô²¥±É·μ´ ) ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±¨¥ ÔËË¥±ÉÒ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ³ ²Ò³¨ ¶μ¶· ¢± ³¨ ± Ï·¥¤¨´£¥-
·μ¢¸±¨³ Ê·μ¢´Ö³, ´μ ¶·¨ R ∼ 1 · ¸Ìμ¦¤¥´¨¥ ³¥¦¤Ê ¤¨· ±μ¢¸±¨³¨ ¨ Ï·¥¤¨´£¥·μ¢¸±¨³¨
Ê·μ¢´Ö³¨ ¸É ´μ¢¨É¸Ö §´ Î¨É¥²Ó´Ò³, ¶·¨Î¥³ ÔÉμÉ ÔËË¥±É ¶·μÖ¢²Ö¥É¸Ö ¶·¥¦¤¥ ¢¸¥£μ ¢ Éμ³,
ÎÉμ ¶·¨ λ = q Ô´¥·£¨Ö ¸¢Ö§¨ ¤¨· ±μ¢¸±μ£μ 1s-Ê·μ¢´Ö ´ Î¨´ ¥É ¡Ò¸É·μ · ¸É¨,   Ï·¥¤¨´£¥-
·μ¢¸±¨° Ê·μ¢¥´Ó μ¸É ¥É¸Ö ´  Éμ³ ¦¥ ³¥¸É¥. �·¨ ÔÉμ³ ´  ¸ ³μ³ ¤¥²¥ ¶·¨ R � 1 ¸±μ·μ¸ÉÓ
·μ¸É  Ô´¥·£¨¨ ¸¢Ö§¨ ¤¨· ±μ¢¸±μ£μ 1s-Ê·μ¢´Ö ¶μ¸ÉμÖ´´μ Ê¢¥²¨Î¨¢ ¥É¸Ö, É ± ÎÉμ 1s-Ê·μ¢¥´Ó
¤μ¸É¨£ ¥É μÉ·¨Í É¥²Ó´μ£μ ±μ´É¨´ÊÊ³ , ´μ ¨§-§  ÔËË¥±Éμ¢ ³ ¸ÏÉ ¡¨·μ¢ ´¨Ö ´  ·¨¸. 2 ÔÉμÉ
ÔËË¥±É ´¥ μÉμ¡· ¦ ¥É¸Ö. �μÔÉμ³Ê ¶·¨ R, ¸· ¢´¨³ÒÌ ¸ ±μ³¶Éμ´μ¢¸±μ° ¤²¨´μ° Î ¸É¨ÍÒ,
£· ´¨Î´μ¥ Ê¸²μ¢¨¥ (36) Ê¦¥ ´¥ ±μ··¥±É´μ, ¶μ¸±μ²Ó±Ê ´  É ±¨Ì ³ ¸ÏÉ ¡ Ì ¢¥·Ì´ÖÖ ¨
´¨¦´ÖÖ ±μ³¶μ´¥´ÉÒ ¤¨· ±μ¢¸±μ£μ ¡¨¸¶¨´μ·  Ê¦¥ ¸· ¢´¨³Ò ¶μ  ³¶²¨ÉÊ¤¥, ¨ μ¶Ê¸± ´¨¥
Ê·μ¢´¥° ¢ μÉ·¨Í É¥²Ó´Ò° ±μ´É¨´ÊÊ³ ¶·¨ R → 0 É¥¶¥·Ó ¨³¥¥É ³¥¸Éμ ¶·¨ λ � q. �Éμ£μ ´¥

�¨¸. 2. �μ¢¥¤¥´¨¥ 1s1/2-Ê·μ¢´Ö  Éμ³  ¢μ¤μ·μ¤  ¶·¨ q = α ± ± ËÊ´±Í¨¨ R ¶·¨ λ = q (¸¶²μÏ´ Ö

²¨´¨Ö Å Ê·μ¢¥´Ó ˜·¥¤¨´£¥· , ¶Ê´±É¨·´ Ö Å Ê·μ¢¥´Ó „¨· ± ) ¨ λ = (1 ± 0,01)q (ÏÉ·¨Ìμ¢ Ö Å

Ê·μ¢¥´Ó ˜·¥¤¨´£¥· , ¶Ê´±É¨·´ Ö Å Ê·μ¢¥´Ó „¨· ± )
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¡Ò²μ ¡Ò ¶·¨ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¨ ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ£μ Ê¸²μ¢¨Ö (24), ´μ ¶μ¸²¥¤´¥¥, ± ± Ê¦¥ μÉ³¥Î -
²μ¸Ó ¢ · §¤. 3, ¢ ¤ ´´μ³ ¸²ÊÎ ¥ ´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö  ¤¥±¢ É´Ò³ ¨¸Ìμ¤´μ° ¶μ¸É ´μ¢±¥ § ¤ Î¨. ‚ Éμ
¦¥ ¢·¥³Ö ·¥ ²Ó´Ò¥ · §³¥·Ò ¢ ±ÊÊ³´ÒÌ ¶Ê¸ÉμÉ, ±μÉμ·Ò¥ ³μ£ÊÉ ¢μ§´¨± ÉÓ ¢ Ê¶μ³Ö´ÊÉÒÌ ¢μ
¢¢¥¤¥´¨¨ ±μ´±·¥É´ÒÌ ¶·¨³¥· Ì, § ¢¥¤μ³μ ¶·¥¢ÒÏ ÕÉ R ∼ 10, ¶μÔÉμ³Ê ¤²Ö μ¶¨¸ ´¨Ö ¸μ-
¸ÉμÖ´¨Ö ´¥¢Ò²¥É ´¨Ö  Éμ³  ¢μ¤μ·μ¤  ¢ É ±¨Ì § ¤ Î Ì ¢¶μ²´¥ ³μ¦´μ μ£· ´¨Î¨ÉÓ¸Ö Î¨¸Éμ
´¥·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±¨³ Ï·¥¤¨´£¥·μ¢¸±¨³ ¶μ¤Ìμ¤μ³,   ¢μ¶·μ¸ ¸ ´¥μ£· ´¨Î¥´´Ò³ μ¶Ê¸± ´¨¥³
´¨¦´¥£μ s-Ê·μ¢´Ö ¶·¨ R → 0 ·¥Ï ¥É¸Ö ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ μ¡· §μ³.

5. —�‘’ˆ–� ˆ �’�Œ ‚ ��‹�‘’ˆ
‘ ��ƒ���ˆ—�›Œ ‘‹�…Œ �…�“‹…‚�‰ ƒ‹“�ˆ�›

‚ ¨¸Ìμ¤´μ° Ëμ·³Ê²¨·μ¢±¥ § ¤ Î¨ μ Î ¸É¨Í¥ ¢ ¶μ²μ¸É¨ (2), (3) ¶·¥¤¶μ² £ ²μ¸Ó, ÎÉμ
´ Ìμ¤ÖÐ Ö¸Ö ¢ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨ ´¥¢Ò²¥É ´¨Ö Î ¸É¨Í  ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢Ê¥É ¸ μ±·Ê¦¥´¨¥³ Éμ²Ó±μ ´ 
£· ´¨Í¥ ¶μ²μ¸É¨ Σ, É. ¥. Î¥·¥§ δ-μ¡· §´Ò° ¶μÉ¥´Í¨ ², ±μÉμ·Ò° ¨ ¶·¨¢μ¤¨É ± ¶μ¢¥·Ì´μ¸É-
´μ³Ê Î²¥´Ê ¢ Ô´¥·£¥É¨Î¥¸±μ³ ËÊ´±Í¨μ´ ²¥ (1). ‚ ¡μ²¥¥ ·¥ ²¨¸É¨Î¥¸±μ³ ¶μ¤Ìμ¤¥ ¢³¥¸Éμ
É ±μ£μ δ-μ¡· §´μ£μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ¸²¥¤Ê¥É · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´Ò° ¸²μ° ´¥´Ê²¥-
¢μ° £²Ê¡¨´Ò d, ¢ ±μÉμ·Ò° ÉÊ´´¥²¨·Ê¥É ´ Ìμ¤ÖÐ Ö¸Ö ¢ ¶μ²μ¸É¨ Î ¸É¨Í  ¨ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢Ê¥É
¢ ´¥³ ¸ μ±·Ê¦¥´¨¥³ ¶μ²μ¸É¨. �·¨ ÔÉμ³ ¢ ¶·¥¤¥²¥ d → 0 É ±μ° ¸²μ° ¤μ²¦¥´ ¶¥·¥Ìμ¤¨ÉÓ ¢
±μ´É ±É´μ¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ ´  ¶μ¢¥·Ì´μ¸É¨ Σ. „²Ö ÔÉμ£μ ¢ ¸²ÊÎ ¥ ¸Ë¥·¨Î¥¸±¨Ì ¶μ²μ¸É¨ ¨
¸²μÖ £· ´¨Î´μ¥ Ê¸²μ¢¨¥ (3) § ³¥´Ö¥É¸Ö ´  Ê· ¢´¥´¨¥ ˜·¥¤¨´£¥· , μ¶¨¸Ò¢ ÕÐ¥¥ ¢§ ¨³μ-
¤¥°¸É¢¨¥ Î ¸É¨ÍÒ ¢´ÊÉ·¨ ¸²μÖ, ¶μÉ¥´Í¨ ² ±μÉμ·μ£μ  ¶¶·μ±¸¨³¨·Ê¥³ ±μ´¸É ´Éμ° U0, É. ¥.
¶·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö, ÎÉμ ¶μÉ¥´Í¨ ² U(r) ¢´¥ ¶μ²μ¸É¨ ¶μ²´μ¸ÉÓÕ Ô±· ´¨·μ¢ ´. ’μ£¤  ¢³¥¸Éμ
Ê¸²μ¢¨Ö (3) ¶μ²ÊÎ ¥³[

− �
2

2m
Δ + U0

]
ψ = Eψ, R � r < X = R + d (41)

¨ £· ´¨Î´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö ´¥¢Ò²¥É ´¨Ö §  £· ´¨ÍÊ ¸²μÖ ´  · ¤¨Ê¸¥ X = R + d:

n∇ψ
∣∣∣
r=X

= 0. (42)

�¡· É¨³ ¢´¨³ ´¨¥, ÎÉμ ¢ (42) Ê¦¥ ´¥É λ, ¶μ¸±μ²Ó±Ê ¥£μ ·μ²Ó É¥¶¥·Ó ¨£· ¥É Ê· ¢´¥-
´¨¥ (41). Š Éμ³Ê ¦¥ É ± Ö Ëμ·³Ê²¨·μ¢±  ¤μ¶Ê¸± ¥É ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ ¡μ²¥¥ Ï¨·μ±ÊÕ ¶μ-
¸É ´μ¢±Ê § ¤ Î¨, Ê¦¥ ´¥ ¶·¥¤¶μ² £ ÕÐÊÕ ´ Ìμ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨ÍÒ ¢´ÊÉ·¨ § ¤ ´´μ£μ μ¡Ñ-
¥³ . ‚ Î ¸É´μ¸É¨, £· ´¨Î´μ¥ Ê¸²μ¢¨¥ (42) ¢μ§´¨±´¥É ¶·¨ μ¶¨¸ ´¨¨ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö Î ¸É¨ÍÒ
¢ ·¥Ï¥É±¥, μ¡· §μ¢ ´´μ° μ¤´μÉ¨¶´Ò³¨ ³¨±·μ¶Ê¸ÉμÉ ³¨ ¢ ±·¨¸É ²²¨Î¥¸±μ° ³ É·¨Í¥, ¢
· ³± Ì ³μ¤¥²¨ ‚¨£´¥· Ä‡¥°ÉÍ  [17]. ’ ±¨¥ ¶μ¤·¥Ï¥É±¨, ´ ¶·¨³¥·, μ¡· §ÊÕÉ μ±É - ¨
É¥É· Ô¤·¨Î¥¸±¨¥ ³¥¦¤μÊ§²¨Ö ¢ ·Ö¤¥ ³¥É ²²μ¢ [6, 7].

Š·μ³¥ Éμ£μ, ¢¥²¨Î¨´  ¶μÉ¥´Í¨ ²  ¸²μÖ U0 ¤μ²¦´  § ¢¨¸¥ÉÓ μÉ £²Ê¡¨´Ò ¶·μ´¨±´μ¢¥-
´¨Ö d É ±¨³ μ¡· §μ³, ÎÉμ¡Ò μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ÉÓ ¶·¥¤¥²Ó´Ò° ¶¥·¥Ìμ¤ ± δ-μ¡· §´μ³Ê ¢§ ¨³μ¤¥°-
¸É¢¨Õ ¸ ±μ´¸É ´Éμ° ¸¢Ö§¨ λ, ¤²Ö Î¥£μ

U0d → �
2

2m
λ, d → 0. (43)

‘· §Ê § ³¥É¨³, ÎÉμ ¶·¥¤¥²Ò d → 0 ¨ U0 → ∞ ´¥¶¥·¥¸É ´μ¢μÎ´Ò: ¥¸²¨ U0 → ∞
¶·¨ d �= 0, Éμ ¢μ§´¨± ¥É ·¥¦¨³ § ¶¨· ´¨Ö  Éμ³  ¢ ¶μ²μ¸É¨ ´¥¶·μ´¨Í ¥³Ò³ ¡ ·Ó¥·μ³ ¸
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£· ´¨Î´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨ (7),   ¶·¨ d → 0 ¨ Ë¨±¸¨·μ¢ ´´μ³ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨¨ U0d, ´ μ¡μ·μÉ,
³ ´¨Ë¥¸É¨·Ê¥É  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±μ¥ ¶μ¢¥¤¥´¨¥ (22).

„²Ö s-Ê·μ¢´¥°  Éμ³  ¢μ¤μ·μ¤ , § ±²ÕÎ¥´´μ£μ ¢ É ±ÊÕ ¶μ²μ¸ÉÓ ¸ ¶μ£· ´¨Î´Ò³ ¸²μ¥³
¢³¥¸Éμ ±μ´É ±É´μ£μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö, ¶·¨ ÔÉμ³ ¢μ§´¨± ¥É ¸²¥¤ÊÕÐ¥¥ Ê· ¢´¥´¨¥ (¢ ¥¤¨´¨-
Í Ì ¨§³¥·¥´¨Ö, ¢¢¥¤¥´´ÒÌ ¢ · §¤. 2):[
κR(1 − κX th κd) +

(
q

γ
− γR

)
(th κd − κX)

]
ΦR +

(
1 − q

γ

)
(th κd − κX)ΦR(b+) = 0,

(44)
£¤¥ κ2 = 2(U0 − E),   ¢¸¥ μ¸É ²Ó´Ò¥ ¢¥²¨Î¨´Ò μ¶·¥¤¥²¥´Ò É ± ¦¥, ± ± ¢ (14) ¨ (16).
‹¥£±μ ¢¨¤¥ÉÓ, ÎÉμ ¶·¨ ¢Ò¶μ²´¥´¨¨ Ê¸²μ¢¨° (43)

κR
1 − κX th κd

th κd − κX
→ λR − 1, d → 0, (45)

¢ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¶·¨ d → 0 (44) ¶·¥¢· Ð ¥É¸Ö ¢ (15) ¤²Ö s-Ê·μ¢´¥°  Éμ³  ¸ £· ´¨Î´Ò³
Ê¸²μ¢¨¥³ (3).

‘²¥¤Ê¥É ¸¶¥Í¨ ²Ó´μ μÉ³¥É¨ÉÓ, ÎÉμ ¶·¥¤¥²Ò d → 0 ¨ R → 0 É ±¦¥ ´¥¶¥·¥¸É ´μ¢μÎ´Ò.
‚ Î ¸É´μ¸É¨, ¥¸²¨ d �= 0, Éμ ¤²Ö ´¨¦´¥£μ s-Ê·μ¢´Ö ·¥Ï¥´¨¥ Ê· ¢´¥´¨Ö (44) ¶·¨ R → 0
¶·¨¢μ¤¨É ± E(R) → U0. „¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, ¶·¨ R → 0 (44) ¸μ¤¥·¦¨É ¤¢  É¨¶  ·¥Ï¥´¨°.
�¥·¢Ò° ¢μ§´¨± ¥É ¨§ (44), ¥¸²¨ ¢ ´¥³ μ¶Ê¸É¨ÉÓ ¸² £ ¥³μ¥ ¸ κR ¨ ¸μ±· É¨ÉÓ ´  ³´μ¦¨É¥²Ó
(th κd − κX) → (th κd − κd), ÎÉμ ¶·¨¢μ¤¨É ± Ê· ¢´¥´¨Õ(

q

γ
− γR

)
ΦR +

(
1 − q

γ

)
ΦR(b+) = 0. (46)

‹¥£±μ ¢¨¤¥ÉÓ, ÎÉμ ¶·¨ R → 0 Ê· ¢´¥´¨¥ (46) ´¥ ¨³¥¥É ·¥Ï¥´¨° ¸ ±μ´¥Î´μ° Ô´¥·£¨¥°,
¶μ¸±μ²Ó±Ê ¥¸²¨ γR → 0, Éμ ΦR, ΦR(b+) → 1, Éμ£¤  (46) ¸¢μ¤¨É¸Ö ± 1 = 0,   ¥¸²¨
γR → const �= 0, Éμ ³μ¦´μ μ¶Ê¸É¨ÉÓ q/γ → 0 ¨ ¶μ²μ¦¨ÉÓ b = 1, ¢ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ Î¥£μ (46)
Ê¶·μÐ ¥É¸Ö ¤μ

zΦ(1, 2, z) = 2Φ(2, 2, z). (47)

‚ ¸¢μÕ μÎ¥·¥¤Ó, Ê· ¢´¥´¨¥ (47) ¸¢μ¤¨É¸Ö ± ez + 1 = 0, μÉ±Ê¤  γn = i(π/2 + πn)/R, ÎÉμ
¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ¸¥·¨¨ ¢Ò¸μ±μ¢μ§¡Ê¦¤¥´´ÒÌ s-¸μ¸ÉμÖ´¨° ¸ Ô´¥·£¨Ö³¨

En =
(π/2 + πn)2

2R2
, R → 0. (48)

‚Éμ·μ° É¨¶ ·¥Ï¥´¨° Ê· ¢´¥´¨Ö (44) ¶·¨ R → 0 ¢μ§´¨± ¥É ¨§ ³´μ¦¨É¥²Ö (th κd−κd),
±μÉμ·Ò° ¶·¨¢μ¤¨É ± κn = ixn/d, £¤¥ xn ¥¸ÉÓ ·¥Ï¥´¨Ö Ê· ¢´¥´¨Ö tg xn = xn, ¨ É¥³ ¸ ³Ò³
± ¤·Ê£μ° ¸¥·¨¨ s-Ê·μ¢´¥°, ± ±¨¥ ¡Ò ¨³¥²  Î ¸É¨Í  ¢ Ö³¥ ¸ · ¤¨Ê¸μ³ d ¨ ´¥°³ ´μ¢¸±¨³¨
£· ´¨Î´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨ (6), (42):

En = U0 +
x2

n

2d2
. (49)

�É¨ Ê·μ¢´¨ ¨³¥ÕÉ ±μ´¥Î´Ò° ¶·¥¤¥² ¶·¨ R → 0. � ¨´¨§Ï¨° ¨§ Ê·μ¢´¥° (49) ¸μμÉ¢¥É-
¸É¢Ê¥É x0 = 0 ¨ ¨³¥¥É Ô´¥·£¨Õ E0 = U0, ¶·¨Î¥³ ÔÉμÉ ±μ·¥´Ó Ê· ¢´¥´¨Ö (44) Ö¢²Ö¥É¸Ö
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´Ê²¥³ ¢Éμ·μ£μ ¶μ·Ö¤±  ¨ ¶·¨ R → 0 ¨³¥¥É ¸É¥¶¥´´μ¥ · §²μ¦¥´¨¥ ¢¨¤ 

E0(R) = U0 −
3q

2d3
R2 +

9q − 4dq2 − 2U0d

2d4
R3−

− 180q − 174dq2 + 55d2q3 − 60U0d + 50U0d
2q

20d5
R4 + . . . (50)

(‘²¥¤ÊÕÐ¨¥ ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ · §²μ¦¥´¨Ö (50) ¨³¥ÕÉ Ê¦¥ ¤μ¸É ÉμÎ´μ £·μ³μ§¤±¨° ¢¨¤,
¶μÔÉμ³Ê ´¥ ¶·¨¢μ¤ÖÉ¸Ö.)

Š ± ²¥£±μ ¶·μ¢¥·¨ÉÓ, ´¨± ±¨Ì ¤·Ê£¨Ì ·¥Ï¥´¨°, ±·μ³¥ (48) ¨ (49), Ê· ¢´¥´¨¥ (44) ¢
¶·¥¤¥²¥ R → 0 ´¥ ¸μ¤¥·¦¨É. �Éμ, ¢ Î ¸É´μ¸É¨, μ§´ Î ¥É, ÎÉμ ¶·¨ ¶μ£· ´¨Î´μ³ ¸²μ¥
´¥´Ê²¥¢μ° £²Ê¡¨´Ò ´¥μ£· ´¨Î¥´´μ¥ μ¶Ê¸± ´¨¥ ´¨¦´¥£μ Ê·μ¢´Ö ¢ μÉ·¨Í É¥²Ó´ÊÕ ¡¥¸±μ-
´¥Î´μ¸ÉÓ, ¨³¥¢Ï¥¥ ³¥¸Éμ ¶·¨ R → 0 ¤²Ö ¶μ¢¥·Ì´μ¸É´μ£μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ¶·¨ λ < q, Ê¦¥
´¥ ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É,   ¸ ³ ÔËË¥±É ¥£μ ´¥μ£· ´¨Î¥´´μ£μ μ¶Ê¸± ´¨Ö ¥¸ÉÓ É¥³ ¸ ³Ò³  ·É¥Ë ±É
¸¨´£Ê²Ö·´μ£μ Ì · ±É¥·  ±μ´É ±É´μ£μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ´  ¶μ¢¥·Ì´μ¸É¨ Σ.

‘³Ò¸² ¸¥·¨° (48), (49) ¢¶μ²´¥ ¶·μ§· Î¥´. “·μ¢´¨ (48) ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ s-¸μ¸ÉμÖ´¨Ö³
¨§ ´¥¶·¥·Ò¢´μ£μ ¸¶¥±É·  ¸¢μ¡μ¤´μ£μ  Éμ³ , ±μ£¤  μ´ μ± §Ò¢ ¥É¸Ö ¢ ¶μ²μ¸É¨ ¸ R → 0,  
Ê·μ¢´¨ (49) ¸μ¸ÉμÖÉ ¨§ ns-Ê·μ¢´¥° c Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ°  ¸¨³¶ÉμÉ¨±μ° ¤¨¸±·¥É´μ£μ ¸¶¥±-
É·  ¸¢μ¡μ¤´μ£μ  Éμ³  ¶·¨ R → ∞ ¨ ±μ´¥Î´μ£μ Î¨¸²  ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´ÒÌ Ê·μ¢´¥° Ẽk ¸μ
¸É¥¶¥´´μ°  ¸¨³¶ÉμÉ¨±μ°, ±μÉμ·Ò¥ ¢μ§´¨± ÕÉ ¶·¨ U0 < 0 ¨ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö  ´ ²μ£μ³ ¶·¥¤¥²Ó-
´μ° ÉμÎ±¨ (−λ2/2) ¤²Ö ¸²ÊÎ Ö ±μ´É ±É´μ£μ ¶μ¢¥·Ì´μ¸É´μ£μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ¶·¨ λ < 0.

�¸¨³¶ÉμÉ¨±  ns-Ê·μ¢´¥° ¶·¨ R � 1 ¶μ ¸· ¢´¥´¨Õ ¸μ ¸²ÊÎ ¥³ ¶μ¢¥·Ì´μ¸É´μ£μ ¢§ ¨-
³μ¤¥°¸É¢¨Ö (29) ³μ¤¨Ë¨Í¨·Ê¥É¸Ö ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ μ¡· §μ³:

En(R) → En +
[γn

n!

]2 κn th (κnd) − γn

κn th (κnd) + γn
(2γnR)2n e−2γnR, R � 1, (51)

£¤¥
κn =

√
2U0 + γ2

n, (52)

  En ¨ γn μ¶·¥¤¥²¥´Ò É ± ¦¥, ± ± ¢ (30). ˆ§ (51) ¸²¥¤Ê¥É, ÎÉμ ¶·¨

κn th (κnd) < γn (53)

±·¨¢Ò¥ En(R) ¡Ê¤ÊÉ ¶·¨ R � 1 ¶·¨¡²¨¦ ÉÓ¸Ö ± ns-Ê·μ¢´Ö³ ¸¢μ¡μ¤´μ£μ  Éμ³  (30) ¸´¨§Ê,
  ¶·¨ κn th (κnd) > γn Å ¸¢¥·ÌÊ. �μÔÉμ³Ê ¶·¨ ¢Ò¶μ²´¥´¨¨ Ê¸²μ¢¨Ö (53) Ê ±·¨¢ÒÌ En(R)
¶·¨ ±μ´¥Î´ÒÌ R ¡Ê¤¥É ¢μ§´¨± ÉÓ ´¥É·¨¢¨ ²Ó´Ò° ³¨´¨³Ê³, ´ Ìμ¤ÖÐ¨°¸Ö ´¨¦¥, Î¥³ ns-
Ê·μ¢´¨ ¸¢μ¡μ¤´μ£μ  Éμ³  (30). ‘¶¥Í¨Ë¨±μ° § ¤ Î¨ ¸ ¶μ¢¥·Ì´μ¸É´Ò³ ¸²μ¥³ Ö¢²Ö¥É¸Ö Éμ
μ¡¸ÉμÖÉ¥²Ó¸É¢μ, ÎÉμ É¥¶¥·Ó É ±μ° ³¨´¨³Ê³, ¶·¨Î¥³ ¸ ³Ò° £²Ê¡μ±¨°, ¡Ê¤¥É ¢μ§´¨± ÉÓ ¨ Ê
´¨¦´¥£μ s-Ê·μ¢´Ö, Éμ£¤  ± ± ¢ ¸²ÊÎ ¥ ´Ê²¥¢μ° £²Ê¡¨´Ò ¸²μÖ ¶·¨ λ < q ÔÉμÉ Ê·μ¢¥´Ó ¶·¨
R → 0 ´¥μ£· ´¨Î¥´´μ μ¶Ê¸± ¥É¸Ö ¢´¨§,   ³¨´¨³Ê³Ò ¢μ§´¨± ÕÉ Éμ²Ó±μ Ê ¢μ§¡Ê¦¤¥´´ÒÌ
¸μ¸ÉμÖ´¨°.

Š ± ¨ ¤²Ö £· ´¨Î´ÒÌ Ê¸²μ¢¨° (3), ¶·¥¤¥²Ó´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö Ẽk(∞) = Ẽk ¸É¥¶¥´´ÒÌ
Ê·μ¢´¥° Ẽk(R) ¸ μÉ·¨Í É¥²Ó´Ò³¨ ¶·¥¤¥²Ó´Ò³¨ §´ Î¥´¨Ö³¨ ¶·¨ R → ∞ μ¶·¥¤¥²ÖÕÉ¸Ö
¨§ Ê· ¢´¥´¨Ö (44) ¸ ¶μ³μÐÓÕ £² ¢´μ£μ Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ£μ ¸² £ ¥³μ£μ ¢  ¸¨³¶ÉμÉ¨±¥
ËÊ´±Í¨° ŠÊ³³¥· , ÎÉμ ¢ ¤ ´´μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¶·¨¢μ¤¨É ± ¸μμÉ´μÏ¥´¨Õ

κ̃k th (κ̃kd) + γ̃k = 0, (54)

£¤¥ κ̃ =
√

2U0 + γ̃2, Ẽ = −γ̃2/2.



664 ‘¢¥Ï´¨±μ¢ Š. �., �μ¥´±μ �. �.

ˆ§ (54) ¸²¥¤Ê¥É, ÎÉμ É ±¨¥ ¸É¥¶¥´´Ò¥ Ê·μ¢´¨ ¸ Ẽk < 0 ³μ£ÊÉ ¢μ§´¨± ÉÓ Éμ²Ó±μ ¶·¨
U0 < 0, ±μ£¤  (54) ¶·¨´¨³ ¥É ¢¨¤√

2|U0| − γ̃2 tg (
√

2|U0| − γ̃2d) = γ̃ (55)

¨ ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É ¸μ¡μ° Ê· ¢´¥´¨¥ ¤²Ö Î¥É´ÒÌ Ê·μ¢´¥° ¢ μ¤´μ³¥·´μ° ¶·Ö³μÊ£μ²Ó´μ° Ö³¥
Ï¨·¨´Ò 2d ¨ £²Ê¡¨´Ò U0. �μÔÉμ³Ê Ê·μ¢´¨ Ẽk ¸ÊÐ¥¸É¢ÊÕÉ ¶·¨ ²Õ¡ÒÌ U0 < 0 ¨ d > 0,
¶·¨´¨³ ÕÉ §´ Î¥´¨Ö ¢ ¨´É¥·¢ ²¥ U0 < Ẽk < 0,   ¨Ì μ¡Ð¥¥ Î¨¸²μ K μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö
¸μμÉ´μÏ¥´¨¥³ π(K − 1) < 2U0d < πK , K = 1, 2 . . .

�¸¨³¶ÉμÉ¨±  Ê·μ¢´¥° Ẽk(R) ¶·¨ R → ∞ ¨³¥¥É ¢¨¤

Ẽk(R) → Ẽk − q

R

|U0| + Ẽk

|U0|(1 + γ̃kd)
− 1

R

γ̃k

1 + γ̃kd
+ O(1/R2), R → ∞. (56)

‡ ³¥É¨³, ÎÉμ ¢ É ±μ° § ¤ Î¥ ¸ÊÐ¥¸É¢ÊÕÉ ¨ ¤·Ê£¨¥ ¸É¥¶¥´´Ò¥ Ê·μ¢´¨ ¸ Ẽk > 0, ¸μμÉ-
¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ Î¨¸Éμ ³´¨³Ò³ ¢μ²´μ¢Ò³ Î¨¸² ³ γ̃k, ±μÉμ·Ò¥ ´ Ìμ¤ÖÉ¸Ö ¨§  ¸¨³¶ÉμÉ¨±¨
ËÊ´±Í¨° ŠÊ³³¥· , ¢ ±μÉμ·μ°, ¶μ³¨³μ Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ£μ ¸² £ ¥³μ£μ, ¸²¥¤Ê¥É ÊÎ¨ÉÒ¢ ÉÓ
¨ ¸É¥¶¥´´μ¥, ´μ ÔÉ¨ Ê·μ¢´¨ ´ Ìμ¤ÖÉ¸Ö § ¢¥¤μ³μ ¢ÒÏ¥, Î¥³ ¸É¥¶¥´´Ò¥ Ê·μ¢´¨ (56) ¨ ±Ê²μ-
´μ¢¸±¨¥ (51),   ´ ¨¡μ²ÓÏ¨° ¨´É¥·¥¸ ¶μ ¶μ´ÖÉ´Ò³ ¶·¨Î¨´ ³ ¶·¥¤¸É ¢²ÖÕÉ ¶·¥¦¤¥ ¢¸¥£μ
´¨¦´¨¥ Ô´¥·£¥É¨Î¥¸±¨¥ Ê·μ¢´¨  Éμ³  ¢ ¶μ²μ¸É¨.

„·Ê£μ¥ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ¥ μÉ²¨Î¨¥ ¸É¥¶¥´´ÒÌ Ê·μ¢´¥° Ẽk(R) μÉ ±Ê²μ´μ¢¸±¨Ì En(R) ¸μ-
¸Éμ¨É ¢ Éμ³, ÎÉμ ± ± ¸ ³ Ë ±É ¨Ì ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨Ö, É ± ¨ ¶·¥¤¥²Ó´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö ¶·¨ R → ∞
´¨± ± ´¥ ¸¢Ö§ ´Ò ¸ ´ ²¨Î¨¥³ ±Ê²μ´μ¢¸±μ£μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ¸ Ö¤·μ³,   μ¡Ê¸²μ¢²¥´Ò ¨¸-
±²ÕÎ¨É¥²Ó´μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥³ Î ¸É¨ÍÒ (Ô²¥±É·μ´ ) ¸ £· ´¨Í¥° (¶μ£· ´¨Î´Ò³ ¸²μ¥³) ¶μ-
²μ¸É¨ ¶·¨ÉÖ£¨¢ ÕÐ¥£μ Ì · ±É¥· . „¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, (54) ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É § ¤ Î¥ μ¡ s-Ê·μ¢´ÖÌ
Î ¸É¨ÍÒ ¢ ¶μÉ¥´Í¨ ²¥ ¢ ¢¨¤¥ ¸Ë¥·¨Î¥¸±μ£μ ¸²μÖ

U(r) = U0θ (R � r � R + d) (57)

¸ £· ´¨Î´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨ ´¥¢Ò²¥É ´¨Ö (42) ´  ¢´¥Ï´¥° £· ´¨Í¥ ¢ ¶·¥¤¥²¥ R → ∞. ŠÊ²μ-
´μ¢¸±μ¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ ¸ Ö¤·μ³ ¢ ÔÉμ³ ¶·¥¤¥²¥ ´¨± ±μ° ·μ²¨ ´¥ ¨£· ¥É,   ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ
Éμ²Ó±μ ´ ²¨Î¨¥ μ¡² ¸É¨ ¶·¨ÉÖ¦¥´¨Ö ¢ ¶μ£· ´¨Î´μ³ ¸²μ¥ ¶μ²μ¸É¨.


μ²¥¥ ¤¥É ²Ó´Ò°  ´ ²¨§ Ê· ¢´¥´¨Ö (44) Ê¤μ¡´μ ¶·μ¢¥¸É¨ ¸ ¶μ³μÐÓÕ ·¥§Ê²ÓÉ Éμ¢ ¥£μ
Î¨¸²¥´´μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö ¤²Ö ±μ´±·¥É´ÒÌ §´ Î¥´¨° ¶ · ³¥É·μ¢ U0 ¨ d, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì
³ ¸ÏÉ ¡ ³ ·¥ ²Ó´ÒÌ Ê¸²μ¢¨° ³¨±·μ¶Ê¸ÉμÉ, ¢ ±μÉμ·ÒÌ ¢μ§³μ¦´μ É ±μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ´¥-
¢Ò²¥É ´¨Ö. „²Ö |U0| ÔÉμ §´ Î¥´¨Ö ∼ 1Ä100 Ô‚,   ¤²Ö d Å ¤μ²¨ ¡μ·μ¢¸±μ£μ · ¤¨Ê¸ 
aB = 1/α = 137, ±μ´±·¥É´μ d = xaB , £¤¥ x = 2, 1, 1/2, 1/4, 1/8, 1/16, ¶·¨Î¥³ ³ ±¸¨-
³ ²Ó´μ¥ 2aB ¢Ò¡· ´μ ¨¸Ìμ¤Ö ¨§ ¸·¥¤´¥° ¶·μÉÖ¦¥´´μ¸É¨ μ¤´μ Éμ³´μ£μ ¶μ¢¥·Ì´μ¸É´μ£μ
¸²μÖ,   ³¨´¨³ ²Ó´μ¥ aB/16 ¤²Ö £²Ê¡¨´Ò ¸²μÖ Å ¨§ μ£· ´¨Î¥´¨Ö ¸´¨§Ê, ¢ÒÉ¥± ÕÐ¥£μ
¨§ ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±¨Ì ÔËË¥±Éμ¢, · ¸¸³μÉ·¥´´ÒÌ ¢ · §¤. 4. ‚Ò¡μ· ¤¨ ¶ §μ´  §´ Î¥´¨° |U0|
μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö É¥³, ÎÉμ |U0| ∼ 1 Ô‚ ¤²Ö ¢ ±ÊÊ³´ÒÌ ®bubbles¯ ¢ ¸¢¥·ÌÉ¥±ÊÎ¥³ He [8], ¶μ-
·Ö¤±  ´¥¸±μ²Ó±¨Ì Ô‚ ¤²Ö ³¥¦¤μÊ§²¨° ¢ ³¥É ²²¨Î¥¸±¨Ì ·¥Ï¥É± Ì [6, 7], ±μ£¤  μ¸´μ¢´μ°
¢±² ¤ ¢ U0 ¢´μ¸¨É εF , ¨ ³μ¦¥É ¸μ¸É ¢²ÖÉÓ ¤¥¸ÖÉ±¨ Ô‚ ¢ § ¤ Î Ì ±¢ ´Éμ¢μ° Ì¨³¨¨ [3].

‘´ Î ²  · ¸¸³μÉ·¨³ ´ ¨¡μ²¥¥ ¶·μ¸Éμ° ¨ μÎ¥¢¨¤´Ò° ¸²ÊÎ ° ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´μ£μ ¡ ·Ó¥· 
U0 > 0. ’μ£¤  ´¨¦´¨³ Ô´¥·£¥É¨Î¥¸±¨³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥³  Éμ³  ¡Ê¤¥É Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´Ò° 1s-
Ê·μ¢¥´Ó, ¶μ¢¥¤¥´¨¥ ±μÉμ·μ£μ ¤²Ö U0 = 10 Ô‚ ¶μ± § ´μ ´  ·¨¸. 3.
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�¨¸. 3. �μ¢¥¤¥´¨¥ ´¨¦´¥£μ 1s-Ê·μ¢´Ö  Éμ³  ¢μ¤μ·μ¤  ¶·¨ q = α ± ± ËÊ´±Í¨¨ · ¤¨Ê¸  ¶μ²μ¸É¨ R

¶·¨ U0 = 10 Ô‚ ¨ d = xaB , x = 2 (¸¶²μÏ´ Ö ²¨´¨Ö), 1, 1/2 (±·¨¢ Ö ¸ ¤²¨´´Ò³¨ ÏÉ·¨Ì ³¨),
1/4, 1/8 (±·¨¢ Ö ¸ ±μ·μÉ±¨³¨ ÏÉ·¨Ì ³¨) ¨ 1/16 (¶Ê´±É¨·´ Ö)

ˆ§ ·¨¸Ê´±  ¢¨¤´μ, ÎÉμ ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ ¸ Ê¸²μ¢¨¥³ (53), ±μÉμ·μ¥ ¢ ¤ ´´μ³ ¸²ÊÎ ¥
¶·¨¢μ¤¨É ± d < 100, ¶·¨ É ±μ³ §´ Î¥´¨¨ U0 ¤²Ö £²Ê¡¨´ ¶·μ´¨±´μ¢¥´¨Ö d = aB/4, aB/8,
aB/16 ´  ±·¨¢ÒÌ E1(R) ¨³¥ÕÉ¸Ö ¢Ò· ¦¥´´Ò¥ ³¨´¨³Ê³Ò, ¨ ¶μÔÉμ³Ê ¸μ¸ÉμÖ´¨¥³  Éμ³ 
¸ ´ ¨³¥´ÓÏ¥° Ô´¥·£¨¥° μ± §Ò¢ ¥É¸Ö ¥£μ ´¥¢Ò²¥É ´¨¥ ¨§ ¶μ²μ¸É¥° ¸ É ±¨³¨ · §³¥· ³¨.

μ²¥¥ ±μ´±·¥É´μ: ¤²Ö d = aB/4 ³¨´¨³Ê³ E1(R) ¤μ¸É¨£ ¥É¸Ö ¶·¨ R = 87, ¤²Ö d =
aB/8 Å ¶·¨ R = 37, ¤²Ö d = aB/16 Å ¶·¨ R = 16. �·¨ d = aB/2 ³¨´¨³Ê³
É ±¦¥ ¥¸ÉÓ, ´μ μ´ ¢Ò· ¦¥´ Ê¦¥ ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¸² ¡μ (Ô´¥·£¨Ö ¸¢Ö§¨ ¢¸¥£μ � 13,9 Ô‚) ¨
¤μ¸É¨£ ¥É¸Ö ¶·¨ R = 289,   ¤²Ö d = aB, 2aB, ´ ¶·μÉ¨¢, ³¨´¨³ ²Ó´ Ö Ô´¥·£¨Ö  Éμ³  ¡Ê¤¥É
¤μ¸É¨£ ÉÓ¸Ö ¶·¨ ³ ±¸¨³ ²Ó´ÒÌ R � aB . Š ± ¸²¥¤¸É¢¨¥, ¶·¨ § ¶μ²´¥´¨¨  Éμ³ ³¨ É ±¨Ì
³¨±·μ¶Ê¸ÉμÉ ³μ¦¥É ¢μ§´¨± ÉÓ μ¡Ñ¥³´μ¥ ¸¦ É¨¥ ²¨¡μ · ¸Ï¨·¥´¨¥, ± ± ÔÉμ ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É
¶·¨ ´ ¢μ¤μ· ¦¨¢ ´¨¨ ·Ö¤  ³¥É ²²μ¢ [6, 7].

�É³¥É¨³, ÎÉμ ¶μÖ¢²¥´¨¥ Ìμ·μÏμ ¢Ò· ¦¥´´ÒÌ £²Ê¡μ±¨Ì ³¨´¨³Ê³μ¢ ¢ E1(R) ¶·¨ d =
aB/8, aB/16, ¢ ´¥¸±μ²Ó±μ · § ¶·¥¢ÒÏ ÕÐ¨Ì E1s = −q2/2, μ¡Ê¸²μ¢²¥´μ μ¤´μ¢·¥³¥´´Ò³

�¨¸. 4. �μ¢¥¤¥´¨¥ ´¨¦´¥£μ 1s-Ê·μ¢´Ö  Éμ³  ¢μ¤μ·μ¤  ± ± ËÊ´±Í¨¨ R ¤²Ö q = α, q = 2α ¶·¨

U0 = 10 Ô‚ ¨ d = aB/4 (¸¶²μÏ´ Ö ²¨´¨Ö), d = aB/8 (ÏÉ·¨Ìμ¢ Ö), d = aB/16 (¶Ê´±É¨·´ Ö)
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¢²¨Ö´¨¥³ ¤¢ÊÌ Ë ±Éμ·μ¢ Å ¶·¨ Ê¡Ò¢ ´¨¨ R ´ Î¨´ ¥É § ³¥É´μ ¶·μÖ¢²ÖÉÓ¸Ö Ê¡Ò¢ ÕÐ Ö
 ¸¨³¶ÉμÉ¨±  (22), ¨ ¢ Éμ ¦¥ ¢·¥³Ö ¢ÒÌμ¤ ´  ±Ê²μ´μ¢¸±ÊÕ  ¸¨³¶ÉμÉ¨±Ê ¸ ·μ¸Éμ³ R
¶·μ¨¸Ìμ¤¨É Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ ¡Ò¸É·μ. ’μ μ¡¸ÉμÖÉ¥²Ó¸É¢μ, ÎÉμ É ±¨¥ £²Ê¡μ±¨¥ ³¨´¨³Ê³Ò
¢ E1(R) Ëμ·³¨·ÊÕÉ¸Ö ¨³¥´´μ §  ¸Î¥É  ¸¨³¶ÉμÉ¨±¨ (22), ²¥£±μ É ±¦¥ ¶μ¤É¢¥·¤¨ÉÓ, ¥¸²¨
· ¸¸³μÉ·¥ÉÓ ¶μ¢¥¤¥´¨¥ Ê·μ¢´¥° ¤²Ö · §²¨Î´ÒÌ q ¶·¨ Ë¨±¸¨·μ¢ ´´μ³ d.

ˆ§ ·¨¸. 4 ¸²¥¤Ê¥É, ÎÉμ ¶·¨ ¨§³¥´¥´¨¨ § ·Ö¤  Ö¤·  ¢ ¤¢  · §  ¤²Ö d = aB/8, aB/16
³¨´¨³Ê³Ò E1(R) ³¥´ÖÕÉ¸Ö ¶·¨³¥·´μ ¢ ¤¢  · § , ± ± ÔÉμ ¨ ¶·¥¤¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö  ¸¨³¶Éμ-
É¨±μ° (22). 
μ²¥¥ ±μ´±·¥É´μ: ¶·¨ d = aB/8 ³ ±¸¨³ ²Ó´ Ö Ô´¥·£¨Ö ¸¢Ö§¨ ¤²Ö q = α
¤μ¸É¨£ ¥É¸Ö ¶·¨ R = 37 ¨ · ¢´  45,8 Ô‚, ¤²Ö q = 2α Å 107,5 Ô‚ ¶·¨ R = 36,   ¶·¨
d = aB/16 ¤²Ö q = α ¨ q = 2α ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ 100,1 ¨ 215 Ô‚ ¶·¨ R = 16. ‚ Éμ ¦¥
¢·¥³Ö ¶·¨ d = aB/4 Ê·μ¢´¨ ¢¥¤ÊÉ ¸¥¡Ö £μ· §¤μ ¡²¨¦¥ ± § ±μ´Ê q2, ÌμÉÖ ¨ Ê¤μ¢²¥É¢μ-
·ÖÕÉ Ê¸²μ¢¨Õ (53), ´μ ¶·¨ É ±¨Ì d  ¸¨³¶ÉμÉ¨±  (22) Ê¦¥ ¶· ±É¨Î¥¸±¨ ´¥ ¶·μÖ¢²Ö¥É¸Ö ¨
³¨´¨³Ê³Ò ¸É ´μ¢ÖÉ¸Ö ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ ³¥´¥¥ ¢Ò· ¦¥´´Ò³¨.

ˆ§ ¶μ± § ´´μ£μ ´  ·¨¸. 3, 4 ¶μ¢¥¤¥´¨Ö E1(R) ¤²Ö · §²¨Î´ÒÌ d ³μ¦¥É ¢μ§´¨±´ÊÉÓ ¢¶¥-
Î É²¥´¨¥, ÎÉμ ¶·¨ d � aB ·μ²Ó U0 ¸É ´μ¢¨É¸Ö ¢Éμ·μ¸É¥¶¥´´μ°, ¶μ¸±μ²Ó±Ê ¢ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥
¤μ³¨´¨·ÊÕÐ¨³ ÔËË¥±Éμ³ μ± §Ò¢ ¥É¸Ö ¶¥·¥Ìμ¤ Ô´¥·£¨¨ ´¨¦´¥£μ Ê·μ¢´Ö ¢ ·¥¦¨³  ¸¨³-
¶ÉμÉ¨±¨ (22) ¤²Ö ´Ê²¥¢μ° £²Ê¡¨´Ò ¶·μ´¨±´μ¢¥´¨Ö. �Éμ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ ¨³¥¥É ³¥¸Éμ ¶·¨
U0 > 0, ´μ ¶·¨ U0 < 0 ¸¨ÉÊ Í¨Ö ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ ³¥´Ö¥É¸Ö, ¶μ¸±μ²Ó±Ê ¢ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ¢§ -
¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ Ô²¥±É·μ´  ¢ ¶μ£· ´¨Î´μ³ ¸²μ¥ ´μ¸¨É Ì · ±É¥· ¶·¨ÉÖ¦¥´¨Ö, §  ¸Î¥É Î¥£μ
Ô²¥±É·μ´´ Ö ‚” ¨³¥¥É ¢ ¸²μ¥ ¡μ²ÓÏÊÕ  ³¶²¨ÉÊ¤Ê,   Ô´¥·£¨Ö ¸¢Ö§¨ É¥³ ¸ ³Ò³ μ¡´ ·Ê¦¨-
¢ ¥É ¸¨²Ó´ÊÕ § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ± ± μÉ d, É ± ¨ μÉ U0. ‚ Î ¸É´μ¸É¨, ¶·¨ U0 = −10 Ô‚ ¢ E1(R)
¢μ§´¨± ÕÉ ¥Ð¥ ¡μ²¥¥ ¢Ò· ¦¥´´Ò¥ ³¨´¨³Ê³Ò, Î¥³ ¤²Ö U0 > 0,   Ê¸²μ¢¨¥ (53) ¢Ò¶μ²´Ö-
¥É¸Ö ¢μμ¡Ð¥ ¤²Ö ¢¸¥Ì d, ¶μÔÉμ³Ê ´¥É·¨¢¨ ²Ó´Ò¥ ³¨´¨³Ê³Ò ¢ Ô´¥·£¨¨ ¸¢Ö§¨ É¥¶¥·Ó É ±¦¥
¡Ê¤ÊÉ ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ÉÓ ¤²Ö ¢¸¥Ì d (·¨¸. 5), ¢ Éμ³ Î¨¸²¥ ¨ ¤²Ö d = 2aB, ±μ£¤  ³¨´¨³Ê³ ¸
Ô´¥·£¨¥° ¸¢Ö§¨ 14,8 Ô‚ ¤μ¸É¨£ ¥É¸Ö ¶·¨ R = 254.

’¥¶¥·Ó · ¸¸³μÉ·¨³ ´ ¨¡μ²¥¥ ¨´É¥·¥¸´Ò° ¸²ÊÎ ° ¶¥·¥¸É·μ°±¨ ¸¶¥±É·   Éμ³  ¢ ¶μ²μ-
¸É¨ ¶·¨ ´ ²¨Î¨¨ ¶·¨ÉÖ¦¥´¨Ö ¢ ¶μ¢¥·Ì´μ¸É´μ³ ¸²μ¥, ±μ£¤  ´¨¦´¨³ Ê·μ¢´¥³  Éμ³  ¸É -
´μ¢¨É¸Ö ¸É¥¶¥´´μ° Ẽ1. „²Ö ÔÉμ£μ ¸´ Î ²  μ¶·¥¤¥²¨³ ®±·¨É¨Î¥¸±¨°¯ ¶μÉ¥´Í¨ ² U0 crit,

�¨¸. 5. �μ¢¥¤¥´¨¥ ´¨¦´¥£μ 1s-Ê·μ¢´Ö  Éμ³  ¢μ¤μ·μ¤  ¤²Ö q = α ± ± ËÊ´±Í¨¨ · ¤¨Ê¸  ¶μ²μ¸É¨ R

¶·¨ U0 = −10 Ô‚ ¨ d = xaB, x = 2 (¸¶²μÏ´ Ö ²¨´¨Ö), 1, 1/2 (±·¨¢ Ö ¸ ¤²¨´´Ò³¨ ÏÉ·¨Ì ³¨),

1/4, 1/8 (±·¨¢ Ö ¸ ±μ·μÉ±¨³¨ ÏÉ·¨Ì ³¨) ¨ 1/16 (¶Ê´±É¨·´ Ö)
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¶·¨ ±μÉμ·μ³ ¸μ¢¶ ¤ ÕÉ ¶·¥¤¥²Ó´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö Ê·μ¢´Ö Ẽ1(R) ¨ ¶¥·¢μ£μ Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó-
´μ£μ E1(R) ¶·¨ R → ∞, É. ¥. ¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö Ê¸²μ¢¨¥

γ̃1 = γ1. (58)

�É³¥É¨³, ÎÉμ ¶·¨ ¢Ò¶μ²´¥´¨¨ Ê¸²μ¢¨Ö (58),   ´¥ · ´ÓÏ¥ ¨ ´¥ ¶μ§¦¥, ¡Ê¤¥É ¶·μ¨¸Ìμ-
¤¨ÉÓ ¸³¥´   ¸¨³¶ÉμÉ¨±¨ ´¨¦´¥£μ Ê·μ¢´Ö ¶·¨ R → ∞ ¸ Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ° ´  ¸É¥¶¥´´ÊÕ.
�·¥¤¥²Ó´ Ö ÉμÎ±  E1s, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ Ö ¸¢μ¡μ¤´μ³Ê  Éμ³Ê, Ê ±·¨¢ÒÌ E1(R) ¨ Ẽ1(R) ¶·¨
ÔÉμ³ μ¤´  ¨ É  ¦¥, ´μ, ± ± Ê¦¥ ¡Ò²μ ¶μ± § ´μ ¢ÒÏ¥ ¤²Ö ¸²ÊÎ Ö ±μ´É ±É´μ£μ ¢§ ¨³μ¤¥°-
¸É¢¨Ö (32), (33), Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´Ò° Ê·μ¢¥´Ó E1(R) μ¶Ê¸± ¥É¸Ö ¤μ ¶·¥¤¥²Ó´μ£μ §´ Î¥´¨Ö,
¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥£μ ¸¢μ¡μ¤´μ³Ê  Éμ³Ê, ¢¸¥£¤  ¸¢¥·ÌÊ, ¨ ¶μÔÉμ³Ê §  ¸Î¥É ÔËË¥±É  μÉÉ ²±¨¢ -
´¨Ö Ëμ´ �¥°³ ´ Ä‚¨£´¥·  ¸É¥¶¥´´μ° Ê·μ¢¥´Ó Ẽ1(R) μ± §Ò¢ ¥É¸Ö ´¨¦´¨³. �μ¤Î¥·±´¥³,
ÎÉμ ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É ¨³¥´´μ ¸³¥´  Ì · ±É¥·   ¸¨³¶ÉμÉ¨±¨ ´¨¦´¥£μ Ê·μ¢´Ö Å Ê·μ¢´¨ E1(R)
¨ Ẽ1(R) ³μ£ÊÉ ´ Ìμ¤¨ÉÓ¸Ö ¶·¥¤¥²Ó´μ ¡²¨§±μ ¤·Ê£ ± ¤·Ê£Ê, ´μ ´¥ ¸μ¶·¨± ¸ ÕÉ¸Ö ¨ É¥³
¡μ²¥¥ ´¥ ¶¥·¥¸¥± ÕÉ¸Ö, ¶μ¸±μ²Ó±Ê ¢¸¥ s-Ê·μ¢´¨ ¢ É ±¨Ì § ¤ Î Ì ¸ £· ´¨Î´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨
´¥¢Ò²¥É ´¨Ö μ¡Ö§ É¥²Ó´μ ´¥¢Ò·μ¦¤¥´Ò.

�¡Ð¨° ¢¨¤ ¶μÉ¥´Í¨ ²  U0 crit ± ± ËÊ´±Í¨¨ £²Ê¡¨´Ò ¶μ¢¥·Ì´μ¸É´μ£μ ¸²μÖ d ¶μ± § ´
´  ·¨¸. 6. ‚ÒÏ¥ U0 crit · ¸¶μ² £ ¥É¸Ö μ¡² ¸ÉÓ §´ Î¥´¨° U0 ¨ d, ¢ ±μÉμ·μ° ´¨¦´¨³
Ö¢²Ö¥É¸Ö E1(R),   ´¨¦¥ Å μ¡² ¸ÉÓ, £¤¥ ´¨¦´¨³ ¸É ´μ¢¨É¸Ö ¸É¥¶¥´´μ° Ẽ1(R).

�¨¸. 6. �μ¢¥¤¥´¨¥ ®±·¨É¨Î¥¸±μ£μ¯ ¶μÉ¥´Í¨ ²  U0 crit ± ± ËÊ´±Í¨¨ d ¶·¨ Ê¸²μ¢¨¨ ¸μ¢¶ ¤¥´¨Ö

¶·¥¤¥²Ó´μ° ÉμÎ±¨ ¤²Ö Ẽ1(R) ¨ 1s-Ê·μ¢´Ö Ẽ1(∞) = E1s

ˆ§ Ê· ¢´¥´¨Ö (55) ¤²Ö γ̃k ²¥£±μ ¢¨¤¥ÉÓ, ÎÉμ ¶·¨ d → ∞ ¶·¥¤¥²Ó´μ¥ §´ Î¥´¨¥ U0 crit

¤μ²¦´μ ¸μ¢¶ ¤ ÉÓ ¸ ´¨¦´¨³ Ê·μ¢´¥³ ¸¢μ¡μ¤´μ£μ  Éμ³  (19), ¶·¨Î¥³  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±μ¥
¶μ¢¥¤¥´¨¥ U0 crit(d) ¡Ê¤¥É ¸É¥¶¥´´Ò³:

U0 crit(d) → E1s −
π2

8d2
+

π2

4qd3
+ O(1/d4), d → ∞, (59)

  ¶·¨ d → 0 ®±·¨É¨Î¥¸±¨°¯ ¶μÉ¥´Í¨ ² ¡Ò¸É·μ Ê¡Ò¢ ¥É ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ ¸  ¸¨³¶ÉμÉ¨±μ°:

U0 crit(d) → −q/2d, d → 0. (60)

—¨¸²¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö U0 crit (¢ Ô‚) ¤²Ö · ¸¸³ É·¨¢ ¥³ÒÌ §´ Î¥´¨° d (±·μ³¥ d = aB/16,
¶μ¸±μ²Ó±Ê ¢ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ |U0 crit| ¸É ´μ¢¨É¸Ö ´¥·¥ ²¨¸É¨Î´μ ¡μ²ÓÏ¨³) ¶·¨¢¥¤¥´Ò ¢ É ¡². 1.
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’ ¡²¨Í  1. ‡´ Î¥´¨Ö U0 crit ¤²Ö d = xaB ¨ x = 1/8, 1/4, 1/2, 1, 2, 4, 16

1/8 1/4 1/2 1 2 4 16

Ä118,9 Ä64,2 Ä37,0 Ä23,7 Ä17,6 Ä15,0 Ä13,7

�  ·¨¸. 7 ¶μ± § ´μ ¶μ¢¥¤¥´¨¥ Ê·μ¢´Ö Ẽ1(R) ¶·¨ U0 = U0 crit(d), É. ¥. ±μ£¤  μ´ ¸É ´μ-
¢¨É¸Ö μ¸´μ¢´Ò³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥³, ¤²Ö d = xaB ¨ x = 2, 1, 1/2, 1/4, 1/8. (‘²ÊÎ ° d = aB/16
´¥ ¶·¨¢μ¤¨É¸Ö ¶μ É¥³ ¶·¨Î¨´ ³, ÎÉμ ¶·¨ ÔÉμ³ U0 ¨ ³ ±¸¨³Ê³ Ô´¥·£¨¨ ¸¢Ö§¨ ¤μ¸É¨£ ÕÉ
¸²¨Ï±μ³ ¡μ²ÓÏ¨Ì §´ Î¥´¨° U0 ∼ 240 Ô‚, Ô´¥·£¨Ö ¸¢Ö§¨ > 300 Ô‚.)

�¨¸. 7. �μ¢¥¤¥´¨¥ Ẽ(R) ¤²Ö U0 = U0 crit(d) ¨ d = xaB , £¤¥ x = 2, 1, 1/2, 1/4, 1/8 (¸¶²μÏ´ Ö
²¨´¨Ö, ¤¢¥ ±·¨¢ÒÌ ¸ ¤²¨´´Ò³¨ ÏÉ·¨Ì ³¨, ¤¢¥ ±·¨¢ÒÌ ¸ ±μ·μÉ±¨³¨ ÏÉ·¨Ì ³¨)

�¨¸. 7 ´ £²Ö¤´μ ¤¥³μ´¸É·¨·Ê¥É ¸É¥¶¥´´μ° Ì · ±É¥· ¶μ¢¥¤¥´¨Ö Ê·μ¢´¥° Ẽ1(R) ¶·¨
R → ∞. …¸²¨ Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´Ò¥ Ê·μ¢´¨ ¢ÒÌμ¤ÖÉ ´   ¸¨³¶ÉμÉ¨±Ê (30) Ê¦¥ ¶·¨ R
¶μ·Ö¤±  ´¥¸±μ²Ó±¨Ì aB , Éμ ¸³¥Ð¥´¨¥ ¸É¥¶¥´´ÒÌ Ê·μ¢´¥° μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¶·¥¤¥²Ó´μ£μ §´ -
Î¥´¨Ö Ê¡Ò¢ ¥É ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ ³¥¤²¥´´¥¥, É ± ÎÉμ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ´¥¢Ò²¥É ´¨Ö μ± §Ò¢ ¥É¸Ö Ô´¥·-
£¥É¨Î¥¸±¨ ¢Ò£μ¤´Ò³ ¢¶²μÉÓ ¤μ ´ ´μ³ ¸ÏÉ ¡μ¢. —¨¸²¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö (¢ Ô‚) ¤²Ö · §´¨ÍÒ
¢ Ô´¥·£¨¨ ¸¢Ö§¨ ¸É¥¶¥´´μ£μ Ê·μ¢´Ö Ẽ1(R) ¶μ ¸· ¢´¥´¨Õ ¸ Ô´¥·£¨¥° ¸¢Ö§¨ ¸¢μ¡μ¤´μ£μ
 Éμ³  E1s ¶·¨¢¥¤¥´Ò ¢ É ¡². 2 ¤²Ö ¶μ²μ¸É¨ ´ ´μ· §³¥·μ¢ ¶·¨ U0 = U0 crit(d), É. ¥. ¢
³μ³¥´É ¶·¥¢· Ð¥´¨Ö Ẽ1(R) ¢ μ¸´μ¢´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥  Éμ³ , ¨ d = aB , aB/2, aB/4.

’ ¡²¨Í  2. ‡´ Î¥´¨Ö ΔE = E1s − Ẽ1(R) ¤²Ö d = aB, aB/2, aB/4 ¤²Ö ¶μ²μ¸É¨ ´ ´μ· §³¥·μ¢
¶·¨ U0 = U0 crit(d), ±μ£¤  Ẽ1(R) ¸É ´μ¢¨É¸Ö μ¸´μ¢´Ò³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥³  Éμ³ 

ΔE
R, ´³

1 10 100 1000

ΔE(d = aB) 1,00894 0,102517 0,0102667 0,00102686
ΔE(d = aB/2) 1,5722 0,157199 0,0157202 0,00157203
ΔE(d = aB/4) 2,08505 0,20661 0,0206425 0,00206407
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‘²¥¤Ê¥É É ±¦¥ μÉ³¥É¨ÉÓ, ÎÉμ ÌμÉÖ ´  ·¨¸. 7 ¤²Ö μ¤´¨Ì ¨ É¥Ì ¦¥ §´ Î¥´¨° d ³¨´¨³Ê³Ò
±·¨¢ÒÌ Ẽ1(R) ´ Ìμ¤ÖÉ¸Ö ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ ´¨¦¥, Î¥³ ¤²Ö E1(R), ¶·¨¢¥¤¥´´ÒÌ ´  ·¨¸. 3Ä5,
¢ ¤ ´´μ³ ¸²ÊÎ ¥ ÔÉμ μ¡Ê¸²μ¢²¥´μ É¥³, ÎÉμ ¤²Ö ± ¦¤μ° ¨§ ±·¨¢ÒÌ Ẽ1(R) £²Ê¡¨´  Ö³Ò
U0 = U0 crit(d) ¸¢μÖ, ¶μ¸±μ²Ó±Ê § ¢¨¸¨É μÉ d ¨ ¶·¨ d � aB ¡Ò¸É·μ · ¸É¥É (¸³. É ¡². 1),  
§´ Î¥´¨Ö Ẽ1(0) ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ ¸ (49) ¤μ²¦´Ò ¸μ¢¶ ¤ ÉÓ ¸ U0. �μ μÉ´μÏ¥´¨Õ ± §´ Î¥´¨Ö³
¶·¨ R → 0 Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´Ò° Ê·μ¢¥´Ó E1(R), ¶μ±  μ´ Ö¢²Ö¥É¸Ö ´¨¦´¨³ Ô´¥·£¥É¨Î¥¸±¨³
Ê·μ¢´¥³  Éμ³ , ¨³¥¥É ´¥ ³¥´¥¥ £²Ê¡μ±¨¥ ³¨´¨³Ê³Ò, ´μ Ô´¥·£¨Ö ¸¢Ö§¨ ¢ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥
Ê¡Ò¢ ¥É ¸ ·μ¸Éμ³ · §³¥·μ¢ ¶μ²μ¸É¨ §´ Î¨É¥²Ó´μ ¡Ò¸É·¥¥, É ± ÎÉμ ÔËË¥±É¨¢´μ° ´ ´μ-
²μ¢ÊÏ±μ° ¤²Ö  Éμ³μ¢ É ± Ö ¶μ²μ¸ÉÓ ¡Ê¤¥É Éμ²Ó±μ ¢ Éμ³ ¸²ÊÎ ¥, ±μ£¤  ´¨¦´¨³ Ê·μ¢´¥³
μ± ¦¥É¸Ö ¸É¥¶¥´´μ° Ẽ1(R).

‡�Š‹
—…�ˆ…

…Ð¥ · § ¶μ¤Î¥·±´¥³, ÎÉμ £· ´¨Î´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö ´¥¢Ò²¥É ´¨Ö ¨§ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´μ£μ μ¡Ñ-
¥³  Ω ´¥ ¶·¥¤¶μ² £ ÕÉ μ¡Ö§ É¥²Ó´μ£μ ¨¸Î¥§´μ¢¥´¨Ö ‚” Î ¸É¨ÍÒ ´  £· ´¨Í¥ Σ μ¡Ñ¥³  Ω,
± ± ÔÉμ ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É ¢ Î ¸É´μ³ ¸²ÊÎ ¥ § ¶¨· ´¨Ö Î ¸É¨ÍÒ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´Ò³ ¡ ·Ó¥·μ³,  
¢Ò¢μ¤ÖÉ¸Ö ¨§ μ¡Ð¥£μ Ê¸²μ¢¨Ö μÉ¸ÊÉ¸É¢¨Ö ¶μÉμ±  (5) Î¥·¥§ ¶μ¢¥·Ì´μ¸ÉÓ μ¡Ñ¥³  Σ. �·¨
ÔÉμ³ £· ´¨Î´μ¥ Ê¸²μ¢¨¥ (3) ¨²¨ ¥£μ ¡μ²¥¥ μ¡Ð Ö Ëμ·³Ê²¨·μ¢±  (41), (42) ¤μ¶Ê¸± ÕÉ
¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ ¡μ²¥¥ Ï¨·μ±ÊÕ ¶μ¸É ´μ¢±Ê § ¤ Î¨, Ê¦¥ ´¥ ¶·¥¤¶μ² £ ÕÐÊÕ ´ Ìμ¦¤¥´¨Ö
Î ¸É¨ÍÒ ¢´ÊÉ·¨ § ¤ ´´μ£μ μ¡Ñ¥³ . ‚ Î ¸É´μ¸É¨, ¢ · ³± Ì ³μ¤¥²¨ ‚¨£´¥· Ä‡¥°ÉÍ  [17]
£· ´¨Î´μ¥ Ê¸²μ¢¨¥ (42) ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ¤¥²μ± ²¨§μ¢ ´´μ³Ê ¸μ¸ÉμÖ´¨Õ Î ¸É¨ÍÒ ¢ ·¥Ï¥É±¥,
μ¡· §μ¢ ´´μ° μ¤´μÉ¨¶´Ò³¨ ³¨±·μ¶Ê¸ÉμÉ ³¨ ¢ ±·¨¸É ²²¨Î¥¸±μ° ³ É·¨Í¥. ’ ±¨¥ ¶μ¤·¥-
Ï¥É±¨, ´ ¶·¨³¥·, μ¡· §ÊÕÉ μ±É - ¨ É¥É· Ô¤·¨Î¥¸±¨¥ ³¥¦¤μÊ§²¨Ö ¢ ·Ö¤¥ ³¥É ²²μ¢ [6, 7].

�·¨ ÔÉμ³ · ¸¸³μÉ·¥´´Ò¥ ¢ · ¡μÉ¥ ¶·¨³¥·Ò ¶¥·¥¸É·μ°±¨ ´¨¦´¨Ì Ê·μ¢´¥° Ô´¥·£¥-
É¨Î¥¸±μ£μ ¸¶¥±É·  ¶μ± §Ò¢ ÕÉ, ÎÉμ ¸¢μ°¸É¢  É ±μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¢ ·Ö¤¥ ¸²ÊÎ ¥¢ μ± §Ò¢ -
ÕÉ¸Ö ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ ¡μ²¥¥ ´¥É·¨¢¨ ²Ó´Ò³¨ ¶μ ¸· ¢´¥´¨Õ ¸ § ¶¨· ´¨¥³ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´Ò³
¡ ·Ó¥·μ³. ‚ Î ¸É´μ¸É¨, ¢ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ Ì · ±É¥·¨¸É¨± ¶μ£· ´¨Î´μ£μ ¸²μÖ ³ ±¸¨³ ²Ó-
´μ¥ §´ Î¥´¨¥ Ô´¥·£¨¨ ¸¢Ö§¨  Éμ³  ¢μ¤μ·μ¤  ¢ ¶μ²μ¸É¨ ³μ¦¥É μ± § ÉÓ¸Ö ¢ ´¥¸±μ²Ó±μ · §
¡μ²ÓÏ¥, Î¥³ Ô´¥·£¨Ö ¸¢Ö§¨ ´¨¦´¥£μ 1s-Ê·μ¢´Ö ¸¢μ¡μ¤´μ£μ  Éμ³ , ¨ ¢ Éμ ¦¥ ¢·¥³Ö μÎ¥´Ó
³¥¤²¥´´μ Ê¡Ò¢ ÉÓ ¸ ·μ¸Éμ³ · §³¥·μ¢ ¶μ²μ¸É¨, É ± ÎÉμ É ±μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ´¥¢Ò²¥É ´¨Ö
¡Ê¤¥É Ô´¥·£¥É¨Î¥¸±¨ ¢Ò£μ¤´Ò³ ¢¶²μÉÓ ¤μ ·¥ ²Ó´ÒÌ ´ ´μ³ ¸ÏÉ ¡μ¢ ¶μ·Ö¤±  ¤¥¸ÖÉ±μ¢ ¨
¸μÉ¥´ ´ ´μ³¥É·μ¢. …Ð¥ ¡μ²¥¥ ¨´É¥·¥¸´Ò¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¸ ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö ¢μ§³μ¦´ÒÌ ´μ¢ÒÌ
ÔËË¥±Éμ¢ ¢μ§´¨± ÕÉ ¶·¨ · ¸¸³μÉ·¥´¨¨ £¥²¨¥¶μ¤μ¡´ÒÌ  Éμ³μ¢ ¨ ¶·μ¸É¥°Ï¨Ì ¤¢ÊÌ Éμ³-
´ÒÌ ³μ²¥±Ê² ¢ É ±μ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨ ´¥¢Ò²¥É ´¨Ö ¨§ ³¨±·μ¶Ê¸ÉμÉ ¸ É ±¨³¨ ¦¥ ¶ · ³¥É· ³¨,
± ±¨¥ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ²¨¸Ó ¢ · §¤. 5 [21].
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