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ФИЗИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА И КОНДЕНСИРОВАННЫХ СРЕД

КАЛИБРОВОЧНО-ИНВАРИАНТНЫЙ ВЫВОД
ДАВЛЕНИЯ КАЗИМИРА–ЛИФШИЦА

В.Н.Марачевский 1, А.А. Сидельников 2

Санкт-Петербургский государственный университет, Санкт-Петербург, Россия

Рассмотрен новый калибровочно-инвариантный по построению вывод электрических функ-
ций Грина в системе двух диэлектрических полупространств, разделенных вакуумной щелью.
Приведен вывод давления Казимира–Лифшица.

We consider a novel explicitly gauge-invariant derivation of electric Green functions in the
system of two dielectric half-spaces separated by a vacuum slit. Derivation of the Casimir–Lifshitz
pressure is given.

PACS: 34.35.+a; 77.22.Ch; 68.65.Pq; 12.20.Ds; 73.22.−f

ВВЕДЕНИЕ

Эффект Казимира [1, 2] — квантово-полевой флуктуационный эффект при нали-
чии границ [3, 4]. Давление в системе двух диэлектрических полупространств, раз-
деленных вакуумной щелью, определяется формулой Лифшица [5]. В работах [6, 7]
формула Лифшица получена с использованием принципа аргумента. Оригинальный
калибровочно-инвариантный по построению метод нахождения функций Грина пред-
ложен в работе [8], также в [8] в рамках нового подхода получены классические
результаты для сил Казимира и потенциала Казимира–Полдера.

Для нахождения электрической функции Грина в работе [8] используется метод
последовательных отражений электрической функции Грина от двух параллельных
границ диэлектрик–вакуум. В данной работе представлен калибровочно-инвариантный
по построению альтернативный математический метод нахождения электрической
функции Грина: функция Грина находится решением системы уравнений, полученной
из граничных условий для тангенциальных компонент электрического и магнитного
полей на двух границах диэлектрик–вакуум и условий поперечности полей. При-
веденный впервые в данной работе вывод электрических функций Грина для щели
между двумя полупространствами с использованием системы из 12 уравнений явля-
ется математически строгим выводом электрических функций Грина для рассматри-
ваемой системы в рамках калибровочно-инвариантного метода, предложенного в [8].
С использованием найденных электрической и магнитной функций Грина получена
формула Лифшица для давления [5].

В работе используются единицы Хевисайда–Лоренца и � = c = 1.
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ДАВЛЕНИЕ В СИСТЕМЕ ДВУХ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИХ
ПОЛУПРОСТРАНСТВ, РАЗДЕЛЕННЫХ ВАКУУМНОЙ ЩЕЛЬЮ

Рассмотрим два диэлектрических полупространства z � d, z � 0, характеризую-
щихся диэлектрическими проницаемостями ε1(ω) и ε2(ω) соответственно, и вакуум-
ную щель 0 < z < d между ними. Также рассмотрим распространение электромагнит-
ного поля от диполя с дипольным моментом d, расположенного в точке r′ = (0, 0, z0),
0 < z0 < d. Электрические и магнитные поля, распространяющиеся вверх от диполь-
ного источника, представим в виде

E =

∫
N eik‖·r‖ eikz(z−z0)d2k‖, (1)

B =
1

ω

∫
[k×N] eik‖·r‖ eikz(z−z0)d2k‖, (2)

где N = −i
(
(k · d)k − ω2d

)
/(8π2kz), kz =

√
ω2 − k2x − k2y, k‖ = (kx, ky). Поля, рас-

пространяющиеся вниз от дипольного источника, представим в виде

E =

∫
Ñ eik‖·r‖ eikz(z0−z) d2k‖, (3)

B =
1

ω

∫
[k× Ñ] eik‖·r‖ eikz(z−z0) d2k‖, (4)

где Ñ = −i
(
(k̃ · d)k̃ − ω2d

)
/(8π2kz), k̃ = (kx, ky,−kz). При 0 � z � d конечные при

r = r′ вклады в электрические и магнитные поля, получающиеся после отражений
полей дипольного источника (1)–(4) от диэлектрических полупространств и учета
граничных условий при z = d и z = 0, могут быть записаны в виде

ER(ω, r) =

∫
v1 e

ik‖·r‖ e−ikzzd2k‖ +
∫

v2 e
ik‖·r‖ eikzzd2k‖, (5)

BR(ω, r) =
1

ω

∫ (
[k‖ × v1]− kz[n× v1]

)
eik‖·r‖ e−ikzzd2k‖+

+
1

ω

∫ (
[k‖ × v2] + kz [n× v2]

)
eik‖·r‖ eikzzd2k‖, (6)

где векторные функции v1, v2 зависят от ω, k‖, параметров геометрии системы z0,
d, диэлектрических проницаемостей полупространств ε1(ω), ε2(ω) и дипольного мо-
мента d. Электрические и магнитные поля при z � d могут быть записаны в виде

E1T (ω, r) =

∫
u1 e

ik‖·r‖ eiKz1zd2k‖, (7)

B1T (ω, r) =
1

ω

∫ (
[k‖ × u1] +Kz1[n× u1]

)
eik‖·r‖ eiKz1zd2k‖, (8)
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где n = (0, 0, 1) и Kz1 =
√
ε1(ω)ω2 − k2x − k2y. Электрические и магнитные поля при

z � 0 могут быть записаны в виде

E2T (ω, r) =

∫
u2 e

ik‖·r‖ e−iKz2zd2k‖, (9)

B2T (ω, r) =
1

ω

∫ (
[k‖ × u1]−Kz2[n× u1]

)
eik‖·r‖ e−iKz2zd2k‖, (10)

где Kz2 =
√
ε2(ω)ω2 − k2x − k2y.

Используем локальный ортогональный базис er, eθ, ez для каждого k‖ и запишем
условия поперечности полей в локальном базисе (при этом k‖ = krer, kr = |k‖|):

u1rkr +Kz1u1z = 0, (11)

v1rkr − kzv1z = 0, (12)

u2rkr −Kz2u2z = 0, (13)

v2rkr + kzv2z = 0. (14)

Из непрерывности тангенциальных компонент электрического и магнитного полей
при z = d следуют уравнения

u1r e
iKz1d = v1r e

−ikzd + v2r e
ikzd +Nr e

ikz(d−z0), (15)

u1θ e
iKz1d = v1θ e

−ikzd + v2θ e
ikzd +Nθ e

ikz(d−z0), (16)

−Kz1u1θ e
iKz1d = kzv1θ e

−ikzd − kzv2θ e
ikzd − kzNθ e

ikz(d−z0), (17)

− kru1z e
iKz1d +Kz1u1r e

iKz1d − kzNr e
ikz(d−z0) − k2r

kz
Nr e

ikz(d−z0) =

= −krv1z e
−ikzd − kzv1r e

−ikzd − krv2z e
ikzd + kzv2r e

ikzd. (18)

Из непрерывности тангенциальных компонент электрического и магнитного полей
при z = 0 следуют уравнения

u2r = v1r + v2r + Ñr e
ikzz0 , (19)

u2θ = v1θ + v2θ + Ñθ e
ikzz0 , (20)

Kz2u2θ = kzv1θ − kzv2θ + kzÑθ e
ikzz0 , (21)

−kru2z −Kz2u2r =− krv1z − kzv1r − krv2z + kzv2r −

= −kzÑr e
ikzz0 − k2r

kz
Ñr e

ikzz0 . (22)

Решая систему уравнений (11)–(22), находим из выражения (5) компоненты элек-
трических функций Грина в локальном базисе er, eθ, ez:

DE
rr(ω, kr) =

ikz
2ΔTM

[
eikzz

(
rTM1rTM2 e

ikz(2d−z0) − rTM2 e
ikzz0

)
+

+e−ikzz
(
rTM1rTM2 e

ikz(2d+z0) − rTM1 e
ikz(2d−z0)

)]
, (23)
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DE
θθ(ω, kr) =

iω2

2kzΔTE

[
eikzz

(
rTE1rTE2 e

ikz(2d−z0) + rTE2 e
ikzz0

)
+

+e−ikzz
(
rTE1rTE2 e

ikz(2d+z0) + rTE1 e
ikz(2d−z0)

)]
, (24)

DE
zz(ω, kr) =

ik2r
2kzΔTM

[
eikzz

(
rTM1rTM2 e

ikz(2d−z0) + rTM2 e
ikzz0

)
+

+e−ikzz
(
rTM1rTM2 e

ikz(2d+z0) + rTM1 e
ikz(2d−z0)

)]
, (25)

где ΔTM ≡ 1− rTM1rTM2 e
2ikzd, ΔTE ≡ 1− rTE1rTE2 e

2ikzd выражены через коэффи-
циенты отражения Френеля rTM (ω, kr) = (ε(ω)kz −Kz)/(ε(ω)kz +Kz), rTE(ω, kr) =
(kz −Kz)/(kz +Kz). Система из 12 уравнений (11)–(22) для нахождения компонент
электрической функции Грина (23)–(25) между диэлектрическими полупространства-
ми ранее не рассматривалась и приведена в данной работе впервые.

Дальнейший вывод формулы Лифшица следует работе [8]. Выразим функции Гри-
на в декартовом базисе при r‖ = r′‖ через компоненты функций Грина (23)–(25)
в локальном базисе:

DE
xx(ω, z, z0) =

∫ (
DE

rr(ω, kr) cos
2 θ +DE

θθ(ω, kr) sin
2 θ

) d2k‖
(2π)2

, (26)

DE
yy(ω, z, z0) =

∫ (
DE

rr(ω, kr) sin
2 θ +DE

θθ(ω, kr) cos
2 θ

) d2k‖
(2π)2

, (27)

DE
zz(ω, z, z0) =

∫
DE

zz(ω, kr)
d2k‖
(2π)2

. (28)

Магнитные функции Грина могут быть выражены через электрические функции
Грина:

DH
il (ω,x,x

′) =
1

ω2
εijkεlmn

∂

∂xj

∂

∂x′mDE
kn(ω,x,x

′). (29)

Найдем компоненты магнитной функции Грина в локальном базисе er, eθ, ez:

DH
rr(ω, kr) =

ikz
2ΔTE

[
eikzz

(
rTE1rTE2 e

ikz(2d−z0) − rTE2 e
ikzz0

)
+

+e−ikzz
(
rTE1rTE2 e

ikz(2d+z0) − rTE1 e
ikz(2d−z0)

)]
, (30)

DH
θθ(ω, kr) =

iω2

2kzΔTM

[
eikzz

(
rTM1rTM2 e

ikz(2d−z0) + rTM2 e
ikzz0

)
+

+e−ikzz
(
rTM1rTM2 e

ikz(2d+z0) + rTM1 e
ikz(2d−z0)

)]
, (31)

DH
zz(ω, kr) =

ik2r
2kzΔTE

[
eikzz

(
rTE1rTE2 e

ikz(2d−z0) + rTE2 e
ikzz0

)
+

+e−ikzz
(
rTE1rTE2 e

ikz(2d+z0) + rTE1 e
ikz(2d−z0)

)]
. (32)

Декартовы компоненты магнитных функций Грина получаются из локальных компо-
нент магнитных функций Грина (30)–(32) аналогично (26)–(28).
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Для вычисления давления удобно воспользоваться формулой для Tzz-компоненты
тензора энергии-импульса [9]:

Tzz(z0) = − i

2

+∞∫
−∞

dω

2π

[
DE

xx(ω, z0, z0) +DE
yy(ω, z0, z0)−DE

zz(ω, z0, z0)+

+DH
xx(ω, z0, z0) +DH

yy(ω, z0, z0)−DH
zz(ω, z0, z0)

]
. (33)

Из формулы (33) и выражений для электрических и магнитных функций Гри-
на (23)–(25), (30)–(32) получаем формулу Лифшица [5] для давления в системе двух
диэлектрических полупространств, разделенных вакуумной щелью d:

P = − 1

2π2

∞∫
0

dω

∞∫
0

dkr kr exp (−2
√
ω2 + k2rd)

√
ω2 + k2r ×

×
(
rTE1(iω, kr)rTE2(iω, kr)

ΔTE(iω, kr)
+

rTM1(iω, kr)rTM2(iω, kr)

ΔTM (iω, kr)

)
. (34)

В монографии [9] для нахождения давления используется решение для функций Гри-
на, не зависящее от z + z0, где z и z0 — аргументы функций Грина. Важно подчерк-
нуть, что зависимость электрических и магнитных функций Грина от z+z0 необходи-
ма для калибровочной инвариантности теории и получения корректного выражения
для потенциала Казимира–Полдера нейтрального атома, находящегося между двумя
диэлектрическими полупространствами [8].

Работа выполнена при финансовой поддержке грантом Российского научного
фонда (проект №22-13-00151). Исследования проведены с использованием вычисли-
тельных ресурсов ресурсного центра «Вычислительный центр СПбГУ»
(http://www.cc.spbu.ru/).
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