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Проведeн анализ возможности обобщений теории Майораны на основе предположения
о вещественности этого спинорного поля при использовании общих принципов релятивист-
ской физики. Для него построен функционал действия, в котором содержатся два параметра:
один имеет размерность массы, другой — безразмерный. Найдены полные решения уравнений
Эйлера–Лагранжа. Получен явный вид собственных спиноров оператора спиральности, кото-
рые могут использоваться в качестве базисных элементов при описании состояний системы.
В ней в соответствии с результатами, полученными Майораной, обычный электрический ток
равен нулю. Аксиальный ток нетривиален. Изучены его основные особенности, и в рамках по-
строенной модификации теории Майораны обсуждается возможность участия вещественного
спинорного фермионного поля в электромагнитных взаимодействиях.

An analysis of the possibility of generalizations of the Majorana theory based on the assumption
of the realness of this spinor field has been carried out using the general principles of relativistic
physics. For it the action functional is constructed, which contains two parameters: one has the
dimension of mass, the second is dimensionless. The complete solutions of the Euler–Lagrange
equations are found. An explicit form of the eigenspinors of the helicity operator is obtained, which
can be used as basis elements in describing the states of the system. In it, in agreement with the
results obtained by Majorana, the ordinary electric current is zero. The axial current is nontrivial.
Its basic features have been studied and, within the framework of the constructed modification of
Majorana theory, the possibility of participation of the real spinor fermion field in electromagnetic
interactions is discussed.

PACS: 04.50.–h; 14.80.Va

Предложенная Майораной [1] релятивистcкая квантовополевая модель элемен-
тарной частицы со спином 1/2 сразу же привлекла внимание многих исследователей
в области теоретической и экспериментальной физики, и оно не ослабевает на протя-
жении всего прошедшего с момента ее создания времени [2, 3]. Xотя прямых экспе-
риментальных подтверждений существования фермионов Майораны нет до сих пор,
в последнее время заметно повысился интерес к его теории. Активно обсуждаются
возможности проявления воздействий этих частиц в различных трудно объяснимых
иным способом эффектах в области физики элементарных частиц, ядерной физики,
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физики твердого тела, космологии [3–6]. Мы рассматриваем теорию вещественного
спинорного поля без каких-либо сопоставлений ее с теорией Дирака и использования
вытекающих из этого следствий и аналогий, представленных в статье [1] и работах
многих авторов [2, 3]. Используя в качестве основных предположений только веще-
ственность фермионного поля и основные положения релятивистской теории, прове-
дем в той мере, в которой это удастся, наиболее полный анализ физических свойств
этого поля и рассмотрим возможность обобщения уже известных для майорановских
фермионов результатов.

В предложенном в [1] представлении гамма-матриц

γ0 =

(
0 σ2
σ2 0

)
, γ1 = i

(
σ1 0
0 σ1

)
, γ2 =

(
0 σ2

−σ2 0

)
, γ3 = i

(
σ3 0
0 σ3

)
, (1)

где 0 обозначает 2× 2-матрицу с нулевыми элементами, σ1, σ2, σ3 — матрицы Паули

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
,

все матрицы (1) и γ5 = iγ0γ1γ2γ3 чисто мнимые. Нам будyт более удобны веществен-
ные γ̄µ = iγµ, μ = 0, 1, 2, 3, γ̄5 = iγ5. Мы предполагаем, что действие модели в ко-
ординатном представлении должно содержать только вещественные спинорные поля,
операцию дифференцирования не выше первого порядка и вещественные параметры.
Оно должно быть инвариантным относительно преобразований Лоренца и иметь вид
ψMµ

v ∂µψ + ψMscψ. Здесь Mµ
v — матрицы, для которых ψMµ

v ψ преобразуется как
вектор при лоренц-преобразовании спинорных полей ψ, что обеспечивает инвариант-
ность действия при соответствующих преобразованиях всех входящих в него величин.
В силу фермионности спинора ψ отличный от нуля вклад дает только симметричная
по спинорным значкам часть матрицы Mµ

v .
Поэтому в качестве четырех матриц, Mµ

v , мы будем использовать только симмет-
ричные Mµ

v = MµT
v . Непосредственно набор матриц γ̄µ в качестве Mµ

v непригоден
из-за антисимметрии γ̄0 и γ̄2. Однако матрицы γ̄0γ̄µ всем необходимым требованиям
удовлетворяют: они вещественны, симметричны, и ψMµ

v ψ = ψγ̄0γ̄µψ преобразуется
как вектор при лоренц-преобразованиях спиноров ψ. Все матрицы γ̄ 0γ̄ 5γ̄ µ антисим-
метричны, и для построения кинетического вклада в действие этот набор матриц не
подходит.

Таким образом, часть действия фермиона майорано, содержащая производные,
имеет вид (ψγ̄ 0γ̄ µ∂µψ − ∂µψγ̄

0γ̄µψ)/2 = ψγ̄0γ̄µ∂µψ. Для построения вклада в дей-
ствие без производных необходимы антиcимметричные вещественные матрицы Msc,
для которых ψMscψ инвариантно при преобразованиях Лоренца поля ψ. В самом об-
щем случае Msc может быть представлена в виде Msc = m(γ̄ 0 cos (ζ)+ γ̄ 0γ̄ 5 sin (ζ)) =
Msc(m, ζ). Таким образом, действие для майорановского поля при сделанных нами
предположениях записывается в виде

S(ψ) = ψ(γ̄0γ̄µ∂µ +Msc(m, ζ))ψ = ψ(γ̄0(γ̄µ∂µ +m(1 cos (ζ) + γ̄5 sin (ζ))ψ. (2)

Здесь 1 — единичная 4× 4-матрица, m — параметр размерности массы и 0 � ζ < 2π.
Уравнение стационарности для действия S(ψ) (2) имеет вид

γ̄0(γ̄µ∂µ +m(1 cos (ζ) + γ̄5 sin (ζ))ψ = 0. (3)
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Это линейное однородное уравнение для поля ψ. Условием его разрешимости явля-
ется равенство нулю детерминанта матричного дифференциального оператора L =
γ̄0(γ̄µ∂µ+m(1 cos (ζ)+ γ̄5 sin (ζ)): det (L) = (∂2+m2)2 = 0, где ∂2 = ∂20 −∂21 −∂22 −∂23 .
Это означает, что каждая компонента спинора ψ удовлетворяет уравнению

(∂2 +m2)ψ = 0. (4)

Ранг системы уравнений (3) равен двум. Поэтому, решив два из них, мы получаем
общее решение. Из первых двух уравнений (3) находятся два линейно независимых
решения в виде

ψ1 = {(∂1 −m sin (ζ))ϕ1, (m cos (ζ)− ∂3)ϕ1, (∂0 + ∂2)ϕ1, 0}, (5)

ψ2 = {(∂3 +m cos (ζ))ϕ2, (∂1 +m sin (ζ))ϕ2, 0,−(∂0 + ∂2)ϕ2}. (6)

Здесь в фигурныx скобках — четыре компоненты спиноров ψ1 и ψ2, выраженные
в терминах независимых вещественныx фермионных функций ϕ1(x), ϕ2(x), удовле-
творяющих уравнениям (4) Lϕ1(x) = 0, Lϕ2(x) = 0. При подстановке ψ1, ψ2 в (4) мы
получаем {0, 0, Lϕ1, 0} = 0, а также {0, 0, 0, Lϕ2} = 0.

Для описания состояния поля ψ можно использовать оператор спиральности

Σ =
γ̄2γ̄3∂1 − γ̄1γ̄3∂2 + γ̄1γ̄2∂3

2
√
Δ

, Δ = −δ21 − δ22 − δ23 ,

a также проекторы PΣ± = 1/2 ± Σ на подпространство с положительной и от-
рицательной спиральностью. Линейные комбинации ψ± = a±ψ1 + b±ψ2 спиноров
ψ1, ψ2 при

a+ = ∂0∂1 − ∂2m sin (ζ)−
√
Δ(∂3 +m cos (ζ)),

b+ = ∂0∂3 + ∂2m cos (ζ) +
√
Δ(∂1 −m sin (ζ)),

a− = ∂0∂1 − ∂2m sin (ζ) +
√
Δ(∂3 +m cos (ζ)),

b− = ∂0∂3 + ∂2m cos (ζ) +
√
Δ(m sin (ζ)− ∂1)

являются собственными спинорами оператора спиральности: Σψ± = (±1/2)ψ±.
Заметим, что Δ — положительно определенный дифференциальный оператор,

и спиноры ψ1, ψ2, ψ+, ψ− в координатном представлении, а также оператор спирально-
сти Σ являются вещественными. В рамках проведенного нами анализа наличие в дей-
ствии S(ψ) кроме массы m дополнительного безразмерного параметра 0 � ζ < 2π не
привело к противоречию с нашими основными предположениями.

Хорошо известно, что вектор электрического тока ψγ0γµψ равен нулю вследствие
симметрии всех матриц γ0γµ = (γ0γµ)T , μ = 0, 1, 2, 3, в майорановском представле-
нии (1) и фермионной статистики полей ψ. Воспользовавшись (1), нетрудно также
убедиться, что матрицы Mµ

a = γ0γ5γµ антисимметричны: MµT
a = −Mµ

a , aксиальный
ток Jµ

a (x) = ψ(x)Mµ
a ψ(x) является псевдовектором с точки зрения преобразований

Лоренца и в нуль тривиальным образом не обращается.
Вследствие фермионной статистики поля ψ ∂µJ

µ
a (x) = 2ψ(x)Mµ

a ∂µψ(x). Поэто-
му функционал

∫
ψ(x)Mµ

a ∂µψ(x)dx = 1/2
∫
∂µJ

µ
a (x)dx поля ψ равен нулю, если
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пренебречь вкладом границ области интегрирования. Обычно такие функционалы
в качестве действия в моделях физических систем не используются. Мы также
эту возможность модификации кинетической части действия поля Майораны рас-
сматривать не будем. Таким образом, из сделанных нами предположений следует,
что свободная теория вещественного спинорного фермиона определяется действием
вида (2).

Теперь мы рассмотрим возможности построения функционала, описывающего вза-
имодействия поля ψ. Если наложить требование локальности и перенормируемости
модели в пространстве-времени размерности d = 3 + 1, то действие взаимодействия
не может быть полиномом, содержащим ψ в степени n > 2. Тогда, если взаимодей-
ствие не нарушает лоренц-инвариантность, оно может включать поля, используемые
в релятивистской теории элементарных частиц. Если предположить, что действие вза-
имодействия должно быть эрмитовым, то непосредственное взаимодействие майора-
новского фермиона с другими спинорными полями Стандартной модели оказывается
недопустимым.

В результате остаются в качестве возможных партнеров только скалярные поля
Хиггса и калибровочные векторные бозоны. Все они имеют одинаковую с массой
и производной размерность и по этому критерию могут быть участниками взаимодей-
ствия. Трудности реализации этой возможности возникают из-за основополагающего
для Стандартной модели калибровочного принципа взаимодействий. Его хотелось бы
не нарушить, внедряя в нее спинорное фермионное поле ψ без добавки ему некоторых
дополнительных свойств, например цвета и аромата, в результате чего ψ потеряло бы
свою стерильность.

Мы обсудим связанные с этим технические трудности на примере задач, которые
требуется решить при построении взаимодействия электромагнитного поля с майора-
новским. Они связаны с вещественностью и калибровочной инвариантностью поля ψ.
Оно не может компенсировать калибровочное преобразование вектор-потенциала Aµ

электромагнитного поля по аналогии с заряженными полями Дирака в квантовой
электродинамике. Cледует найти заменяющий эти поля механизм сокращения нетри-
виального аддитивного вклада калибровочного преобразования, линейно входящего
в действие взаимодействия поля Aµ.

Единственно возможный локальный лоренц-инвариантный функционал от полей
Aµ и ψ, который можно рассматривать в качестве модели их взаимодействия, запи-
сывается в виде Sint(A,ψ) = λAµJ

µ
a (ψ), где λ — безразмерный параметр. Если для

поля ψ выполняется уравнение непрерывности ∂µJµ
a (ψ) = 0 аксиального тока, то при

калибровочном преобразовании Aµ → A′
µ = Aµ + ∂µρ действие взаимодействия не

меняется, так как Sint(A
′, ψ) = Sint(A,ψ)− ρλ∂µJ

µ
a = Sint(A,ψ).

Можно попробовать построить пример удовлетворяющего таким требованиям по-
ля ψ, используя решение в виде плоской волны для классического уравнения (3).
Подставим в (5), (6) ϕ1(x, p) = cos (px + a)u, ϕ2(x, p) = cos (px + b)v, где px = pµx

µ,
p1, p2, p3 — компоненты импульса волны; p0 =

√
p2 +m2 — ee энергия; u, v — не

зависящие от координат x фермионы; a, b — два произвольных параметра.
В результате получим общее решение ψ = ψ1 +ψ2 уравнения (3), заданное волно-

вым вектором p и энергией p0. Для него электрический ток V µ = ψγ̄0γ̄µψ равен ну-
лю вследствие γ̄0γ̄µ = (γ̄0γ̄µ)T и удовлетворяет уравнению непрерывности ∂µV µ = 0
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тривиальным образом. Таким образом, из-за Vµ = 0 обычный механизм взаимодей-
ствия фермионного поля с электромагнитным оказывается нереализуемым. Oднако
∂µJ

µ
a = 0 для аксиального тока Jµ

a = −ψγ̄5γ̄0γ̄µψ возможно только при m = 0.
Если массивное поле Майораны ψ не является решением уравнения стационарно-

сти (3), но ∂µJµ
a (ψ) = 0, то такие поля ψ могут в качестве виртуальных квантовых

взаимодействовать с электромагнитным полем Aµ без нарушения калибровочной ин-
варинтности. Если имеется два майорановских поля: безмассовое ψ, непосредственно
взаимодействующее с массивным ψ′, и фотонное поле Aµ, которое калибровочнo
инвариантно взаимодействует только с ψ, то в такой системе массивное поле ψ′ мо-
жет оказывать влияние на электромагнитные процессы.

Так же как и поле Дирака, поле Майораны может взаимодействовать с материаль-
ной средой. Применяя методы, аналогичные использованым в [7], можно построить
соответствующие функционалы взаимодействия.
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