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„¥¤μ¢¨Î ’. ƒ., ’μ± ·¥¢ Œ.‚. P2-2011-3
Œ¥Éμ¤ �- ¤¨Î¥¸±¨Ì ¶μ±·ÒÉ¨° ¤²Ö Ë· ±É ²Ó´μ£μ  ´ ²¨§  ²¨¢´¥°

�¡¸Ê¦¤ ÕÉ¸Ö § ±μ´Ò ¶μ¤μ¡¨Ö ¨ ¨Ì ¶·μÖ¢²¥´¨Ö ¢ ¶·μÍ¥¸¸ Ì ³´μ¦¥¸É¢¥´´μ£μ
·μ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨Í ¶·¨ ¢Ò¸μ±¨Ì Ô´¥·£¨ÖÌ. �·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö, ÎÉμ ¶ ·Éμ´´Ò° ± ¸-
± ¤ ¶·¥μ¡· §Ê¥É¸Ö ¢  ¤·μ´´Ò° ²¨¢¥´Ó ¸ Ë· ±É ²Ó´μ° ¸É·Ê±ÉÊ·μ°. �·μ¢¥¤¥´  ´ -
²¨§ BC-³¥Éμ¤  (Box Counting method), ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³μ£μ ¤²Ö · ¸Î¥É  Ë· ±É ²Ó´μ°
· §³¥·´μ¸É¨ ± ¸± ¤ . ‚ ± Î¥¸É¢¥ É¥¸Éμ¢μ£μ Ë· ±É ²  ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ¶ ·Éμ´´Ò°
²¨¢¥´Ó ¸ ¤μ¶Ê¸É¨³Ò³¨ 1/3-³¨ Î ¸ÉÖ³¨ ¡Ò¸É·μÉ´μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢ , ±μÉμ·Ò° ¸μ-
μÉ¢¥É¸É¢Ê¥É É·¨ ¤´μ³Ê ± ´Éμ·μ¢¸±μ³Ê ³´μ¦¥¸É¢Ê. “¸É ´μ¢²¥´μ ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨¥
μ¶É¨³ ²Ó´μ£μ ´ ¡μ·  ¡¨´μ¢ (¶ · ³¥É· BC-³¥Éμ¤ ), ¶μ§¢μ²ÖÕÐ¥£μ μ¶·¥¤¥²¨ÉÓ
Ë· ±É ²Ó´ÊÕ · §³¥·´μ¸ÉÓ ¸ ³ ±¸¨³ ²Ó´μ° ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ. �μ± § ´μ, ÎÉμ μ¶É¨³ ²Ó-
´Ò° ´ ¡μ· ¸¢Ö§ ´ ¸ § ±μ´μ³ Ëμ·³¨·μ¢ ´¨Ö ²¨¢´Ö. �·¥¤²μ¦¥´ ³¥Éμ¤ P- ¤¨Î¥¸±¨Ì
¶μ±·ÒÉ¨° (� ‘-³¥Éμ¤: P-adic Coverage method), ¶·¨³¥´Ö¥³Ò° ¤²Ö Ë· ±É ²Ó´μ£μ
 ´ ²¨§ . �´ ¶μ§¢μ²Ö¥É μ¶·¥¤¥²¨ÉÓ Ë· ±É ²Ó´ÊÕ · §³¥·´μ¸ÉÓ ²¨¢´Ö ¸ ³ ±¸¨³ ²Ó-
´μ° ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ, ±μ²¨Î¥¸É¢μ Ê·μ¢´¥° ¨ ¶ ·Éμ´μ¢ ¢ ± ¦¤μ³ · ¸Ð¥¶²¥´¨¨ ¢ ¶·μ-
Í¥¸¸¥ · §¢¨É¨Ö ²¨¢´Ö, É¨¶ ± ¸± ¤  (¸²ÊÎ °´Ò° ¨²¨ ·¥£Ê²Ö·´Ò°) ¨ ¥£μ ¸É·Ê±ÉÊ·Ê.
�μ± § ´μ, ÎÉμ � ‘-³¥Éμ¤ ¶·¨³¥´¨³ ¤²Ö  ´ ²¨§  ·¥£Ê²Ö·´ÒÌ ¨ ¸²ÊÎ °´ÒÌ N -
 ·´ÒÌ ± ¸± ¤μ¢ ¸ ¤μ¶Ê¸É¨³Ò³¨ 1/k-³¨ Î ¸ÉÖ³¨ ¨¸¸²¥¤Ê¥³μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢ .

� ¡μÉ  ¢Ò¶μ²´¥´  ¢ ‹ ¡μ· Éμ·¨¨ Ë¨§¨±¨ ¢Ò¸μ±¨Ì Ô´¥·£¨° ¨³. ‚.ˆ. ‚¥±¸²¥· 
¨ �.Œ. 	 ²¤¨´  �ˆŸˆ.

�·¥¶·¨´É �¡Ñ¥¤¨´¥´´μ£μ ¨´¸É¨ÉÊÉ  Ö¤¥·´ÒÌ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨°. „Ê¡´ , 2011

Dedovich T.G., Tokarev M.V. P2-2011-3
P-adic Coverage Method for Fractal Analysis of Showers

Self-similarity in multiple processes at high energies is considered. It is assumed
that a parton cascade transforms into a hadron shower with a fractal structure.
The BC method (Box Counting method) used to calculate the fractal dimension
of the cascade is analyzed. The parton shower with permissible 1/3 parts of the
pseudorapidity space corresponding to the Triad Cantor set was used as the test
fractal. The existence of the optimal set of bins (the parameter of BC method)
allowing one to ˇnd the fractal dimension with the maximum accuracy was found.
The optimal set of bins is shown to depend on the law of fractal generation. The
P-adic Coverage method (PaC method) used for fractal analysis is offered. This
method allows us to determine the fractal dimension of the shower with the maximum
accuracy, the number of fractal levels and of partons at branching in the process of
development of the shower, the cascade type (random or regular) and its structure.
The method is shown to be applicable for the analysis of the regular and random
N -ary cascades with permissible 1/k parts of the study space.

The investigation has been performed at the Veksler and Baldin Laboratory of
High Energy Physics, JINR.
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‚ ¶μ¸²¥¤´¨¥ £μ¤Ò §´ Î¨É¥²Ó´Ò° ¨´É¥·¥¸ ¢Ò§Ò¢ ÕÉ · ¡μÉÒ ¶μ ¨§ÊÎ¥´¨Õ
Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´ÒÌ ¤ ´´ÒÌ, ¤¥³μ´¸É·¨·ÊÕÐ¨Ì ¸¢μ°¸É¢μ ¸ ³μ¶μ¤μ¡¨Ö ¶·μ-
Í¥¸¸  ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö  ¤·μ´μ¢ ¨ Ö¤¥· ¶·¨ ¢Ò¸μ±¨Ì Ô´¥·£¨ÖÌ [1,2]. �¶¨¸ ´¨¥
Ê¸É ´μ¢²¥´´ÒÌ § ±μ´μ³¥·´μ¸É¥° ¸É ²μ ±·¨É¨Î¥¸±μ° ¶·μ¢¥·±μ° ¶·¥¤²μ¦¥´-
´ÒÌ · ´´¥¥ ³μ¤¥²¥°. � §¢¨É¨¥ É¥μ·¥É¨Î¥¸±¨Ì ³¥Éμ¤μ¢ μ¶¨¸ ´¨Ö É ±¨Ì ¤ ´´ÒÌ
¶μ§¢μ²¨É ¡μ²¥¥ £²Ê¡μ±μ ¶μ´ÖÉÓ ËÊ´¤ ³¥´É ²Ó´Ò¥ § ±μ´Ò ¨ ¶·¨´Í¨¶Ò, μÉ· -
¦ ÕÐ¨¥ ¤¨´ ³¨±Ê ¶·μÍ¥¸¸  ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö  ¤·μ´μ¢ ¨ Ö¤¥· ¢Ò¸μ±¨Ì Ô´¥·£¨°.

�¤´¨³ ¨§ ¶·μÖ¢²¥´¨° ¸¢μ°¸É¢  ¸ ³μ¶μ¤μ¡¨Ö Ö¢²Ö¥É¸Ö z-¸±¥°²¨´£, Ê¸É -
´μ¢²¥´´Ò° ¶·¨  ´ ²¨§¥ ¨´±²Õ§¨¢´ÒÌ ¸¶¥±É·μ¢  ¤·μ´μ¢, ¶·Ö³ÒÌ ËμÉμ´μ¢ ¨
¸É·Ê° ¢μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨ÖÌ  ¤·μ´μ¢ ¨ Ö¤¥· ¢Ò¸μ±¨Ì Ô´¥·£¨° [3]. ‚ z-¶·¥¤¸É ¢-
²¥´¨¨ ¸¶¥±É· ¨´±²Õ§¨¢´μ° Î ¸É¨ÍÒ μ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö ¡¥§· §³¥·´μ° ËÊ´±Í¨¥° ψ,
§ ¢¨¸ÖÐ¥° μÉ ¥¤¨´¸É¢¥´´μ° ¡¥§· §³¥·´μ° ¶¥·¥³¥´´μ° z. �¡¥ ¢¥²¨Î¨´Ò ¢Ò-
· ¦ ÕÉ¸Ö Î¥·¥§ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´μ ¨§³¥·Ö¥³Ò¥ ±¨´¥³ É¨Î¥¸±¨¥ (¨³¶Ê²Ó¸Ò ¨
³ ¸¸Ò ¸É ²±¨¢ ÕÐ¨Ì¸Ö ¨ ·¥£¨¸É·¨·Ê¥³μ° Î ¸É¨Í) ¨ ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨¥ (¤¨ËË¥-
·¥´Í¨ ²Ó´Ò¥ ¨ ¶μ²´Ò¥ ¨´±²Õ§¨¢´Ò¥ ¸¥Î¥´¨Ö, ¶²μÉ´μ¸ÉÓ ³´μ¦¥¸É¢¥´´μ¸É¨)
¢¥²¨Î¨´Ò. “¸É ´μ¢²¥´Ò ¸¢μ°¸É¢  ËÊ´±Í¨¨ ψ(z): ´¥§ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ μÉ Ô´¥·£¨¨
¨ Í¥´É· ²Ó´μ¸É¨ ¸Éμ²±´μ¢¥´¨Ö, Ê£²  ¢Ò²¥É  ¨ É¨¶   ¤·μ´ , ¸É¥¶¥´´μ° § ±μ´
¶μ¢¥¤¥´¨Ö ψ(z) ∼ z−β ¢ μ¡² ¸É¨ ³ ²ÒÌ (·¥¦¨³ ´ ¸ÒÐ¥´¨Ö) ¨ ¡μ²ÓÏ¨Ì z.
�·¥¤²μ¦¥´ ³¨±·μ¸±μ¶¨Î¥¸±¨° ¸Í¥´ ·¨° ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö, μÉ· ¦ ÕÐ¨° ¸ ³μ-
¶μ¤μ¡¨¥ ¢ ¸É·Ê±ÉÊ·¥ ¸É ²±¨¢ ÕÐ¨Ì¸Ö μ¡Ñ¥±Éμ¢ ( ¤· μ´μ¢, Ö¤¥·), ¢§ ¨³μ¤¥°-
¸É¢¨Ö ¨Ì ±μ´¸É¨ÉÊ¥´Éμ¢ ¨ ¶·μÍ¥¸¸   ¤·μ´¨§ Í¨¨.

•μ·μÏμ ¨§¢¥¸É´μ, ÎÉμ ¸±¥°²¨´£μ¢μ¥ ¶μ¢¥¤¥´¨¥ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ
(¸ ³μ¶μ¤μ¡¨¥) ¸¢Ö§ ´μ ¸μ ¸É¥¶¥´´Ò³¨ § ±μ´ ³¨ [4Ä7].

‘É¥¶¥´´μ° § ±μ´ ¶μ¢¥¤¥´¨Ö Ë ±Éμ·¨ ²Ó´ÒÌ ³μ³¥´Éμ¢ μÉ Ï¨·¨´Ò ¡¨-
´μ¢ ¢ ¡Ò¸É·μÉ´μ³ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¨ ¡Ò² Ê¸É ´μ¢²¥´ ¶·¨ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨¨ ¶¨μ´-
¶·μÉμ´´ÒÌ ¸Éμ²±´μ¢¥´¨° ¶·¨ Ô´¥·£¨¨

√
s = 250 ƒÔ‚ [8]. �É  § ±μ´μ³¥·´μ¸ÉÓ

´ ¡²Õ¤ ² ¸Ó ¢ ¸μ¡ÒÉ¨ÖÌ ¸ ¡μ²ÓÏ¨³¨ Ë²Ê±ÉÊ Í¨Ö³¨ ¶²μÉ´μ¸É¨ ³´μ¦¥¸É¢¥´-
´μ¸É¨. ‚¥²¨Î¨´  Ë²Ê±ÉÊ Í¨¨ ∼ 102 ¶·¥¢ÒÏ ²  ¸·¥¤´¥¥ §´ Î¥´¨¥ ¤²Ö ¤ ´´μ£μ
É¨¶  ¸μ¡ÒÉ¨° ¢ 60 · §. ’ ± Ö Ì · ±É¥·¨¸É¨±  ³´μ¦¥¸É¢¥´´μ£μ ·μ¦¤¥´¨Ö,
¶μ  ´ ²μ£¨¨ ¸ £¨¤·μ¤¨´ ³¨±μ°, ¡Ò²  ´ §¢ ´  ¶¥·¥³¥¦ ¥³μ¸ÉÓÕ. ‚ · ¡μÉ Ì
�. 	Ö² ¸  [9] ¨ �. •¢  [10] ¡Ò²μ ¶μ± § ´μ, ÎÉμ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ Ë²Ê±ÉÊ Í¨¨ Ö¢²Ö-
ÕÉ¸Ö ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨³¨ ¨ μÉ· ¦ ÕÉ ¸ ³μ¶μ¤μ¡¨¥ ¶·μÍ¥¸¸  ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö. �Éμ
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¶μ¤É¢¥·¦¤ ²μ¸Ó ¸É¥¶¥´´μ° § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓÕ Ë ±Éμ·¨ ²Ó´ÒÌ ³μ³¥´Éμ¢ Fq ¨ Gq

¶μ·Ö¤±  q μÉ Ï¨·¨´Ò ¡¨´μ¢ ¢ ¡Ò¸É·μÉ´μ³ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¨ Fq(δy) ∼ (δy)−φ(q),
Gq(δy) ∼ (δy)−τ(q), £¤¥ φ(q) ¨ τ(q) Å Ë· ±É ²Ó´Ò¥ · §³¥·´μ¸É¨.

„²Ö  ´ ²¨§  ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö  ¤·μ´μ¢ ¨ Ö¤¥· Ï¨·μ±μ ¨¸¶μ²Ó§ÊÕÉ¸Ö · §-
²¨Î´Ò¥ ³μ´É¥-± ·²μ-£¥´¥· Éμ·Ò ¸μ¡ÒÉ¨° (PYTHIA ¨ JETSET [11], HER-
WIG [12], SHEPRA [13], HIJING [14], ARIADNE [15], UrQMD [16]). „²Ö
μ¶¨¸ ´¨Ö ¶¥·¥³¥¦ ¥³μ¸É¨ ¢ £¥´¥· Éμ· Ì ¨¸¶μ²Ó§ÊÕÉ¸Ö ± ± ³μ¤¥²Ó ¶ ·Éμ´´ÒÌ
± ¸± ¤μ¢, É ± ¨ ³μ¤¥²Ó Ë §μ¢ÒÌ ¶¥·¥Ìμ¤μ¢ (¸³. μ¡§μ·Ò [17, 18]). ‚ ³μ¤¥²¨
¶ ·Éμ´´ÒÌ ± ¸± ¤μ¢ ¶¥·¥³¥¦ ¥³μ¸ÉÓ ¢μ¸¶·μ¨§¢μ¤¨É¸Ö ¢ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¨ · §-
¢¨É¨Ö ¦¥¸É±μ£μ ¶ ·Éμ´´μ£μ ²¨¢´Ö ¤μ μÎ¥´Ó ³ ²ÒÌ §´ Î¥´¨° ¢¨·ÉÊ ²Ó´μ¸É¨
Q2

0 = 0,4 ƒÔ‚2 ¨ ²μ± ²Ó´μ° ¶ ·Éμ´- ¤·μ´´μ° ¤Ê ²Ó´μ¸É¨. ‘É·Ê´´Ò¥ ³¥Ì -
´¨§³Ò  ¤·μ´¨§ Í¨¨ ¢ ³μ¤¥²¨ JETSET É ±¦¥ ¢μ¸¶·μ¨§¢μ¤ÖÉ ¸É¥¶¥´´μ° § ±μ´
¶μ¢¥¤¥´¨Ö Ë ±Éμ·¨ ²Ó´ÒÌ ³μ³¥´Éμ¢. ‚ ³μ¤¥²¨ ARIADNE ¢Ò¡μ· ¶·μÍ¥¤Ê·Ò
μ¡·¥§ ´¨Ö ¶¥·ÉÊ·¡ É¨¢´μ£μ Š•„-± ¸± ¤  ¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ£μ ¢±² ¤  ³Ö£±μ° ¨
¦¥¸É±μ° ±μ³¶μ´¥´É ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ¸ÊÐ¥¸É¢¥´ ¤²Ö μ¶¨¸ ´¨Ö ¶¥·¥³¥¦ ¥³μ¸É¨.

�±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´μ Ê¸É ´μ¢²¥´´Ò¥ ¸É¥¶¥´´Ò¥ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ (¶¥·¥³¥¦ ¥-
³μ¸ÉÓ, z-¸±¥°²¨´£,. . . ), Ì · ±É¥·¨§ÊÕÐ¨¥ ¸ ³μ¶μ¤μ¡¨¥, Ö¢²ÖÕÉ¸Ö É¨¶¨Î´Ò³¨
¤²Ö μ¡Ñ¥±Éμ¢, ´ §Ò¢ ¥³ÒÌ Ë· ±É ² ³¨ [19]. �´¨ μ¡² ¤ ÕÉ μ¤¨´ ±μ¢μ° (¨²¨
¸Ìμ¤´μ°) ¸É·Ê±ÉÊ·μ° ¶·¨ · §²¨Î´μ³ · §·¥Ï¥´¨¨. �¤´μ° ¨§ ¢ ¦´¥°Ï¨Ì Ì -
· ±É¥·¨¸É¨± ÔÉ¨Ì μ¡Ñ¥±Éμ¢ Ö¢²Ö¥É¸Ö · §³¥·´μ¸ÉÓ. ”· ±É ²Ó´ Ö · §³¥·´μ¸ÉÓ
(· §³¥·´μ¸ÉÓ • Ê¸¤μ·Ë Ä	¥§¨±¥¢¨Î ) μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ± ± ¢¥²¨Î¨´  DF , ¶·¨ ±μ-
Éμ·μ° ¶·¥¤¥² (1) ¨³¥¥É ±μ´¥Î´μ¥ §´ Î¥´¨¥. ‡¤¥¸Ó N(δ) Å ±μ²¨Î¥¸É¢μ ¶·μ¡-
´¨±μ¢ · §³¥·  δ, ¶μ±·Ò¢ ÕÐ¨Ì μ¡Ñ¥±É

lim
δ→0

N(δ) · δDF = const. (1)

‚¥²¨Î¨´  δ−1 ´ §Ò¢ ¥É¸Ö · §·¥Ï¥´¨¥³, ´  ±μÉμ·μ³ ¨¸¸²¥¤Ê¥É¸Ö ¸É·Ê±ÉÊ· 
μ¡Ñ¥±É . Š ± ¶· ¢¨²μ, Ë· ±É ²Ò ¨³¥ÕÉ ¤·μ¡´ÊÕ · §³¥·´μ¸ÉÓ.

�¡ÒÎ´μ ¶·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö, ÎÉμ  ¤·μ´Ò, ·μ¦¤¥´´Ò¥ ¢ ´¥Ê¶·Ê£μ³ ¢§ ¨³μ¤¥°-
¸É¢¨¨ ³μ¦´μ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ± ± ´ ¡μ·Ò ÉμÎ¥± ¢ É·¥Ì³¥·´μ³ Ë §μ¢μ³ ¶·μ¸É· ´-
¸É¢¥ (pT , η, φ). ‡¤¥¸Ó pT Å ¶μ¶¥·¥Î´Ò° ¨³¶Ê²Ó¸, η Å ¶¸¥¢¤μ¡Ò¸É·μÉ  ¨
φ Å  §¨³ÊÉ ²Ó´Ò° Ê£μ² Î ¸É¨ÍÒ. � ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥ ÉμÎ¥± ¢ ÔÉμ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥,
μ¶·¥¤¥²Ö¥³μ¥ ¤¨´ ³¨±μ° ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö, ´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö μ¤´μ·μ¤´Ò³ ¨ · ¸¸³ -
É·¨¢ ¥É¸Ö ± ± Ë· ±É ². �μ± § É¥²Ó ¸É¥¶¥´¨ τ(q) (Ì · ±É¥·¨§ÊÕÐ¨° ¶¥·¥³¥-
¦ ¥³μ¸ÉÓ) μ¶·¥¤¥²Ö¥É ¸¶¥±É· Ë· ±É ²Ó´ÒÌ · §³¥·´μ¸É¥° D(q) = τ(q)/(q−1)
¨ ¤¥³μ´¸É·¨·Ê¥É ¸¢Ö§Ó ³¥¦¤Ê Ë· ±É ² ³¨ ¨ ³´μ¦¥¸É¢¥´´Ò³ ·μ¦¤¥´¨¥³ Î -
¸É¨Í. ‡ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ D(q) Ö¢²Ö¥É¸Ö ²¨´¥°´μ° ËÊ´±Í¨¥° ³μ³¥´É  q ¤²Ö ± ¸± ¤-
´ÒÌ ¶·μÍ¥¸¸μ¢ ¨ ´¥ § ¢¨¸¨É μÉ §´ Î¥´¨Ö q ¤²Ö ³μ¤¥²¨ Ë §μ¢ÒÌ ¶¥·¥Ìμ¤μ¢.
’ ±¨³ μ¡· §μ³, ÉμÎ´μ¥ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ Ë· ±É ²Ó´μ° · §³¥·´μ¸É¨ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¢ ¦-
´Ò³ ¤²Ö ·¥±μ´¸É·Ê±Í¨¨ ¤¨´ ³¨±¨ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö.

‚ · ¡μÉ¥ ˆ. „·¥³¨´  [1] Ê± §Ò¢ ¥É¸Ö ´  ¶·μ¡²¥³Ò, ¢μ§´¨± ÕÐ¨¥ ¶·¨
μ¶·¥¤¥²¥´¨¨ Ë· ±É ²Ó´ÒÌ · §³¥·´μ¸É¥° ¢ ´¥Ê¶·Ê£¨Ì ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨ÖÌ. ’ ±,
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±μ´¥Î´μ¥ §´ Î¥´¨¥ Î¨¸²  Î ¸É¨Í ¢ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´ÒÌ ¤ ´´ÒÌ ´¥ ¶μ§¢μ²Ö¥É
¶¥·¥°É¨ ± ¶·¥¤¥²Ó´μ³Ê ¸²ÊÎ Õ (δ → 0). �·¨ ÔÉμ³ ¢Ò¡μ· ¤¨ ¶ §μ´  ¨§³¥-
´¥´¨° δ ³μ¦¥É ¶·¨¢¥¸É¨ ± · §²¨Î´μ° ¢¥²¨Î¨´¥ Ë· ±É ²Ó´μ° · §³¥·´μ¸É¨.
�·¨  ´ ²¨§¥ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´ÒÌ ¤ ´´ÒÌ ²¨´¥°´ Ö § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ Ë ±Éμ·¨ ²Ó-
´ÒÌ ³μ³¥´Éμ¢ Fq μÉ Ï¨·¨´Ò ¡¨´  δy ¢ ¡Ò¸É·μÉ´μ³ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¨ ´ ¡²Õ-
¤ ¥É¸Ö Éμ²Ó±μ ¤²Ö ¡¨´μ¢ ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¡μ²ÓÏμ° Ï¨·¨´Ò. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¶·¨
¶· ±É¨Î¥¸±μ³ μ¶·¥¤¥²¥´¨¨ Ë· ±É ²Ó´ÒÌ · §³¥·´μ¸É¥° ¢μ§´¨± ÕÉ ¢μ¶·μ¸Ò:
¶·¨ ± ±¨Ì §´ Î¥´¨ÖÌ Ï¨·¨´ ¡¨´μ¢ δy ¢  ´ ²¨§¥ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¢¥²¨Î¨´Ò y
³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ´ °¤¥´μ §´ Î¥´¨¥ ®¨¸É¨´´μ°¯ · §³¥·´μ¸É¨ ³´μ¦¥¸É¢  ÉμÎ¥±?
Š ± ¢²¨Ö¥É ¨§³¥´¥´¨¥ Î¨¸²  ÉμÎ¥± ´  ¶μ²ÊÎ ¥³Ò° ·¥§Ê²ÓÉ É? ‚ ¸¢Ö§¨ ¸ ÔÉ¨³
¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É¸Ö ¢ ¦´Ò³ · §¢¨¢ ÉÓ ³¥Éμ¤Ò Ë· ±É ²Ó´μ£μ  ´ ²¨§  ¸ Í¥²ÓÕ ¶μ²Ê-
Î¥´¨Ö  ²£μ·¨É³ , ¶μ§¢μ²ÖÕÐ¥£μ ³ ±¸¨³ ²Ó´μ ÉμÎ´μ μ¶·¥¤¥²ÖÉÓ Ë· ±É ²Ó´ÊÕ
· §³¥·´μ¸ÉÓ ¨ ¤·Ê£¨¥ Ì · ±É¥·¨¸É¨±¨ ¨¸¸²¥¤Ê¥³μ£μ Ë §μ¢μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢ .

‚ ¤ ´´μ° · ¡μÉ¥ ¶·μ¢μ¤¨É¸Ö  ´ ²¨§ ¸É ´¤ ·É´μ£μ BC-³¥Éμ¤  (Box Count-
ing method), μ¶·¥¤¥²ÖÕÐ¥£μ Ë· ±É ²Ó´ÊÕ · §³¥·´μ¸ÉÓ ¨¸¸²¥¤Ê¥³μ£μ μ¡Ñ¥±É .
ˆ§ÊÎ ÕÉ¸Ö ¢μ§³μ¦´μ¸É¨ ¨ ´¥¤μ¸É É±¨ ÔÉμ£μ ³¥Éμ¤ . �  μ¸´μ¢¥ ¶μ²ÊÎ¥´´ÒÌ
·¥§Ê²ÓÉ Éμ¢ ¶·¥¤²μ¦¥´ ³¥Éμ¤ �- ¤¨Î¥¸±¨Ì ¶μ±·ÒÉ¨° (� ‘-³¥Éμ¤: P-adic Cov-
erage method), ¨³¥ÕÐ¨° ¡μ²ÓÏÊÕ μ¡² ¸ÉÓ ¶·¨³¥´¨³μ¸É¨.

‚ · §¤¥²¥ 1 ¶·¨¢¥¤¥´μ μ¶¨¸ ´¨¥ ¸É ´¤ ·É´μ£μ ‚‘-³¥Éμ¤ , É¥¸Éμ¢μ£μ ¶·¨-
³¥·  (É·¨ ¤´μ¥ ± ´Éμ·μ¢¸±μ¥ ³´μ¦¥¸É¢μ,  ¸¸μÍ¨¨·μ¢ ´´μ¥ ¸ ¶ ·Éμ´´Ò³ ± ¸-
± ¤μ³) ¨ ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö ÉμÎ´μ¸É¨ ¢μ¸¸É ´μ¢²¥´¨Ö
Ë· ±É ²Ó´μ° · §³¥·´μ¸É¨ ¢ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ ¶ · ³¥É·  ÔÉμ£μ  ²£μ·¨É³ . � ‘-
³¥Éμ¤ ¨ ¥£μ ¢μ§³μ¦´μ¸É¨ ¤²Ö μ¶·¥¤¥²¥´¨¨ Ë· ±É ²Ó´μ° · §³¥·´μ¸É¨ ¨ ¤·Ê£¨Ì
Ì · ±É¥·¨¸É¨± Ë· ±É ²  ¶μ¤·μ¡´μ μ¡¸Ê¦¤ ÕÉ¸Ö ¢ · §¤¥²¥ 2. �¸´μ¢´Ò¥ ·¥-
§Ê²ÓÉ ÉÒ · ¡μÉÒ ¨ ¢Ò¢μ¤Ò ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò ¢ § ±²ÕÎ¥´¨¨.

1. BC-Œ…’�„

„²Ö μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö Ë· ±É ²Ó´ÒÌ · §³¥·´μ¸É¥° ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ´¥¸±μ²Ó±μ ¡ -
§μ¢ÒÌ ³¥Éμ¤μ¢. Š ´¨³ μÉ´μ¸ÖÉ¸Ö ‚‘-³¥Éμ¤ [19Ä21], ³¥Éμ¤ ·¥£Ê²Ö·¨§ Í¨¨ [22],
³¥Éμ¤ R/S-´μ·³¨·μ¢ ´´μ£μ · §³ Ì  [23], ³¥Éμ¤ ³ ±¸¨³Ê³μ¢ ³μ¤Ê²¥° ¢¥°¢²¥É-
¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö [24]. BC-³¥Éμ¤ ¢¶¥·¢Ò¥ ¡Ò² ¶·¨³¥´¥´ ¤²Ö μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö Ë· ±-
É ²Ó´μ° · §³¥·´μ¸É¨ ¡¥·¥£μ¢μ° ²¨´¨¨ 	·¨É ´¨¨ [25] ¨ Ï¨·μ±μ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö
¢ ¸μ¢·¥³¥´´ÒÌ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨ÖÌ. ‚ ¥£μ μ¸´μ¢¥ ²¥¦¨É ¶μ´ÖÉ¨¥ ±²¥ÉμÎ´μ° · §-
³¥·´μ¸É¨ Db,

Db = − lim
δ→0

ln N(δ)
ln δ

, (2)

£¤¥ N(δ) Å ±μ²¨Î¥¸É¢μ ¶·μ¡´¨±μ¢ · §³¥·  δ, ¶μ±·Ò¢ ÕÐ¨Ì μ¡Ñ¥±É.
‚ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ Ë· ±É ²Ó´ Ö · §³¥·´μ¸ÉÓ DF ³´μ¦¥¸É¢  ³¥´ÓÏ¥ ¨²¨

· ¢´  ±²¥ÉμÎ´μ° · §³¥·´μ¸É¨ Db [23]. „²Ö Ë· ±É ²μ¢, μ¡· §μ¢ ´´ÒÌ ¶·¨
¸±¥°²¨´£¥ ¸ ´¥· ¢´Ò³¨ μÉ´μÏ¥´¨Ö³¨, Ë· ±É ²Ó´ Ö · §³¥·´μ¸ÉÓ ¡μ²ÓÏ¥ ±²¥-
ÉμÎ´μ°. „²Ö ¶·μ¸ÉÒÌ Ë· ±É ²μ¢, É ±¨Ì ± ± É·¨ ¤´μ¥ ± ´Éμ·μ¢¸±μ¥ ³´μ¦¥-
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¸É¢μ, ÔÉ¨ · §³¥·´μ¸É¨ ¸μ¢¶ ¤ ÕÉ. ‚‘-³¥Éμ¤ ¨³¥¥É É¥μ·¥É¨Î¥¸±ÊÕ ¢μ§³μ¦-
´μ¸ÉÓ μ¶·¥¤¥²ÖÉÓ Ë· ±É ²Ó´ÊÕ · §³¥·´μ¸ÉÓ Éμ²Ó±μ ¶·μ¸ÉÒÌ Ë· ±É ²μ¢. „ ²¥¥
¶·¨¢μ¤¨É¸Ö μ¶¨¸ ´¨¥ ‚‘-³¥Éμ¤  ¨ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¥£μ É¥¸É¨·μ¢ ´¨Ö (¨¸¸²¥¤μ¢ -
´¨¥ ¢²¨Ö´¨Ö Ï¨·¨´Ò ¡¨´μ¢ ¨ ±μ²¨Î¥¸É¢  ÉμÎ¥± ³´μ¦¥¸É¢  ´  ÉμÎ´μ¸ÉÓ ¢μ¸-
¸É ´μ¢²¥´¨Ö Ë· ±É ²Ó´μ° · §³¥·´μ¸É¨) ´  ¶·¨³¥·¥ É·¨ ¤´μ£μ ± ´Éμ·μ¢¸±μ£μ
³´μ¦¥¸É¢ .

1.1. �¶¨¸ ´¨¥ ‚‘-³¥Éμ¤ . ‚‘-³¥Éμ¤ ¶·¨³¥´Ö¥É¸Ö ¤²Ö μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö Ë· ±-
É ²Ó´μ° · §³¥·´μ¸É¨ ³´μ¦¥¸É¢  ÉμÎ¥±, · ¸¶·¥¤¥²¥´´ÒÌ ¢ μ¤´μ³¥·´μ³, ¤¢Ê-
³¥·´μ³ ¨ É. ¤. ¶·μ¸É· ´¸É¢ Ì. �¶¨Ï¥³  ²£μ·¨É³, ·¥ ²¨§ÊÕÐ¨° ÔÉμÉ ³¥Éμ¤, ´ 
¶·¨³¥·¥ ³´μ¦¥¸É¢  ÉμÎ¥± μ¤´μ³¥·´μ£μ y-¶·μ¸É· ´¸É¢ . ‚ ± Î¥¸É¢¥ y ³μ¦¥É
¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ¸Ö ²Õ¡ Ö Ë¨§¨Î¥¸± Ö ¢¥²¨Î¨´  (¡Ò¸É·μÉ , ¨³¶Ê²Ó¸, . . . ).

�Ê¸ÉÓ ± ¦¤ Ö ÉμÎ±  ¨¸¸²¥¤Ê¥³μ£μ ³´μ¦¥¸É¢  ¨³¥¥É §´ Î¥´¨¥ yi. „²Ö
μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö ±²¥ÉμÎ´μ° · §³¥·´μ¸É¨ Db ¨¸Ìμ¤´μ¥ ³´μ¦¥¸É¢μ ¶μ±·Ò¢ ¥É¸Ö
N(δ) ¶·μ¡´¨± ³¨ · §³¥·  δ ¨  ´ ²¨§¨·ÊÕÉ¸Ö · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö (1/N) ·ΔN/Δy,
¶μ¸É·μ¥´´Ò¥ ¸ · §²¨Î´μ° Ï¨·¨´μ° ¡¨´μ¢. ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ Ï¨·¨´  ¡¨´  Δy
μ¶·¥¤¥²Ö¥É · §³¥· ¶·μ¡´¨±  δ,   ±μ²¨Î¥¸É¢μ ´¥´Ê²¥¢ÒÌ ¡¨´μ¢ (É. ¥. ¡¨´μ¢,
¸μ¤¥·¦ Ð¨Ì ÌμÉÖ ¡Ò μ¤´Ê ÉμÎ±Ê) μ¶·¥¤¥²Ö¥É ±μ²¨Î¥¸É¢μ ¶·μ¡´¨±μ¢, ¶μ±·Ò-
¢ ÕÐ¨Ì μ¡Ñ¥±É. ‚‘-³¥Éμ¤ ¸μ¸Éμ¨É ¨§ ¸²¥¤ÊÕÐ¨Ì Ï £μ¢:

1. ‘É·μÖÉ¸Ö · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö  ´ ²¨§¨·Ê¥³μ° ¢¥²¨Î¨´Ò y. ˜¨·¨´  ¡¨´μ¢ ¢
· ¸¶·¥¤¥²¥´¨ÖÌ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ´ ¡μ·Ê {δi}, ±μÉμ·Ò° μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ¢¥²¨Î¨´ ³¨
δmin, δmax ¨ § ±μ´μ³ ¨§³¥´¥´¨Ö δi.

2. �μ¤¸Î¨ÉÒ¢ ¥É¸Ö ±μ²¨Î¥¸É¢μ ´¥´Ê²¥¢ÒÌ ¡¨´μ¢ N(δi) ¢ ± ¦¤μ³ · ¸¶·¥-
¤¥²¥´¨¨.

3. ‘É·μ¨É¸Ö £· Ë¨± § ¢¨¸¨³μ¸É¨ lnN μÉ lnδi.
4. …¸²¨  ´ ²¨§¨·Ê¥³μ¥ ³´μ¦¥¸É¢μ Ë· ±É ²Ó´μ, Éμ £· Ë¨± μ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö

²¨´¥°´μ° ËÊ´±Í¨¥° ¨ ±²¥ÉμÎ´ Ö · §³¥·´μ¸ÉÓ Db · ¢´  ¢¥²¨Î¨´¥ ¶ · ³¥É· 
´ ±²μ´  b.

�É³¥É¨³, ÎÉμ ‚‘-³¥Éμ¤ ¨³¥¥É Éμ²Ó±μ μ¤¨´ ¨§³¥´Ö¥³Ò° ¶ · ³¥É· Å ÔÉμ
´ ¡μ· ¡¨´μ¢ · §²¨Î´μ° Ï¨·¨´Ò, μ¶·¥¤¥²ÖÕÐ¨° ´ ¡μ·  ´ ²¨§¨·Ê¥³ÒÌ · ¸-
¶·¥¤¥²¥´¨°.

„²Ö μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö ±²¥ÉμÎ´μ° · §³¥·´μ¸É¨ ³´μ¦¥¸É¢  ÉμÎ¥± ¤¢Ê³¥·´μ£μ
(x, y)-¶·μ¸É· ´¸É¢  ¨¸¸²¥¤ÊÕÉ¸Ö ¤¢Ê³¥·´Ò¥ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö (1/N)·ΔN/ΔxΔy.
‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ¢ ± Î¥¸É¢¥ ¶·μ¡´¨±  ¢Ò¸ÉÊ¶ ÕÉ ¡¨´Ò, ¨³¥ÕÐ¨¥ · §³¥· δ =
Δx · Δy. �±¸É· ¶μ²ÖÍ¨Ö ´  n-³¥·´Ò° ¸²ÊÎ ° μÎ¥¢¨¤´ .

1.2. � ·Éμ´´Ò° ²¨¢¥´Ó ¢ ±μ´¥Î´μ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨ ± ± É¥¸Éμ¢Ò° Ë· ±É ².
‚ ¤ ´´μ° · ¡μÉ¥ ¤²Ö É¥¸É¨·μ¢ ´¨Ö ‚‘-³¥Éμ¤ , É. ¥. μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö Ë· ±É ²Ó´μ°
· §³¥·´μ¸É¨, ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ²¨¢¥´Ó ¢ ±μ´¥Î´μ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨, ¨³¥ÕÐ¨° ¸É·Ê±ÉÊ·Ê
É·¨ ¤´μ£μ ± ´Éμ·μ¢¸±μ£μ ³´μ¦¥¸É¢ . „ ²¥¥ ¶·¨¢¥¤¥³ μ¶¨¸ ´¨¥ ´¥±μÉμ·ÒÌ
§ ±μ´μ¢ · §¢¨É¨Ö ¶ ·Éμ´´μ£μ ²¨¢´Ö, ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³ÒÌ ¢ ¶·μ£· ³³¥ PYTHIA [11]:

1. �  ± ¦¤μ³ Ï £¥ · §¢¨É¨Ö ²¨¢´Ö ¶ ·Éμ´ a ¨§²ÊÎ ¥É ¤¢  ¤μÎ¥·´¨Ì b ¨ c.
2. ‹¨¢´¨ ¢ ±μ´¥Î´μ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨ ¢·¥³¥´¨¶μ¤μ¡´Ò, É. ¥. ¢¨·ÉÊ ²Ó´μ¸ÉÓ ¶ ·-

Éμ´  m2 = E2−p2 > 0, £¤¥ E ¨ p - Ô´¥·£¨Ö ¨ ¨³¶Ê²Ó¸ ¶ ·Éμ´ . Œ ±¸¨³ ²Ó´μ
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· §·¥Ï¥´´ Ö ¢¥²¨Î¨´  ¢¨·ÉÊ ²Ó´μ¸É¨ Q2
max Ê¸É ´ ¢²¨¢ ¥É¸Ö ¶·μÍ¥¸¸μ³ ¦¥¸É-

±μ£μ · ¸¸¥Ö´¨Ö. ‚ ¶·μÍ¥¸¸¥ · §¢¨É¨Ö ²¨¢´Ö ¢¥²¨Î¨´  ¢¨·ÉÊ ²Ó´μ¸É¨ ¶ ·Éμ´ 
Ê³¥´ÓÏ ¥É¸Ö ¤μ ¢¥²¨Î¨´Ò Q2

0. �ÉμÉ ¶·¥¤¥² ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ¤²Ö ·¥£Ê²Ö·¨§ Í¨¨
³Ö£±¨Ì ¨ ±μ²²¨´¥ ·´ÒÌ · ¸Ìμ¤¨³μ¸É¥° ¢ ¢Ò· ¦¥´¨¨ ¤²Ö ¢¥·μÖÉ´μ¸É¨ ¨§²ÊÎ¥-
´¨Ö ¶ ·Éμ´ . � · ³¥É· Q0 ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ¤²Ö μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö ÔËË¥±É¨¢´ÒÌ ³ ¸¸

£²Õμ´  meff,g = 0,5Q0 ¨ ±¢ ·±  meff,q =
√

m2
q + 0,25Q2

0, £¤¥ mq Å §´ Î¥´¨¥
³ ¸¸Ò ±¢ ·± .

3. � ·Éμ´ ¨§²ÊÎ ¥É ¶·¨ Ê¸²μ¢¨¨ meff � Q0.
4. Š¨´¥³ É¨±  ¶·μÍ¥¸¸  ¨§²ÊÎ¥´¨Ö ¶ ·Éμ´  μ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö ¢¥²¨Î¨´μ° ¤μ²¨

Ô´¥·£¨¨ z, ¶¥·¥¤ ¢ ¥³μ° ¤μÎ¥·´¨³ ¶ ·Éμ´ ³: Eb = zEa, Ec = (1 − z)Ea.
5. „¨ ¶ §μ´ ¨§³¥´¥´¨Ö §´ Î¥´¨° ¢¥²¨Î¨´Ò z (z− < z < z+) μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö

¸²¥¤ÊÕÐ¥° Ëμ·³Ê²μ°:

z± =
1
2

+

{
1 +

m2
eff,b − m2

eff,c

m2
eff,a

± |pa|
Ea

×

×

√
(m2

eff,a − m2
eff,b − m2

eff,c)2 − 4m2
eff,cm

2
eff,b

m2
eff,a

⎫⎬
⎭ . (3)

6. “£μ² ¨§²ÊÎ¥´¨Ö ¶ ·Éμ´  (Ê£μ² · ¸±·ÒÉ¨Ö) Θ ¨§³¥´Ö¥É¸Ö ¢ ¤¨ ¶ §μ´¥
Θ− < Θ < Θ+ ¨ ¢ ± ¦¤μ³  ±É¥ ¨§²ÊÎ¥´¨Ö μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ¢Ò· ¦¥´¨¥³

Θ± =
1√

z±(1 − z±)
· meff,a

Ea
. (4)

7. “£²Ò · ¸±·ÒÉ¨Ö ¤μÎ¥·´¨Ì ¶ ·Éμ´μ¢ Ê¶μ·Ö¤μÎ¥´Ò: Θb, Θc < Θa.
„ ²¥¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´ ¸Í¥´ ·¨° · §¢¨É¨Ö ²¨¢´Ö ¢ η-¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¨, ÊÎ¨ÉÒ¢ -

ÕÐ¨° μ¶¨¸ ´´Ò¥ ¢ÒÏ¥ § ±μ´Ò ¨ ¶·¨¢μ¤ÖÐ¨° ± ¸É·Ê±ÉÊ·¥ É·¨ ¤´μ£μ ± ´Éμ-
·μ¢¸±μ£μ ³´μ¦¥¸É¢ . �¸¥¢¤μ¡Ò¸É·μÉ  η ¢Ò· ¦ ¥É¸Ö Î¥·¥§ Ê£μ² Θ ¸²¥¤ÊÕÐ¨³
¸μμÉ´μÏ¥´¨¥³ η = −0,5 ln(tg (Θ/2)).

�  ¶¥·¢μ³ Ï £¥ ¶ ·Éμ´ a, ¢ÒÌμ¤ÖÐ¨° ¨§ ¦¥¸É±μ£μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ¨ ¨³¥-
ÕÐ¨° ¸·¥¤´¥¥ §´ Î¥´¨¥ ¶¸¥¢¤μ¡Ò¸É·μÉÒ η = 0 ¨§ μ¡² ¸É¨ ¢μ§³μ¦´ÒÌ §´ Î¥-
´¨° |η| � 5, ¨§²ÊÎ ¥É ¤¢  ¶ ·Éμ´  b ¨ c. „¨ ¶ §μ´ ¢μ§³μ¦´ÒÌ Ê£²μ¢ ¨§²ÊÎ¥´¨Ö
(Θ+, Θ−) μ¶·¥¤¥²Ö¥É ¤μ¶Ê¸É¨³Ò¥ Î ¸É¨ ¶¸¥¢¤μ¡Ò¸É·μÉ´μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢  (η-
¶·μ¸É· ´¸É¢ ) ¤²Ö ·μ¦¤¥´´ÒÌ ¶ ·Éμ´μ¢. ‚ · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ³ ¸²ÊÎ ¥ ± ¦¤ Ö
¨§ ¤μ¶Ê¸É¨³ÒÌ Î ¸É¥° ¸μ¸É ¢²Ö¥É 1/3 μÉ ¤¨ ¶ §μ´ , ¤μ¶Ê¸É¨³μ£μ ¤²Ö ·μ¤¨-
É¥²Ó¸±μ£μ ¶ ·Éμ´ . �É³¥É¨³, ÎÉμ ÔÉ¨ μ¡² ¸É¨ ´¥ ¶¥·¥¸¥± ÕÉ¸Ö. ‘Î¨É ¥É¸Ö,
ÎÉμ ¶ ·Éμ´Ò b ¨ c ¶μ¶ ¤ ÕÉ ¢ ¸¥·¥¤¨´Ê ¤μ¶Ê¸É¨³ÒÌ ¨´É¥·¢ ²μ¢. �  ± ¦¤μ³
¶μ¸²¥¤ÊÕÐ¥³ Ï £¥ · §¢¨É¨Ö ²¨¢´Ö ¶·μÍ¥¸¸ ¨§²ÊÎ¥´¨Ö ¶μ¢Éμ·Ö¥É¸Ö. ‚ ¸²ÊÎ ¥
¡¥¸±μ´¥Î´μ£μ Î¨¸²  ¶μ±μ²¥´¨° ¤μ¶Ê¸É¨³Ò¥ Î ¸É¨ ¡Ò¸É·μÉ´μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢ 
μ¡· §ÊÕÉ É·¨ ¤´μ¥ ± ´Éμ·μ¢¸±μ¥ ³´μ¦¥¸É¢μ.
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�¨¸. 1. � ·Éμ´´Ò° ²¨¢¥´Ó ± ± É·¨ ¤´μ¥ ± ´Éμ·μ¢¸±μ¥ ³´μ¦¥¸É¢μ. ‡ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ¤μ¶Ê-
¸É¨³ÒÌ Î ¸É¥° η-¶·μ¸É· ´¸É¢  μÉ Ê·μ¢´Ö ± ¸± ¤ 

�  ·¨¸. 1 ¶μ± § ´Ò ¶¥·¢Ò¥ É·¨ ¶μ±μ²¥´¨Ö ²¨¢´Ö, ¤¥³μ´¸É·¨·ÊÕÐ¨¥ ¸É·Ê±-
ÉÊ·Ê É·¨ ¤´μ£μ ± ´Éμ·μ¢¸±μ£μ ³´μ¦¥¸É¢ . �  ¶· ¢μ° ¨ ²¥¢μ° Î ¸ÉÖÌ ·¨¸Ê´± 
¶·¨¢¥¤¥´Ò §´ Î¥´¨Ö ´μ·³¨·μ¢ ´´μ£μ ±μ²¨Î¥¸É¢  ¶ ·Éμ´μ¢ Np

i /Np ¨ ¤μ¶Ê¸É¨-
³ÒÌ Î ¸É¥° Δη/η ¶¸¥¢¤μ¡Ò¸É·μÉ´μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢  ´  ± ¦¤μ³ Ê·μ¢´¥ · §¢¨-
É¨Ö ²¨¢´Ö. �É¨ ¢¥²¨Î¨´Ò ¸¢Ö§ ´Ò ¸É¥¶¥´´Ò³ § ±μ´μ³

Np
i /Np ∼ (Δη/η)DF . (5)

‚¥²¨Î¨´  DF Ö¢²Ö¥É¸Ö Ë· ±É ²Ó´μ° · §³¥·´μ¸ÉÓÕ ÔÉμ£μ ³´μ¦¥¸É¢  ¨ · ¢´ 
ln 2/ ln 3 ≈ 0,630930. ’ ±¨¥ ²¨¢´¨ ¡Ê¤¥³ ´ §Ò¢ ÉÓ ·¥£Ê²Ö·´Ò³¨, ¡¨´ ·´Ò³¨
± ¸± ¤ ³¨ ¸ ¤μ¶Ê¸É¨³Ò³¨ 1/3-³¨ Î ¸ÉÖ³¨ ¨ § ¶μ²´Ö¥³Ò³¨ 1-° ¨ 3-° Î ¸ÉÖ³¨
η-¶·μ¸É· ´¸É¢ .

1.3. ’μÎ´μ¸ÉÓ ¢μ¸¸É ´μ¢²¥´¨Ö Ë· ±É ²Ó´μ° · §³¥·´μ¸É¨. ‚ ¤ ´´μ³
· §¤¥²¥ ¤²Ö É¥¸É¨·μ¢ ´¨Ö ‚‘-³¥Éμ¤  ¨¸¶μ²Ó§ÊÕÉ¸Ö ¶ÖÉÓ Ê·μ¢´¥° μ¶¨¸ ´´μ£μ
± ¸± ¤ , ¸μ¤¥·¦ Ð¥£μ 32 ¶ ·Éμ´  ¢ ±μ´¥Î´μ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨. „²Ö μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö
Ë· ±É ²Ó´μ° · §³¥·´μ¸É¨  ´ ²¨§¨·ÊÕÉ¸Ö ¶¸¥¢¤μ¡Ò¸É·μÉ´Ò¥ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö
(1/N) · ΔN/Δη ±μ´¥Î´ÒÌ ¶ ·Éμ´μ¢. „²Ö ± ¦¤μ£μ ¨§ ¶ ·Éμ´μ¢ ¢¥²¨Î¨´  η
¢Ò¡¨· ¥É¸Ö ¸²ÊÎ °´μ ¨§ ¤μ¶Ê¸É¨³ÒÌ μ¡² ¸É¥°.

„ ²¥¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö ÉμÎ´μ¸É¨ ¢μ¸¸É ´μ¢²¥´¨Ö
Ë· ±É ²Ó´μ° · §³¥·´μ¸É¨ É·¨ ¤´μ£μ ± ´Éμ·μ¢¸±μ£μ ³´μ¦¥¸É¢  ¢ § ¢¨¸¨³μ¸É¨
μÉ ´ ¡μ·  ¡¨´μ¢ · §²¨Î´μ° Ï¨·¨´Ò (¶ · ³¥É·  ‚‘-³¥Éμ¤ ) ¢  ´ ²¨§¨·Ê¥³ÒÌ
¡Ò¸É·μÉ´ÒÌ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨ÖÌ.

�  ·¨¸. 2 ¶μ± § ´  § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ±μ²¨Î¥¸É¢  ´¥´Ê²¥¢ÒÌ ¡¨´μ¢ N μÉ ±μ-
²¨Î¥¸É¢  ¡¨´μ¢ M ¢ · §²¨Î´ÒÌ ´ ¡μ· Ì · ¸¶·¥¤¥²¥´¨°. Šμ²¨Î¥¸É¢μ ¡¨´μ¢
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�¨¸. 2. ‡ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ±μ²¨Î¥¸É¢  ´¥´Ê²¥¢ÒÌ ¡¨´μ¢ N μÉ ±μ²¨Î¥¸É¢  ¡¨´μ¢ M ¢ · ¸-
¶·¥¤¥²¥´¨ÖÌ ¤²Ö É·¨ ¤´μ£μ ± ´Éμ·μ¢¸±μ£μ ³´μ¦¥¸É¢ . —¨¸²μ ¡¨´μ¢ ¢ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨ÖÌ
¨§³¥´Ö¥É¸Ö ¶μ ²¨´¥°´μ³Ê § ±μ´Ê ¸ Ï £μ³ É·¨ ( ) ¨ ¶μ ¸É¥¶¥´Ö³ ¤¢μ°±¨ (¡) ¤²Ö ¶ÖÉ¨
Ê·μ¢´¥° ± ¸± ¤ , ¶μ ¸É¥¶¥´Ö³ É·μ°±¨ ¤²Ö ¶ÖÉ¨ (¢) ¨ ¤¢ÊÌ Ê·μ¢´¥° (£)

M μ¶·¥¤¥²Ö¥É Ï¨·¨´Ê ¡¨´  δ = ηrange/M , £¤¥ ηrange Å Ï¨·¨´  ¶¸¥¢¤μ-
¡Ò¸É·μÉ´μ£μ ¨´É¥·¢ ² , · §·¥Ï¥´´μ£μ ¤²Ö ¶ ·Éμ´ , ¢ÒÌμ¤ÖÐ¥£μ ¨§ ¦¥¸É±μ£μ
¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö. �  ± ¦¤μ³ ·¨¸Ê´±¥ ¶μ± § ´Ò ³¨´¨³ ²Ó´μ¥ (M0) ¨ ³ ±¸¨-
³ ²Ó´μ¥ (M332 ( ), M9 (¡), M6 (¢), M6 (£)) ±μ²¨Î¥¸É¢μ ¡¨´μ¢ ¢ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¨,
  É ±¦¥ § ±μ´ ¨§³¥´¥´¨Ö Î¨¸²  ¡¨´μ¢ ¢ ¢Ò¡· ´´μ³ ´ ¡μ·¥. ‚¸¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´-
´Ò¥ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ ¨³¥ÕÉ ¶² Éμ. ’μÎ±¨, ¶μ¶ ¤ ÕÐ¨¥ ´  ¶² Éμ, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ
· ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö³, ¢ ±μÉμ·ÒÌ ³ ±¸¨³ ²Ó´μ¥ ¸μ¤¥·¦ ´¨¥ ¡¨´  · ¢´μ ¥¤¨´¨Í¥.

�  ·¨¸. 2,   ¶¥·¢ Ö ÉμÎ±  ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Õ, ¸μ¤¥·¦ Ð¥³Ê ¤¢ 
¡¨´ . Š ¦¤ Ö ¶μ¸²¥¤ÊÕÐ Ö ÉμÎ±  ¶μ²ÊÎ¥´  ¤²Ö · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö, ¢ ±μÉμ·μ³
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±μ²¨Î¥¸É¢μ ¡¨´μ¢ Ê¢¥²¨Î¨¢ ¥É¸Ö ´  É·¨. �μ¸²¥¤´¥¥ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥ ¸μ¤¥·¦¨É
1001 ¡¨´. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¢ ¶·¥¤¸É ¢²¥´´μ³ ´ ¡μ·¥ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨° ±μ²¨Î¥-
¸É¢μ ¡¨´μ¢ ¨§³¥´Ö¥É¸Ö ¶μ ²¨´¥°´μ³Ê § ±μ´Ê ¸ Ï £μ³ É·¨ Mi+1 = Mi + 3.
�  ·¨¸Ê´±¥ Ìμ·μÏμ ¢¨¤´Ò ³´μ£μÎ¨¸²¥´´Ò¥ ¶·μ³¥¦ÊÉμÎ´Ò¥ ¶² Éμ, ±μÉμ·Ò¥
Ê± §Ò¢ ÕÉ ´  ¨§¡ÒÉμÎ´μ¸ÉÓ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³μ£μ ´ ¡μ·  ¡¨´μ¢.

� ¡μ· · ¸¶·¥¤¥²¥´¨°, ¢ ±μÉμ·μ³ ±μ²¨Î¥¸É¢μ ¡¨´μ¢ ¨§³¥´Ö¥É¸Ö ± ± ¸É¥-
¶¥´Ó ¤¢μ°±¨ Mi = 2i (·¨¸. 2, ¡), ´ ¨¡μ²¥¥ Î ¸Éμ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ¢ ‚‘-³¥Éμ¤¥.
”· ±É ²Ó´ Ö · §³¥·´μ¸ÉÓ DF É·¨ ¤´μ£μ ± ´Éμ·μ¢¸±μ£μ ³´μ¦¥¸É¢ , μ¶·¥¤¥-
²Ö¥³ Ö ¤²Ö ÔÉμ£μ ´ ¡μ· , § ¢¨¸¨É μÉ μ¡² ¸É¨, ¢ ±μÉμ·μ° ¶·μ¢μ¤¨É¸Ö ²¨´¥°´ Ö
 ¶¶·μ±¸¨³ Í¨Ö ÉμÎ¥±. �  ·¨¸. 2, ¡ μ¡² ¸ÉÓÕ  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨ Ö¢²Ö¥É¸Ö ÊÎ -
¸Éμ± § ¢¨¸¨³μ¸É¨ ¤μ ¶² Éμ. ’μÎ´μ¸ÉÓ μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö Ë· ±É ²Ó´μ° · §³¥·´μ¸É¨
¢ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ¸μ¸É ¢²Ö¥É ∼ 14 %.

� ¡μ· · ¸¶·¥¤¥²¥´¨°, ¢ ±μÉμ·μ³ ±μ²¨Î¥¸É¢μ ¡¨´μ¢ ¨§³¥´Ö¥É¸Ö ± ± ¸É¥-
¶¥´Ó É·μ°±¨ Mi = 3i (·¨¸. 2, ¢), Ö¢²Ö¥É¸Ö μ¶É¨³ ²Ó´Ò³ ¤²Ö μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö
Ë· ±É ²Ó´μ° · §³¥·´μ¸É¨ DF É¥¸Éμ¢μ£μ Ë· ±É ² . ˆ§³¥´¥´¨¥ μ¡² ¸É¨  ¶-
¶·μ±¸¨³ Í¨¨ (¨¸±²ÕÎ Ö ¶² Éμ) ´¥ ¢²¨Ö¥É ´  §´ Î¥´¨¥ ¢μ¸¸É ´ ¢²¨¢ ¥³μ°
¢¥²¨Î¨´Ò DF . ‡´ Î¥´¨¥ DF ≈ 0,630930 ¢ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ¢μ¸¸É ´ ¢²¨¢ ¥É¸Ö
¸ ³ ±¸¨³ ²Ó´μ° ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ. �É³¥É¨³, ÎÉμ § ±μ´ ¨§³¥´¥´¨Ö ±μ²¨Î¥¸É¢  ¡¨-
´μ¢ ¢ ´ ¡μ·¥ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨° Mi = 3i ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É § ±μ´Ê ¨§³¥´¥´¨Ö Ï¨-
·¨´Ò ¤μ¶Ê¸É¨³ÒÌ Î ¸É¥° η-¶·μ¸É· ´¸É¢  ¢ ¶·μÍ¥¸¸¥ Ëμ·³¨·μ¢ ´¨Ö ²¨¢´Ö
Δη/η = (1/3)i. ˆ¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥ ¤¢ÊÌ Ê·μ¢´¥° ± ¸± ¤  (Î¥ÉÒ·¥ ¶ ·Éμ´  ¢
±μ´¥Î´μ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨) É ±¦¥ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¢μ¸¸É ´μ¢¨ÉÓ §´ Î¥´¨¥ Ë· ±É ²Ó´μ°
· §³¥·´μ¸É¨ DF (·¨¸. 2, £).

’ ±¨³ μ¡· §μ³, É¥¸É¨·μ¢ ´¨¥ ‚‘-³¥Éμ¤  ´  ¶·¨³¥·¥ É·¨ ¤´μ£μ ± ´Éμ-
·μ¢¸±μ£μ ³´μ¦¥¸É¢  ¶μ± § ²μ, ÎÉμ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É μ¶É¨³ ²Ó´Ò° ´ ¡μ· · ¸¶·¥-
¤¥²¥´¨°, ¶μ§¢μ²ÖÕÐ¨° μ¶·¥¤¥²¨ÉÓ ¸ ³ ±¸¨³ ²Ó´μ° ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ Ë· ±É ²Ó´ÊÕ
· §³¥·´μ¸ÉÓ DF · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ£μ ³´μ¦¥¸É¢ . Šμ²¨Î¥¸É¢μ ¡¨´μ¢ ¢ · ¸¶·¥¤¥-
²¥´¨ÖÌ ÔÉμ£μ ´ ¡μ·  ¸¢Ö§ ´μ ¸ § ±μ´μ³ Ëμ·³¨·μ¢ ´¨Ö Ë· ±É ² .

2. Œ…’�„ �-�„ˆ—…‘Šˆ• ��Š�›’ˆ‰

�¸´μ¢Ò¢ Ö¸Ó ´  ¶μ²ÊÎ¥´´ÒÌ ¢ÒÏ¥ ·¥§Ê²ÓÉ É Ì, ³μ¦´μ ÊÉ¢¥·¦¤ ÉÓ, ÎÉμ
¤²Ö ²Õ¡μ£μ ·¥£Ê²Ö·´μ£μ ± ¸± ¤  ¸ ¤μ¶Ê¸É¨³Ò³¨ ¢ ¶·μÍ¥¸¸¥ Ëμ·³¨·μ¢ ´¨Ö
1/k-³¨ Î ¸ÉÖ³¨ ¶·μ¸É· ´¸É¢  ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É μ¶É¨³ ²Ó´Ò° ´ ¡μ· · ¸¶·¥¤¥²¥´¨°
¤²Ö μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö Ë· ±É ²Ó´μ° · §³¥·´μ¸É¨ ¨¸¸²¥¤Ê¥³μ£μ ³´μ¦¥¸É¢ . ‡ ±μ´
¨§³¥´¥´¨Ö ±μ²¨Î¥¸É¢  ¡¨´μ¢ ¢ ÔÉμ³ ´ ¡μ·¥ § ¢¨¸¨É μÉ §´ Î¥´¨Ö k. BC-³¥Éμ¤
´¥ ¸μ¤¥·¦¨É ¶·μÍ¥¤Ê·Ò ¶μ¨¸±  ¢¥²¨Î¨´Ò k.

‚ ÔÉμ³ · §¤¥²¥ ¶·¥¤²μ¦¥´ ¨ μ¶¨¸ ´ ³¥Éμ¤ �- ¤¨Î¥¸±¨Ì ¶μ±·ÒÉ¨° (� ‘-
³¥Éμ¤: P-adic Coverage method), ±μÉμ·Ò° ¶μ§¢μ²Ö¥É  ¢Éμ³ É¨Î¥¸±¨ ¢Ò¶μ²´¨ÉÓ
¶μ¤¡μ· μ¶É¨³ ²Ó´μ£μ ´ ¡μ·  · ¸¶·¥¤¥²¥´¨°. �ÉμÉ ³¥Éμ¤ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¶·¨³¥-
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´¥´ ±  ´ ²¨§Ê ¡μ²ÓÏμ£μ Î¨¸²  ¤ ´´ÒÌ (´ ¶·¨³¥·, ¸μ¡ÒÉ¨° ¶μ ·μ¦¤¥´¨Õ
Î ¸É¨Í ¨²¨ ¸É·Ê° ¢μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨ÖÌ  ¤·μ´μ¢ ¨ Ö¤¥· ¢Ò¸μ±¨Ì Ô´¥·£¨°). �´
¢μ¸¸É ´ ¢²¨¢ ¥É ¸ ³ ±¸¨³ ²Ó´μ° ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ ± ± Ë· ±É ²Ó´ÊÕ · §³¥·´μ¸ÉÓ ¸ -
³μ£μ ³´μ¦¥¸É¢  (¶ ·Éμ´´μ£μ ± ¸± ¤ ), É ± ¨ ¤·Ê£¨¥ ¥£μ Ì · ±É¥·¨¸É¨±¨ (É¨¶
¨ ¸É·Ê±ÉÊ·Ê, ±μ²¨Î¥¸É¢μ Ê·μ¢´¥° ¨ ¶ ·Éμ´μ¢ ¢ · ¸Ð¥¶²¥´¨¨).

2.1. �¶¨¸ ´¨¥ � ‘-³¥Éμ¤ . � ¸¸³μÉ·¨³ ³´μ¦¥¸É¢μ ÉμÎ¥±, μ¡· §μ¢ ´´ÒÌ
¢ ¶·μÍ¥¸¸¥ · §¢¨É¨Ö ± ¸± ¤  (´ ¶·¨³¥·, ¶ ·Éμ´´μ£μ) ¢ ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ³ ¶·μ-
¸É· ´¸É¢¥.

„²Ö μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö μ¶É¨³ ²Ó´μ£μ ´ ¡μ·  (¶μ±·ÒÉ¨Ö ÔÉμ£μ ³´μ¦¥¸É¢ ) · ¸-
¸³ É·¨¢ ÕÉ¸Ö · §²¨Î´Ò¥ ´ ¡μ·Ò · ¸¶·¥¤¥²¥´¨°, ±μ²¨Î¥¸É¢μ ¡¨´μ¢ ¢ ±μÉμ·ÒÌ
¨§³¥´Ö¥É¸Ö ¶μ ¸É¥¶¥´Ö³ μ¸´μ¢ ´¨Ö P . ‡´ Î¥´¨Ö P Ö¢²ÖÕÉ¸Ö Í¥²Ò³¨ ¶μ²μ-
¦¨É¥²Ó´Ò³¨ Î¨¸² ³¨ ¨ ¢μ§· ¸É ÕÉ, ´ Î¨´ Ö ¸ ¤¢μ°±¨. �É¨ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö
Ö¢²ÖÕÉ¸Ö · §²¨Î´Ò³¨ �- ¤¨Î¥¸±¨³¨ ¶μ±·ÒÉ¨Ö³¨ ¨¸¸²¥¤Ê¥³μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢ ,
É. ¥. ¸ ³μ¶μ¤μ¡´Ò³¨ ¸É·Ê±ÉÊ· ³¨ · §²¨Î´ÒÌ ³ ¸ÏÉ ¡μ¢. ‚ ± ¦¤μ³ ´ ¡μ·¥
Î¨¸²μ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨° μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ±μ²¨Î¥¸É¢μ³ Ê·μ¢´¥° ¡¨´ ·´μ£μ ± ¸± ¤ .
�·μÍ¥¤Ê·  ´ Ìμ¦¤¥´¨Ö Ë· ±É ²Ó´μ° · §³¥·´μ¸É¨ ¢±²ÕÎ ¥É ¶μ¸É·μ¥´¨¥ § ¢¨-
¸¨³μ¸É¨ ±μ²¨Î¥¸É¢  ´¥´Ê²¥¢ÒÌ ¡¨´μ¢ μÉ ±μ²¨Î¥¸É¢  ¡¨´μ¢ ¢ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨ÖÌ
¢ ¤¢ ¦¤Ò ²μ£ ·¨Ë³¨Î¥¸±μ³ ³ ¸ÏÉ ¡¥. ‚ ÔÉμ³ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¨ ¶·μ¢μ¤¨É¸Ö ²¨-
´¥°´ Ö  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨Ö ÊÎ ¸É±  ¡¥§ ¶² Éμ ¨ μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ¢¥²¨Î¨´  ¶ · ³¥É· 
´ ±²μ´  b ¨ §´ Î¥´¨¥ χ2 ÔÉμ°  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨. „²Ö ¢Ò¡μ·  μ¶É¨³ ²Ó´μ£μ
´ ¡μ·  · ¸¶·¥¤¥²¥´¨° ¢¢μ¤¨É¸Ö ±·¨É¥·¨° χ2 < χ2

lim. � ‘-³¥Éμ¤ ¢±²ÕÎ ¥É
¡²μ±  ´ ²¨§  ¤²Ö μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö É¨¶  ¨ ¸É·Ê±ÉÊ·Ò ± ¸± ¤ , ±μ²¨Î¥¸É¢μ Ê·μ¢´¥°
¨ ¶ ·Éμ´μ¢ ¢ · ¸Ð¥¶²¥´¨¨. �¨¦¥ μ¶¨¸ ´  ²£μ·¨É³ ³¥Éμ¤  �- ¤¨Î¥¸±¨Ì ¶μ-
±·ÒÉ¨° ´  ¶·¨³¥·¥ ¶ ·Éμ´´μ£μ ± ¸± ¤ , ±μÉμ·Ò° ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É Ë· ±É ²Ê ¸
¤μ¶Ê¸É¨³Ò³¨ ¢ ¶·μÍ¥¸¸¥ Ëμ·³¨·μ¢ ´¨Ö 1/k-³¨ Î ¸ÉÖ³¨ η-¶·μ¸É· ´¸É¢ .

�²£μ·¨É³ ¸μ¸Éμ¨É ¨§ ¸²¥¤ÊÕÐ¨Ì Ï £μ¢:
1. ‘Î¨ÉÒ¢ ÕÉ¸Ö ¢Ìμ¤´Ò¥ ¤ ´´Ò¥ {ηi} §´ Î¥´¨Ö ¶¸¥¢¤μ¡Ò¸É·μÉ ±μ´¥Î´ÒÌ

¶ ·Éμ´μ¢ ¢ ²¨¢´ÖÌ.
2. �¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ±μ²¨Î¥¸É¢μ Ê·μ¢´¥° ¡¨´ ·´μ£μ ± ¸± ¤  Nlev = log Npart,

£¤¥ Npart Å ±μ²¨Î¥¸É¢μ ±μ´¥Î´ÒÌ ¶ ·Éμ´μ¢ ¢ ± ¸± ¤¥.
3. ‘É·μÖÉ¸Ö · §²¨Î´Ò¥ ´ ¡μ·Ò · ¸¶·¥¤¥²¥´¨° ¶μ ¶¸¥¢¤μ¡Ò¸É·μÉ¥. ‚ ± -

¦¤μ³ ´ ¡μ·¥ ±μ²¨Î¥¸É¢μ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨° · ¢´μ Nlev + 1. Šμ²¨Î¥¸É¢μ ¡¨´μ¢ ¢
± ¦¤μ³ ´ ¡μ·¥ · c¶·¥¤¥²¥´¨° ¨§³¥´Ö¥É¸Ö ¶μ § ±μ´Ê Mi = P i, £¤¥ μ¸´μ¢ ´¨¥
¸É¥¶¥´¨ P = 2, 3, 4, . . .

4. ‘É·μ¨É¸Ö § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ln N μÉ ln M ¤²Ö ± ¦¤μ£μ ´ ¡μ· .
5. �·μ¢μ¤¨É¸Ö ²¨´¥°´ Ö  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨Ö § ¢¨¸¨³μ¸É¥° (¶Ê´±É 4) ´  ÊÎ ¸É±¥

¡¥§ ¶² Éμ. �¶·¥¤¥²ÖÕÉ¸Ö ±μ²¨Î¥¸É¢μ ÉμÎ¥± Nfit(P ) ´  ÔÉμ³ ÊÎ ¸É±¥, §´ Î¥´¨Ö
χ2(P ) ¨ ¶ · ³¥É·  ´ ±²μ´  b(P ).

6. �·μ¢μ¤¨É¸Ö ¶μ¨¸± μ¶É¨³ ²Ó´μ£μ ´ ¡μ·  ¡¨´μ¢, Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÐ¥£μ ±·¨-
É¥·¨Õ χ2(P ) < χ2

lim. �·¨ ´ Ìμ¦¤¥´¨¨ É ±μ£μ ´ ¡μ·  μ¶¨¸ ´´ Ö ¢ÒÏ¥ ¶·μ-
Í¥¤Ê·  μ¸É ´ ¢²¨¢ ¥É¸Ö.

7. �´ ²¨§¨·ÊÕÉ¸Ö ³ ¸¸¨¢Ò ¸É·Ê±ÉÊ· ¤²Ö μ¶É¨³ ²Ó´μ£μ ´ ¡μ· .
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�¨¸. 3. ‡ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ χ2 μÉ μ¸´μ¢ ´¨Ö
P ¢ · §²¨Î´ÒÌ ´ ¡μ· Ì · ¸¶·¥¤¥²¥´¨°
¤²Ö ¶ÖÉ¨ Ê·μ¢´¥° ·¥£Ê²Ö·´μ£μ ¡¨´ ·´μ£μ
± ¸± ¤  ¸ ¤μ¶Ê¸É¨³Ò³¨ 1/8-³¨ Î ¸ÉÖ³¨
¨ § ¶μ²´Ö¥³Ò³¨ 1-°, 8-° Î ¸ÉÖ³¨ η-
¶·μ¸É· ´¸É¢ 

8. �¶·¥¤¥²ÖÕÉ¸Ö Ì · ±É¥·¨¸É¨±¨
± ¸± ¤ :

• Ë· ±É ²Ó´ Ö · §³¥·´μ¸ÉÓ DF =
b(P ) ¸ ³ ±¸¨³ ²Ó´μ° ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ;

• ±μ²¨Î¥¸É¢μ Ê·μ¢´¥° ± ¸± ¤ 
Nlev = Nfit(P ) − 1;

• ±μ²¨Î¥¸É¢μ ¶ ·Éμ´μ¢ ¶·¨ · ¸-
Ð¥¶²¥´¨¨ Npart = N(M1);

• É¨¶ Ë· ±É ²  (·¥£Ê²Ö·´Ò° ¨²¨
¸²ÊÎ °´Ò°);

• ¸É·Ê±ÉÊ·  ·¥£Ê²Ö·´μ£μ ± ¸± ¤ 
(§ ¶μ²´Ö¥³Ò¥ Î ¸É¨ ¶·μ¸É· ´¸É¢ , ¸μ-
μÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ ´μ³¥· ³ ´¥´Ê²¥¢ÒÌ
Ô²¥³¥´Éμ¢ ³ ¸¸¨¢  ¸É·Ê±ÉÊ· ¶¥·¢μ£μ
Ê·μ¢´Ö).

�´ ²¨§ ³ ¸¸¨¢μ¢ ¸É·Ê±ÉÊ· ¡μ²¥¥
¤¥É ²Ó´μ μ¶¨¸ ´ ´¨¦¥. „²Ö μ¶·¥¤¥²¥-
´¨Ö §´ Î¥´¨Ö ¢¥²¨Î¨´Ò χ2

lim ±·¨É¥·¨Ö
μ¶É¨³ ²Ó´μ£μ ´ ¡μ·  (¶Ê´±É 6), ¶·μ-
¢μ¤¨²¨¸Ó ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´Ò¥ ¨¸¸²¥¤μ¢ -
´¨Ö. �´ ²¨§¨·μ¢ ²¸Ö ¶ÖÉ¨Ê·μ¢´¥¢Ò°

·¥£Ê²Ö·´Ò° ¡¨´ ·´Ò° ± ¸± ¤ ¸ ¤μ¶Ê¸É¨³Ò³¨ 1/8-³¨ Î ¸ÉÖ³¨ ¨ § ¶μ²´Ö¥³Ò³¨
1-°, 8-° Î ¸ÉÖ³¨ η-¶·μ¸É· ´¸É¢ . �  ·¨¸. 3 ¶μ± § ´  § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ¢¥²¨Î¨´Ò
χ2(P ) μÉ §´ Î¥´¨Ö μ¸´μ¢ ´¨Ö P ¤²Ö · §²¨Î´ÒÌ ´ ¡μ·μ¢ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨°. Š ±
¢¨¤´μ ¨§ ·¨¸Ê´± , ¶·¥¤¸É ¢²¥´´ Ö § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ¨³¥¥É £²μ¡ ²Ó´Ò° ¨ ²μ± ²Ó´Ò°
³¨´¨³Ê³Ò. �¶É¨³ ²Ó´Ò° ´ ¡μ· ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É £²μ¡ ²Ó´μ³Ê ³¨´¨³Ê³Ê. �´ -
²¨§ ·¥£Ê²Ö·´ÒÌ ¡¨´ ·´ÒÌ ¶ÖÉ¨Ê·μ¢´¥¢ÒÌ ± ¸± ¤μ¢ ¸ · §²¨Î´Ò³¨ 1/k Î ¸ÉÖ³¨
(k = 3Ä20) ¨ § ¶μ²´Ö¥³Ò³¨ ¶¥·¢μ° ¨ ¶μ¸²¥¤´¥° Î ¸ÉÖ³¨ η-¶·μ¸É· ´¸É¢  ¶μ-
± § ², ÎÉμ §´ Î¥´¨¥ χ2

lim = 10−5 ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¤²Ö μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö μ¶É¨³ ²Ó´μ£μ
´ ¡μ·  ¡¨´μ¢ ¢ ± ¦¤μ³ ¨§ · ¸¸³μÉ·¥´´ÒÌ ± ¸± ¤μ¢.

�É³¥É¨³, ÎÉμ ¶·¥¤²μ¦¥´´Ò° ³¥Éμ¤ ¶μ§¢μ²Ö¥É  ´ ²¨§¨·μ¢ ÉÓ ´¥ Éμ²Ó±μ
¶ ·Éμ´´Ò¥ ²¨¢´¨, ´μ ¨ ²Õ¡Ò¥ ¤·Ê£¨¥ Ë· ±É ²Ó´Ò¥ ¶·μ¸É· ´¸É¢ , ¨³¥ÕÐ¨¥
ÉÊ ¦¥ ¸É·Ê±ÉÊ·Ê.

„ ²¥¥ ¤¥³μ´¸É·¨·ÊÕÉ¸Ö ¢μ§³μ¦´μ¸É¨ �a‘-³¥Éμ¤  ¤²Ö μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö · §-
³¥·´μ¸É¨ ¨ ¤·Ê£¨Ì Ì · ±É¥·¨¸É¨± Ë· ±É ²  ´  ¶·¨³¥· Ì ·¥£Ê²Ö·´ÒÌ ¨ ¸²Ê-
Î °´ÒÌ N - ·´ÒÌ ± ¸± ¤μ¢ ¸ ¤μ¶Ê¸É¨³Ò³¨ 1/k-³¨ Î ¸ÉÖ³¨ ¨¸¸²¥¤Ê¥³μ£μ ¶·μ-
¸É· ´¸É¢ .

2.2. �¥£Ê²Ö·´Ò¥ ¡¨´ ·´Ò¥ ± ¸± ¤Ò. ‚ ¤ ´´μ³ · §¤¥²¥ · ¸¸³ É·¨¢ -
ÕÉ¸Ö · §²¨Î´Ò¥ ·¥£Ê²Ö·´Ò¥ ¡¨´ ·´Ò¥ ± ¸± ¤Ò ¸ ¤μ¶Ê¸É¨³Ò³¨ 1/k-³¨ Î -
¸ÉÖ³¨ ¶¸¥¢¤μ¡Ò¸É·μÉ´μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢ . �´¨ ¨³¥ÕÉ μ¤¨´ ±μ¢ÊÕ Ë· ±É ²Ó´ÊÕ
· §³¥·´μ¸ÉÓ, ´μ · §´Ò¥ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´Ò¥ ¸É·Ê±ÉÊ·Ò. � ¸¸³μÉ·¨³ ¤¢  ¶ ·-
Éμ´´ÒÌ ± ¸± ¤  ¸ ¤μ¶Ê¸É¨³Ò³¨ 1/5-³¨ η-¶·μ¸É· ´¸É¢ . ‚ ¶¥·¢μ³ § ¶μ²´ÖÕÉ¸Ö
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�¨¸. 4. �¥£Ê²Ö·´Ò¥ ¡¨´ ·´Ò¥ ± ¸± ¤Ò ¸ ¤μ¶Ê¸É¨³Ò³¨ 1/5-³¨ Î ¸ÉÖ³¨ ¶¸¥¢¤μ¡Ò¸É·μÉ-
´μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢ . ‡ ¢¨¸¨³μ¸É¨ ¤μ¶Ê¸É¨³ÒÌ Î ¸É¥° η-¶·μ¸É· ´¸É¢  μÉ Ê·μ¢´Ö ± ¸-
± ¤  ( , ¡). ‡ ¢¨¸¨³μ¸É¨ χ2 μÉ μ¸´μ¢ ´¨Ö P ¢ · §²¨Î´ÒÌ ´ ¡μ· Ì · ¸¶·¥¤¥²¥´¨°
¤²Ö ¶ÖÉ¨ Ê·μ¢´¥° ± ¸± ¤μ¢ ¸ § ¶μ²´Ö¥³Ò³¨ 1-°, 5-° (¢) ¨ 2-°, 4-° (£) Î ¸ÉÖ³¨ η-
¶·μ¸É· ´¸É¢ 

1-Ö, 5-Ö,   ¢μ ¢Éμ·μ³ Å 2-Ö, 4-Ö Î ¸É¨. ”· ±É ²Ó´ Ö · §³¥·´μ¸ÉÓ É ±¨Ì ³´μ-
¦¥¸É¢ · ¢´  DF = ln 2/ ln 5 ≈ 0,430677. �  ·¨¸. 4,   ¨ ¡ ¶·¨¢¥¤¥´Ò ¸Ì¥³Ò
É·¥Ì Ê·μ¢´¥° ÔÉ¨Ì ± ¸± ¤μ¢. ‚¨¤´μ, ÎÉμ ¢ · ¸¸³ É·¨¢ ¥³ÒÌ ± ¸± ¤ Ì Ê£²Ò
· ¸±·ÒÉ¨Ö · §²¨Î´Ò. �Éμ §´ Î¨É, ÎÉμ §´ ´¨¥ Ë· ±É ²Ó´μ° · §³¥·´μ¸É¨ DF ¨
¤μ¶Ê¸É¨³ÒÌ 1/k Î ¸É¥° ¡Ò¸É·μÉ´μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢  ´¥¤μ¸É ÉμÎ´μ ¤²Ö ¢μ¸¸É -
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�¨¸. 5. ”· ±É ²Ó´Ò°  ´ ²¨§ ¶ÖÉ¨ Ê·μ¢´¥° ·¥£Ê²Ö·´ÒÌ ¡¨´ ·´ÒÌ ± ¸± ¤μ¢ ¸ ¤μ¶Ê-
¸É¨³Ò³¨ 1/5-³¨ Î ¸ÉÖ³¨ ¶¸¥¢¤μ¡Ò¸É·μÉ´μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢  ¤²Ö μ¶É¨³ ²Ó´μ£μ ´ ¡μ· 
· ¸¶·¥¤¥²¥´¨°. ‡ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ±μ²¨Î¥¸É¢  ´¥´Ê²¥¢ÒÌ ¡¨´μ¢ N μÉ ±μ²¨Î¥¸É¢  ¡¨´μ¢ M
¢ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨ÖÌ ( ). ‡ ¢¨¸¨³μ¸É¨ Ô²¥³¥´Éμ¢ (μ¸Ó X) ¨ ±μ²¨Î¥¸É¢  (μ¸Ó Y ) ³ ¸¸¨¢μ¢
¸É·Ê±ÉÊ· μÉ Ê·μ¢´Ö ± ¸± ¤  (μ¸Ó Z) ¤²Ö ± ¸± ¤μ¢ ¸ § ¶μ²´Ö¥³Ò³¨ 1-°, 5-° (¡) ¨ 2-°,
4-° Î ¸ÉÖ³¨ (¢) η-¶·μ¸É· ´¸É¢ 

´μ¢²¥´¨Ö § ±μ´  Ëμ·³¨·μ¢ ´¨Ö ± ¸± ¤ . �´ ²¨§ ³ ¸¸¨¢μ¢ ¸É·Ê±ÉÊ· ¶μ§¢μ²Ö¥É
Ê¸É ´μ¢¨ÉÓ ÔÉμÉ § ±μ´. �·μÍ¥¤Ê·   ´ ²¨§  ¢±²ÕÎ ¥É ¸²¥¤ÊÕÐ¨¥ Ï £¨:

1. � Ìμ¦¤¥´¨¥ ³ ¸¸¨¢μ¢ ¸É·Ê±ÉÊ· · §²¨Î´ÒÌ Ê·μ¢´¥° ¤²Ö μ¶É¨³ ²Ó´μ£μ
´ ¡μ·  ¡¨´μ¢.

„²Ö ¶·¨³¥·  · ¸¸³μÉ·¨³ ¡¨´ ·´Ò° ·¥£Ê²Ö·´Ò° ± ¸± ¤ ¸ ¤μ¶Ê¸É¨³Ò³¨
1/3-³¨ ¨ § ¶μ²´Ö¥³Ò³¨ 1-°, 3-° Î ¸ÉÖ³¨ η-¶·μ¸É· ´¸É¢  (·¨¸. 1). ‘É·Ê±ÉÊ· 
¶¥·¢μ£μ Ê·μ¢´Ö μÉ· ¦ ¥É ¥£μ § ¶μ²´¥´¨¥ ¨ μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ¥¤¨´¸É¢¥´´Ò³ ³ ¸¸¨-
¢μ³, ¸μ¸ÉμÖÐ¨³ ¨§ É·¥Ì Ô²¥³¥´Éμ¢ (101). ‚Éμ·μ° Ê·μ¢¥´Ó μ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö ¤¢Ê³Ö

12



μ¤¨´ ±μ¢Ò³¨ ³ ¸¸¨¢ ³¨ (101). Š ¦¤Ò° ³ ¸¸¨¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ¸É·Ê±ÉÊ·¥ § -
¶μ²´Ö¥³ÒÌ Î ¸É¥° ¶¥·¢μ£μ Ê·μ¢´Ö. ‘É·Ê±ÉÊ·  É·¥ÉÓ¥£μ Ê·μ¢´Ö μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö
Î¥ÉÒ·Ó³Ö μ¤¨´ ±μ¢Ò³¨ ³ ¸¸¨¢ ³¨ (101).

2. �·μ¢¥·±  ·¥£Ê²Ö·´μ¸É¨ ± ¦¤μ£μ Ê·μ¢´Ö. “·μ¢¥´Ó ¸Î¨É ¥É¸Ö ·¥£Ê²Ö·-
´Ò³, ¥¸²¨ ¸É·Ê±ÉÊ·Ò ¢´ÊÉ·¨ Ê·μ¢´Ö ¸ ³μ¶μ¤μ¡´Ò.

3. �·μ¢¥·±  ·¥£Ê²Ö·´μ¸É¨ ± ¸± ¤ . Š ¸± ¤ ¸Î¨É ¥É¸Ö ·¥£Ê²Ö·´Ò³, ¥¸²¨
± ¦¤Ò° Ê·μ¢¥´Ó ·¥£Ê²Ö·´Ò° ¨ ¸É·Ê±ÉÊ·Ò Ê·μ¢´¥° ¸ ³μ¶μ¤μ¡´Ò.

4. �¶·¥¤¥²¥´¨¥ ¸É·Ê±ÉÊ·Ò ·¥£Ê²Ö·´μ£μ ± ¸± ¤ . ‡ ¶μ²´Ö¥³Ò¥ Î ¸É¨ ¶·μ-
¸É· ´¸É¢  ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ ´μ³¥· ³ ´¥´Ê²¥¢ÒÌ Ô²¥³¥´Éμ¢ ³ ¸¸¨¢  ¸É·Ê±ÉÊ· ¶¥·-
¢μ£μ Ê·μ¢´Ö.

�·¨¢¥¤¥³ ¢ ± Î¥¸É¢¥ ¶·¨³¥·  ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¢μ¸¸É ´μ¢²¥´¨Ö ¸É·Ê±ÉÊ·Ò μ¶¨-
¸ ´´ÒÌ ¢ÒÏ¥ ± ¸± ¤μ¢ ¶·¥¤² £ ¥³Ò³ PaC-³¥Éμ¤μ³.

�  ·¨¸. 4, ¢, £ ¶μ± § ´  § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ χ2 μÉ ¢¥²¨Î¨´Ò μ¸´μ¢ ´¨Ö P ¢ · §-
²¨Î´ÒÌ ´ ¡μ· Ì · ¸¶·¥¤¥²¥´¨° ¤²Ö ± ¸± ¤μ¢ ¸ § ¶μ²´Ö¥³Ò³¨ 1-°, 5-° ¨ 2-°,
4-° Î ¸ÉÖ³¨. „²Ö μ¡μ¨Ì ± ¸± ¤μ¢ μ¶É¨³ ²Ó´Ò° ´ ¡μ· · ¸¶·¥¤¥²¥´¨° ¸μμÉ¢¥É-
¸É¢Ê¥É §´ Î¥´¨Õ P=5, μ¶·¥¤¥²Ö¥³μ³Ê ¶μ ¶μ²μ¦¥´¨Õ £²μ¡ ²Ó´μ£μ ³¨´¨³Ê³ .
Šμ²¨Î¥¸É¢μ ¡¨´μ¢ ¢ ´¥³ ¨§³¥´Ö¥É¸Ö ¶μ ¸É¥¶¥´´μ³Ê § ±μ´Ê ¸ μ¸´μ¢ ´¨¥³ ¶ÖÉÓ
Mi = 5i.

�¨¸. 5,   ¤¥³μ´¸É·¨·Ê¥É § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ±μ²¨Î¥¸É¢  ´¥´Ê²¥¢ÒÌ ¡¨´μ¢ N μÉ
±μ²¨Î¥¸É¢  ¡¨´μ¢ M ¤²Ö μ¶É¨³ ²Ó´μ£μ ´ ¡μ· . �·¥¤¸É ¢²¥´´ Ö § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ
μ¤¨´ ±μ¢  ¤²Ö μ¡μ¨Ì ± ¸± ¤μ¢. Š ± ¢¨¤´μ ¨§ ·¨¸Ê´± , Ë· ±É ²Ó´ Ö · §³¥·-
´μ¸ÉÓ DF ≈ 0,430677, μ¶·¥¤¥²Ö¥³ Ö ¶ · ³¥É·μ³ ´ ±²μ´  ²¨´¥°´μ°  ¶¶·μ±¸¨-
³ Í¨¨ b(P ) ÊÎ ¸É±  ¡¥§ ¶² Éμ, ¢μ¸¸É ´ ¢²¨¢ ¥É¸Ö ¸ ³ ±¸¨³ ²Ó´μ° ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ.

�¥§Ê²ÓÉ ÉÒ  ´ ²¨§  ³ ¸¸¨¢μ¢ ¸É·Ê±ÉÊ· ¶·¨¢¥¤¥´Ò ´  ·¨¸. 5 ¡, ¢, ±μÉμ·Ò¥
¶μ± §Ò¢ ÕÉ § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ Ô²¥³¥´Éμ¢ (μ¸Ó X) ¨ ±μ²¨Î¥¸É¢  (μ¸Ó Y ) ³ ¸¸¨¢μ¢
¸É·Ê±ÉÊ· μÉ Ê·μ¢´Ö ± ¸± ¤  (μ¸Ó Z) ¤²Ö μ¶É¨³ ²Ó´μ£μ ´ ¡μ·  ¡¨´μ¢. ‚¨¤´μ,
ÎÉμ μ¡  ± ¸± ¤  Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ·¥£Ê²Ö·´Ò³¨ (É. ¥. ³ ¸¸¨¢Ò ¸É·Ê±ÉÊ· ¢´ÊÉ·¨ Ê·μ¢´¥°
μ¤¨´ ±μ¢Ò ¨ ¸μ¢¶ ¤ ÕÉ ¤²Ö ± ¦¤μ£μ ¨§ Ê·μ¢´¥°). �μ³¥·  ´¥´Ê²¥¢ÒÌ Ô²¥³¥´-
Éμ¢ ³ ¸¸¨¢μ¢ ¸É·Ê±ÉÊ· (´ ¶·¨³¥·, ¶¥·¢μ£μ Ê·μ¢´Ö) ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ ´μ³¥· ³
§ ¶μ²´Ö¥³ÒÌ Î ¸É¥° η-¶·μ¸É· ´¸É¢ . �Éμ ¨ μ¶·¥¤¥²Ö¥É ¸É·Ê±ÉÊ·Ê ± ¸± ¤ .

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¶μ²ÊÎ¥´´Ò¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¶μ¤É¢¥·¦¤ ÕÉ, ÎÉμ ¶·¥¤² £ ¥³Ò°
PaC-³¥Éμ¤ ¶μ§¢μ²Ö¥É ´ °É¨ μ¶É¨³ ²Ó´Ò° ´ ¡μ· · ¸¶·¥¤¥²¥´¨° ¤²Ö  ´ ²¨§ 
± ¸± ¤ , μ¶·¥¤¥²¨ÉÓ ¥£μ Ë· ±É ²Ó´ÊÕ · §³¥·´μ¸ÉÓ ¸ ³ ±¸¨³ ²Ó´μ° ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ,
·¥£Ê²Ö·´μ¸ÉÓ ¨ ¸É·Ê±ÉÊ·Ê.

2.3. N - ·´Ò¥ ± ¸± ¤Ò. ‚ μ¶¨¸ ´´ÒÌ ¢ÒÏ¥ ± ¸± ¤ Ì ¢ ± ¦¤μ³ · ¸Ð¥¶-
²¥´¨¨ μ¡· §μ¢Ò¢ ²¨¸Ó ¤¢  ¶ ·Éμ´ . ‚ ·¥ ²Ó´ÒÌ ¸μ¡ÒÉ¨ÖÌ ¶ ·Éμ´´Ò° ²¨¢¥´Ó
³μ¦¥É ¸μ¤¥·¦ ÉÓ · ¸Ð¥¶²¥´¨Ö ´  É·¨ ¨ ¡μ²¥¥ ¶ ·Éμ´ . PaC-³¥Éμ¤ É ±¦¥
¶μ§¢μ²Ö¥É  ´ ²¨§¨·μ¢ ÉÓ ± ¸± ¤Ò, ¢ ±μÉμ·ÒÌ ·μ¤¨É¥²Ó¸±¨° ¶ ·Éμ´ · ¸Ð¥¶²Ö-
¥É¸Ö ´  N ¤μÎ¥·´¨Ì. �μ  ´ ²μ£¨¨ ¸ ¡¨´ ·´Ò³, É ±¨¥ ± ¸± ¤Ò ¡Ê¤¥³ ´ §Ò¢ ÉÓ
N - ·´Ò³¨.

�·¥¤¶μ²μ¦¨³, ÎÉμ ¢ ¶·μÍ¥¸¸¥ · §¢¨É¨Ö ²¨¢´Ö μ¡· §μ¢ ²μ¸Ó 16 ¶ ·Éμ-
´μ¢. ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ¢μ§³μ¦´Ò ¤¢  ®¸Í¥´ ·¨Ö¯: ¤¢  Ê·μ¢´Ö 4- ·´μ£μ ¨²¨ Î¥-
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�¨¸. 6. �¥£Ê²Ö·´Ò° Î¥ÉÒ·¥ÌÊ·μ¢´¥¢Ò° ¡¨´ ·´Ò° ( , ¢) ¨ ¤¢ÊÌÊ·μ¢´¥¢Ò° 4- ·´Ò° (¡,
£) ± ¸± ¤Ò. ‡ ¢¨¸¨³μ¸É¨ ¤μ¶Ê¸É¨³ÒÌ Î ¸É¥° η-¶·μ¸É· ´¸É¢  μÉ Ê·μ¢´Ö ± ¸± ¤  ( , ¡).
‡ ¢¨¸¨³μ¸É¨ χ2 μÉ μ¸´μ¢ ´¨Ö P ¢ · §²¨Î´ÒÌ ´ ¡μ· Ì · ¸¶·¥¤¥²¥´¨° (¢, £)

ÉÒ·¥ Ê·μ¢´Ö ¡¨´ ·´μ£μ ± ¸± ¤ . �Ê¸ÉÓ ¢ ¡¨´ ·´μ³ ± ¸± ¤¥ ¤μ¶Ê¸É¨³Ò 1/4
Î ¸É¨ ¶¸¥¢¤μ¡Ò¸É·μÉ´μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢  ¨ § ¶μ²´ÖÕÉ¸Ö 1-Ö ¨ 4-Ö Î ¸É¨. ‚ 4-
 ·´μ³ ± ¸± ¤¥ ¤μ¶Ê¸É¨³Ò 1/7-¥ Î ¸É¨ ¶¸¥¢¤μ¡Ò¸É·μÉ´μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢  ¨ § -
¶μ²´ÖÕÉ¸Ö 1-Ö, 3-Ö, 5-Ö ¨ 7-Ö Î ¸É¨. �  ·¨¸. 6,  , ¡ ¶·¥¤¸É ¢²¥´  ¸Ì¥³Ò ÔÉ¨Ì
± ¸± ¤μ¢. ”· ±É ²Ó´Ò¥ · §³¥·´μ¸É¨ ¡¨´ ·´μ£μ ¨ 4- ·´μ£μ ± ¸± ¤μ¢ · ¢´Ò
DF = ln 2/ ln 4 = 0,5 ¨ DF = ln 4/ ln 7 ≈ 0,712414 ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ.

‡ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ χ2 μÉ ¢¥²¨Î¨´Ò P ¢ · §²¨Î´ÒÌ ´ ¡μ· Ì · ¸¶·¥¤¥²¥´¨° ¤²Ö
μ¡μ¨Ì ± ¸± ¤μ¢ ¶·¨¢¥¤¥´  ´  ·¨¸. 6, ¢, £. �μ²μ¦¥´¨¥ £²μ¡ ²Ó´ÒÌ ³¨´¨³Ê³μ¢
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�¨¸. 7. ”· ±É ²Ó´Ò°  ´ ²¨§ Î¥ÉÒ·¥Ì Ê·μ¢´¥° ¡¨´ ·´μ£μ ( , ¢) ¨ ¤¢ÊÌ Ê·μ¢´¥° 4- ·´μ-
£μ (¡, £) ·¥£Ê²Ö·´μ£μ ± ¸± ¤  ¤²Ö μ¶É¨³ ²Ó´μ£μ ´ ¡μ·  · ¸¶·¥¤¥²¥´¨°. ‡ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ
±μ²¨Î¥¸É¢  ´¥´Ê²¥¢ÒÌ ¡¨´μ¢ N μÉ ±μ²¨Î¥¸É¢  ¡¨´μ¢ M ¢ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨ÖÌ ( , ¡).
‡ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ Ô²¥³¥´Éμ¢ (μ¸Ó X) ¨ ±μ²¨Î¥¸É¢  (μ¸Ó Y ) ³ ¸¸¨¢μ¢ ¸É·Ê±ÉÊ· μÉ Ê·μ¢´Ö
± ¸± ¤  (μ¸Ó Z) (¢, £)

P = 4 (·¨¸. 6, ¢) ¨ P = 7 (·¨¸. 6, £) μ¶·¥¤¥²Ö¥É μ¶É¨³ ²Ó´Ò° ´ ¡μ· · ¸¶·¥¤¥-
²¥´¨° ¤²Ö ± ¦¤μ£μ ¨§ ± ¸± ¤μ¢. Šμ²¨Î¥¸É¢μ ¡¨´μ¢ ¢ μ¶É¨³ ²Ó´μ³ ´ ¡μ·¥ · ¸-
¶·¥¤¥²¥´¨° ¨§³¥´Ö¥É¸Ö ¶μ ¸É¥¶¥´´μ³Ê § ±μ´Ê ¸ μ¸´μ¢ ´¨¥³ Î¥ÉÒ·¥ Mi = 4i

¤²Ö ¡¨´ ·´μ£μ ¨ μ¸´μ¢ ´¨¥³ ¸¥³Ó Mi = 7i ¤²Ö 4- ·´μ£μ ± ¸± ¤μ¢.

�  ·¨¸. 7,  , ¡ ¶μ± § ´  § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ±μ²¨Î¥¸É¢  ´¥´Ê²¥¢ÒÌ ¡¨´μ¢ N μÉ
±μ²¨Î¥¸É¢  ¡¨´μ¢ M ¢ μ¶É¨³ ²Ó´μ³ ´ ¡μ·¥ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨° ¤²Ö ± ¦¤μ£μ ¨§
± ¸± ¤μ¢. ‡´ Î¥´¨Ö Ë· ±É ²Ó´μ° · §³¥·´μ¸É¨ DF = 0,5 ¤²Ö ¡¨´ ·´μ£μ ¨
DF ≈ 0,712414 ¤²Ö 4- ·´μ£μ ± ¸± ¤μ¢, μ¶·¥¤¥²Ö¥³Ò¥ ´ ±²μ´μ³ b ÊÎ ¸É±μ¢
£· Ë¨±μ¢ ¡¥§ ¶² Éμ, ´ Ìμ¤ÖÉ¸Ö ¸ ³ ±¸¨³ ²Ó´μ° ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ. Šμ²¨Î¥¸É¢μ Ê·μ¢-
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´¥° ± ¸± ¤  Nlev = Nfit − 1 § ¢¨¸¨É μÉ ±μ²¨Î¥¸É¢  ÉμÎ¥± Nfit ´  ÊÎ ¸É±¥
¡¥§ ¶² Éμ. Š ± ¢¨¤´μ ¨§ ·¨¸Ê´±μ¢, Î¨¸²μ Ê·μ¢´¥° Nlev = 4 ¤²Ö ¡¨´ ·´μ£μ ¨
Nlev = 2 ¤²Ö 4- ·´μ£μ ± ¸± ¤  μ¶·¥¤¥²ÖÕÉ¸Ö μ¤´μ§´ Î´μ. Šμ²¨Î¥¸É¢μ ¶ ·Éμ-
´μ¢ ¢ ± ¦¤μ³  ±É¥ · ¸Ð¥¶²¥´¨Ö μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ±μ²¨Î¥¸É¢μ³ ´¥´Ê²¥¢ÒÌ Ô²¥³¥´-
Éμ¢ ¢ ¶¥·¢μ³ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¨ Npart = N(M1). ‚ · ¸¸³ É·¨¢ ¥³ÒÌ ± ¸± ¤ Ì
§´ Î¥´¨Ö N(M1) = 2 ¨ N(M1) = 4 ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ ±μ²¨Î¥¸É¢Ê ¶ ·Éμ´μ¢ ¢
· ¸Ð¥¶²¥´¨ÖÌ ¤²Ö ¡¨´ ·´μ£μ ¨ 4- ·´μ£μ ± ¸± ¤μ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ.

„ ²¥¥, ¸²¥¤ÊÖ  ²£μ·¨É³Ê, ¶·μ¢¥¤¥³  ´ ²¨§ ³ ¸¸¨¢μ¢ ¸É·Ê±ÉÊ· ± ¦¤μ£μ ¨§
± ¸± ¤μ¢. ‡ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ Ô²¥³¥´Éμ¢ (μ¸Ó X) ¨ ±μ²¨Î¥¸É¢  (μ¸Ó Y ) ³ ¸¸¨¢μ¢
¸É·Ê±ÉÊ· μÉ Ê·μ¢´Ö ± ¸± ¤  (μ¸Ó Z) ¢ μ¶É¨³ ²Ó´μ³ ´ ¡μ·¥ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨°
¶·¥¤¸É ¢²¥´  ´  ·¨¸. 7, ¢, £. ‚¨¤´μ, ÎÉμ ¤²Ö μ¡μ¨Ì ± ¸± ¤μ¢ ³ ¸¸¨¢Ò ¸É·Ê±ÉÊ·
¢´ÊÉ·¨ ± ¦¤μ£μ Ê·μ¢´Ö μ¤¨´ ±μ¢Ò ¨ ¸μ¢¶ ¤ ÕÉ ¤²Ö ¢¸¥Ì Ê·μ¢´¥°, É. ¥. ¶·¥¤¸É -
¢²¥´´Ò¥ ± ¸± ¤Ò Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ·¥£Ê²Ö·´Ò³¨. �μ³¥·  ´¥´Ê²¥¢ÒÌ Ô²¥³¥´Éμ¢ ³ ¸-
¸¨¢  ¸É·Ê±ÉÊ· ¶¥·¢μ£μ Ê·μ¢´Ö · ¢´Ò 1 ¨ 4 ¤²Ö ¡¨´ ·´μ£μ, ¨ 1, 3, 5, 7 Å ¤²Ö
4- ·´μ£μ, É. ¥. ¸É·Ê±ÉÊ·Ò ± ¸± ¤μ¢ ¢μ¸¸É ´μ¢²¥´Ò.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¶μ²ÊÎ¥´´Ò¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¶μ¤É¢¥·¦¤ ÕÉ, ÎÉμ �a‘-³¥Éμ¤
¶μ§¢μ²Ö¥É  ´ ²¨§¨·μ¢ ÉÓ ·¥£Ê²Ö·´Ò¥ N - ·´Ò¥ ± ¸± ¤Ò. �·¨ ÔÉμ³ ´ ·Ö¤Ê ¸
Ë· ±É ²Ó´μ° · §³¥·´μ¸ÉÓÕ ¨ ¸É·Ê±ÉÊ·μ° ± ¸± ¤  ¢μ¸¸É ´ ¢²¨¢ ¥É¸Ö É ±¦¥
±μ²¨Î¥¸É¢μ Ê·μ¢´¥° ¨ ¶ ·Éμ´μ¢ ¢ ± ¦¤μ³  ±É¥ · ¸Ð¥¶²¥´¨Ö.

2.4. ‘²ÊÎ °´Ò¥ ± ¸± ¤Ò. ‚ · ¸¸³μÉ·¥´´ÒÌ ¢ÒÏ¥ ± ¸± ¤ Ì Ê£μ² · ¸±·Ò-
É¨Ö ¶·¨ · ¸Ð¥¶²¥´¨¨ ¶ ·Éμ´  ¡Ò² ¸¨³³¥É·¨Î¥´ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ´ ¶· ¢²¥´¨Ö
·μ¤¨É¥²Ó¸±μ£μ ¶ ·Éμ´ . � ¸¸³μÉ·¨³ ± ¸± ¤Ò, ¢ ±μÉμ·ÒÌ ¤μÎ¥·´¨¥ ¶ ·Éμ´Ò
³μ£ÊÉ ¢Ò²¥É ÉÓ ´¥ ¸¨³³¥É·¨Î´μ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ´ ¶· ¢²¥´¨Ö ·μ¤¨É¥²Ó¸±μ£μ
¶ ·Éμ´  ¨ ¢ ± ¦¤μ³  ±É¥ · ¸Ð¥¶²¥´¨Ö § ¶μ²´Ö¥³Ò¥ Î ¸É¨ ¶·μ¸É· ´¸É¢  ³μ£ÊÉ
¨§³¥´ÖÉ¸Ö. ’ ±¨¥ ± ¸± ¤Ò ¡Ê¤¥³ ´ §Ò¢ ÉÓ ¸²ÊÎ °´Ò³¨. ‚ ± Î¥¸É¢¥ ¶·¨³¥· 
· ¸¸³μÉ·¨³ 3- ·´Ò° ¸²ÊÎ °´Ò° ± ¸± ¤. ‚ ¶·μÍ¥¸¸¥ · §¢¨É¨Ö ²¨¢´Ö ¢ ± ¦¤μ³
 ±É¥ ·μ¦¤ ÕÉ¸Ö É·¨ ¶ ·Éμ´ . „²Ö ± ¦¤μ£μ ¨§ ´¨Ì ¤μ¶Ê¸É¨³Ò Éμ²Ó±μ 1/6 Î -
¸É¨ ¶¸¥¢¤μ¡Ò¸É·μÉ´μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢  ·μ¤¨É¥²Ó¸±μ£μ ¶ ·Éμ´ . � ¸¶μ²μ¦¥´¨¥

�¨¸. 8. ‡ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ¤μ¶Ê¸É¨³ÒÌ Î ¸É¥° η-¶·μ¸É· ´¸É¢  μÉ Ê·μ¢´Ö ± ¸± ¤  ¤²Ö ¸²ÊÎ °-
´μ£μ 3- ·´μ£μ ± ¸± ¤  ¸ ¤μ¶Ê¸É¨³Ò³¨ 1/6-³¨ Î ¸ÉÖ³¨ ¶¸¥¢¤μ¡Ò¸É·μÉ´μ£μ ¶·μ¸É· ´-
¸É¢ 
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�¨¸. 9. ”· ±É ²Ó´Ò°  ´ ²¨§ É·¥Ì Ê·μ¢´¥° 3- ·´μ£μ ¸²ÊÎ °´μ£μ ± ¸± ¤  ¸ ¤μ¶Ê¸É¨³Ò³¨
1/6-³¨ Î ¸ÉÖ³¨ ¶¸¥¢¤μ¡Ò¸É·μÉ´μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢ . ‡ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ χ2 μÉ μ¸´μ¢ ´¨Ö P ¢
· §²¨Î´ÒÌ ´ ¡μ· Ì · ¸¶·¥¤¥²¥´¨° ( ). ‡ ¢¨¸¨³μ¸É¨ ±μ²¨Î¥¸É¢  ´¥´Ê²¥¢ÒÌ ¡¨´μ¢ N
μÉ ±μ²¨Î¥¸É¢  ¡¨´μ¢ M ¢ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨ÖÌ (¡) ¨ Ô²¥³¥´Éμ¢ (μ¸Ó X) ¨ ±μ²¨Î¥¸É¢ 
(μ¸Ó Y ) ³ ¸¸¨¢μ¢ ¸É·Ê±ÉÊ· μÉ Ê·μ¢´Ö ± ¸± ¤  (μ¸Ó Z) (¢) ¤²Ö μ¶É¨³ ²Ó´μ£μ ´ ¡μ· 
· ¸¶·¥¤¥²¥´¨°

ÔÉ¨Ì Î ¸É¥° ¢ ± ¦¤μ³  ±É¥ · ¸Ð¥¶²¥´¨Ö ¸²ÊÎ °´μ. � ¸¸³μÉ·¨³ É·¨ Ê·μ¢´Ö
É ±μ£μ ± ¸± ¤  (27 ¶ ·Éμ´μ¢ ¢ ±μ´¥Î´μ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨). ‘μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ Ö § -
¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ¤μ¶Ê¸É¨³ÒÌ Î ¸É¥° η-¶·μ¸É· ´¸É¢  μÉ Ê·μ¢´Ö ± ¸± ¤  ¶μ± § ´ 
´  ·¨¸. 8. ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ³´μ¦¥¸É¢μ ¤μ¶Ê¸É¨³ÒÌ ¨´É¥·¢ ²μ¢ ¶¸¥¢¤μ¡Ò¸É·μÉ
μ¡· §Ê¥É ¸²ÊÎ °´Ò° Ë· ±É ² ¸ · §³¥·´μ¸ÉÓÕ DF = ln 3/ ln 6 ≈ 0,613147.
�·μ¢¥¤¥³ Ë· ±É ²Ó´Ò°  ´ ²¨§ ÔÉμ£μ ± ¸± ¤  �a‘-³¥Éμ¤μ³.

‡ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ χ2 μÉ ¢¥²¨Î¨´Ò μ¸´μ¢ ´¨Ö P ¢ · §²¨Î´ÒÌ ´ ¡μ· Ì ¶·¥¤¸É -
¢²¥´  ´  ·¨¸. 9,  . �μ²μ¦¥´¨¥ £²μ¡ ²Ó´μ ³¨´¨³Ê³  P = 6 μ¶·¥¤¥²Ö¥É μ¶É¨-
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³ ²Ó´Ò° ´ ¡μ· · ¸¶·¥¤¥²¥´¨°, ±μ²¨Î¥¸É¢μ ¡¨´μ¢ ¢ ±μÉμ·μ³ ¨§³¥´Ö¥É¸Ö ± ±
¸É¥¶¥´Ó μ¸´μ¢ ´¨Ö Ï¥¸ÉÓ, Mi = 6i.

‡ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ±μ²¨Î¥¸É¢  ´¥´Ê²¥¢ÒÌ ¡¨´μ¢ N μÉ ±μ²¨Î¥¸É¢  ¡¨´μ¢ M ¤²Ö
μ¶É¨³ ²Ó´μ£μ ´ ¡μ·  · ¸¶·¥¤¥²¥´¨° ¶μ± § ´  ´  ·¨¸. 9, ¡. ‡´ Î¥´¨¥ Ë· ±-
É ²Ó´μ° · §³¥·´μ¸É¨ DF ≈ 0,613147, ±μ²¨Î¥¸É¢μ Ê·μ¢´¥° Nlev = Nfit−1 = 3
¨ ¶ ·Éμ´μ¢ ¢ ± ¦¤μ³  ±É¥ · ¸Ð¥¶²¥´¨Ö Npart = 3 μ¶·¥¤¥²ÖÕÉ¸Ö ´ ±²μ´μ³ b
ÊÎ ¸É±  ¡¥§ ¶² Éμ, ±μ²¨Î¥¸É¢μ³ ÉμÎ¥± ´  ÔÉμ³ ÊÎ ¸É±¥ ¨ ±μ²¨Î¥¸É¢μ³ ´¥´Ê²¥-
¢ÒÌ Ô²¥³¥´Éμ¢ ¢ ¶¥·¢μ³ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¨ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ.

‡ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ Ô²¥³¥´Éμ¢ (μ¸Ó X) ¨ ±μ²¨Î¥¸É¢  (μ¸Ó Y ) ³ ¸¸¨¢μ¢ ¸É·Ê±-
ÉÊ· μÉ Ê·μ¢´Ö ± ¸± ¤  (μ¸Ó Z) ¤²Ö μ¶É¨³ ²Ó´μ£μ ´ ¡μ·  ¡¨´μ¢ ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò
´  ·¨¸. 9, ¢. Œ ¸¸¨¢Ò ¸É·Ê±ÉÊ· ¢´ÊÉ·¨ ± ¦¤μ£μ Ê·μ¢´Ö ´¥ · ¢´Ò ¤·Ê£ ¤·Ê£Ê.
�Éμ Ê± §Ò¢ ¥É ´  ¸²ÊÎ °´Ò° É¨¶ ± ¸± ¤ .

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¶μ²ÊÎ¥´´Ò¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¶μ¤É¢¥·¦¤ ÕÉ, ÎÉμ PaC-³¥Éμ¤
¶μ§¢μ²Ö¥É  ´ ²¨§¨·μ¢ ÉÓ ¸²ÊÎ °´Ò¥ ± ¸± ¤Ò.

‡�Š‹�—…�ˆ…

Œ´μ£¨¥ ¶·μÍ¥¸¸Ò (³´μ¦¥¸É¢¥´´μ¥ ·μ¦¤¥´¨¥, Ë· £³¥´É Í¨Ö, . . . ) ¨ μ¡Ñ-
¥±ÉÒ ( ¤·μ´Ò, Ö¤· , ¸É·Ê¨, . . . ), ¨¸¸²¥¤Ê¥³Ò¥ ¢ Ë¨§¨±¥ ¢Ò¸μ±¨Ì Ô´¥·£¨°, μ¡² -
¤ ÕÉ ¸¢μ°¸É¢μ³ ¸ ³μ¶μ¤μ¡¨Ö. �´μ ¶·μÖ¢²Ö¥É¸Ö ¢ ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨¨ μ¤¨´ ±μ¢μ°
¸É·Ê±ÉÊ·Ò ´  · §²¨Î´ÒÌ ³ ¸ÏÉ ¡ Ì. ˆ§ÊÎ¥´¨¥ ¸¢μ°¸É¢ ¸ ³¨Ì μ¡Ñ¥±Éμ¢, ³¥-
Ì ´¨§³μ¢ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ¨Ì ¸μ¸É ¢²ÖÕÐ¨Ì ¨ ¶·μÍ¥¸¸  μ¡· §μ¢ ´¨Ö  ¤·μ´μ¢
¨ ¸É·Ê° É·¥¡Ê¥É · §¢¨É¨Ö ³¥Éμ¤μ¢, ¢ μ¸´μ¢¥ ±μÉμ·ÒÌ § ²μ¦¥´Ò ¸ ³μ¶μ¤μ¡´Ò¥
¸É·Ê±ÉÊ·Ò (μ¡Ñ¥±ÉÒ, § ±μ´Ò ¨Ì Ëμ·³¨·μ¢ ´¨Ö).

‚ · ¡μÉ¥ ¶·¥¤²μ¦¥´ ´μ¢Ò° ³¥Éμ¤ Ë· ±É ²Ó´μ£μ  ´ ²¨§ , ÊÎ¨ÉÒ¢ ÕÐ¨°
ÔÉ¨ É·¥¡μ¢ ´¨Ö. �´ ¢±²ÕÎ ¥É ¢ ¦´Ò¥ μ¸μ¡¥´´μ¸É¨ BC-³¥Éμ¤  (Box Counting
method), ¶·¨³¥´Ö¥³μ£μ ¤²Ö μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö Ë· ±É ²Ó´μ° · §³¥·´μ¸É¨ ³´μ¦¥¸É¢.

�·¨¢¥¤¥´Ò ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ É¥¸É¨·μ¢ ´¨Ö BC-³¥Éμ¤  ´  ¶·¨³¥·¥ ¶ ·Éμ´´μ£μ
²¨¢´Ö, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥£μ É·¨ ¤´μ³Ê ± ´Éμ·μ¢¸±μ³Ê ³´μ¦¥¸É¢Ê. “¸É ´μ¢²¥´μ
¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨¥ μ¶É¨³ ²Ó´μ£μ ´ ¡μ·  · ¸¶·¥¤¥²¥´¨°, ¶μ§¢μ²ÖÕÐ¥£μ μ¶·¥¤¥-
²¨ÉÓ Ë· ±É ²Ó´ÊÕ · §³¥·´μ¸ÉÓ ¸ ³ ±¸¨³ ²Ó´μ° ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ. �μ± § ´μ, ÎÉμ
§ ±μ´ Ëμ·³¨·μ¢ ´¨Ö Ë· ±É ²  ¸¢Ö§ ´ ¸ ±μ²¨Î¥¸É¢μ³ ¡¨´μ¢ ¢ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨ÖÌ
ÔÉμ£μ ´ ¡μ· .

� ¸¸³μÉ·¥´ ¡μ²¥¥ Ï¨·μ±¨° ±² ¸¸ ·¥£Ê²Ö·´ÒÌ ± ¸± ¤μ¢ ¸ ¤μ¶Ê¸É¨³Ò³¨ ¢
¶·μÍ¥¸¸¥ Ëμ·³¨·μ¢ ´¨Ö 1/k-³¨ Î ¸ÉÖ³¨ ¶·μ¸É· ´¸É¢ . “¸É ´μ¢²¥´μ, ÎÉμ ¤²Ö
É ±¨Ì ± ¸± ¤μ¢ μ¶É¨³ ²Ó´Ò¥ ´ ¡μ·Ò · ¸¶·¥¤¥²¥´¨° § ¢¨¸ÖÉ μÉ §´ Î¥´¨Ö k.
�É³¥É¨³, ÎÉμ BC-³¥Éμ¤ ´¥ ¸μ¤¥·¦¨É ¶·μÍ¥¤Ê·Ò ¶μ¨¸±  ¢¥²¨Î¨´Ò k.

‚ ¤ ´´μ° · ¡μÉ¥ ¶·¥¤²μ¦¥´ ´μ¢Ò° ³¥Éμ¤ �- ¤¨Î¥¸±¨Ì ¶μ±·ÒÉ¨° (� ‘-
³¥Éμ¤: P-adic Coverage method), ±μÉμ·Ò° ¶μ§¢μ²Ö¥É  ¢Éμ³ É¨Î¥¸±¨ ¢Ò¶μ²´¨ÉÓ
¶μ¨¸± μ¶É¨³ ²Ó´μ£μ ´ ¡μ·  · ¸¶·¥¤¥²¥´¨°. �¶¨¸ ´  ²£μ·¨É³, ·¥ ²¨§ÊÕÐ¨°
¶·¥¤² £ ¥³Ò° ³¥Éμ¤. �·μ¢¥¤¥´ Ë· ±É ²Ó´Ò°  ´ ²¨§ ·¥£Ê²Ö·´ÒÌ ¨ ¸²ÊÎ °´ÒÌ
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N - ·´ÒÌ ¶ ·Éμ´´ÒÌ ± ¸± ¤μ¢ ¸ ¤μ¶Ê¸É¨³Ò³¨ 1/k Î ¸ÉÖ³¨ η-¶·μ¸É· ´¸É¢ .
“¸É ´μ¢²¥´μ, ÎÉμ ¤ ´´Ò° ³¥Éμ¤ ¶μ§¢μ²Ö¥É ´ °É¨ μ¶É¨³ ²Ó´Ò° ´ ¡μ· · ¸¶·¥-
¤¥²¥´¨° ¤²Ö ¨¸¸²¥¤Ê¥³μ£μ ± ¸± ¤ , μ¶·¥¤¥²¨ÉÓ ¥£μ Ë· ±É ²Ó´ÊÕ · §³¥·´μ¸ÉÓ
¸ ³ ±¸¨³ ²Ó´μ° ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ, ±μ²¨Î¥¸É¢μ Ê·μ¢´¥° ¨ ¶ ·Éμ´μ¢ ¢ ± ¦¤μ³ · ¸-
Ð¥¶²¥´¨¨ ¢ ¶·μÍ¥¸¸¥ · §¢¨É¨Ö ²¨¢´Ö,   É ±¦¥ É¨¶ ± ¸± ¤  (·¥£Ê²Ö·´Ò° ¨²¨
¸²ÊÎ °´Ò°) ¨ ¥£μ ¸É·Ê±ÉÊ·Ê.
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