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Œ¥Éμ¤ ±μ´¥Î´ÒÌ · §´μ¸É¥° ¨ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ
Ê· ¢´¥´¨° ¢ ±μ´¥Î´μ³ ¢¨¤¥

‚´ Î ²¥ ¶μ± § ´μ, ÎÉμ ¸É ´¤ ·É´Ò¥ ¶μ¤Ìμ¤Ò ± ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Õ ¤¨ËË¥·¥´-
Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¢ ±μ´¥Î´μ³ ¢¨¤¥ ¸μ¤¥·¦ É ¸¸Ò²±Ê ´  Î¨¸²¥´´Ò¥ ³¥Éμ¤Ò
¶·μÏ²ÒÌ ¢¥±μ¢. „ ²¥¥ μ¶¨¸ ´ ±² ¸¸ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¶¥·¢μ£μ ¶μ-
·Ö¤± , ¤μ¶Ê¸± ÕÐ¨Ì · §´μ¸É´Ò¥ ¸Ì¥³Ò, ¸Î¥É ¶μ ±μÉμ·Ò³ ³μ¦´μ ¶·μ¤μ²¦ ÉÓ § 
¶μ¤¢¨¦´Ò¥ μ¸μ¡Ò¥ ÉμÎ±¨. �μ¸²¥ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ£μ ¢¢¥¤¥´¨Ö ³Ò μ¶¨¸Ò¢ ¥³ É ±ÊÕ
· §´μ¸É´ÊÕ ¸Ì¥³Ê ¤²Ö Ê· ¢´¥´¨Ö �¨±± É¨ ¨ ¤μ± §Ò¢ ¥³ ¥¥ ¸¢μ°¸É¢μ, Ê¶μ³Ö´Ê-
Éμ¥ ¢ÒÏ¥. ‚ § ±²ÕÎ¥´¨¥ ³Ò ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥³ (n, n)-¸Ì¥³Ò ¤²Ö ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ
Ê· ¢´¥´¨° 1-£μ ¶μ·Ö¤±  ± ± ¨Ì ¥¸É¥¸É¢¥´´μ¥ μ¡μ¡Ð¥´¨¥. ‡¤¥¸Ó ³Ò ¤μ± §Ò¢ ¥³,
ÎÉμ (1, 1)-¸Ì¥³Ò ¸ÊÐ¥¸É¢ÊÕÉ Éμ²Ó±μ ¤²Ö Ê· ¢´¥´¨Ö �¨±± É¨ ¨ ¨¸¸²¥¤Ê¥³ Ê¸²μ¢¨Ö
¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨Ö (2, 2)-¸Ì¥³Ò.

� ¡μÉ  ¢Ò¶μ²´¥´  ¢ ‹ ¡μ· Éμ·¨¨ ¨´Ëμ·³ Í¨μ´´ÒÌ É¥Ì´μ²μ£¨° �ˆŸˆ.

‘μμ¡Ð¥´¨¥ �¡Ñ¥¤¨´¥´´μ£μ ¨´¸É¨ÉÊÉ  Ö¤¥·´ÒÌ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨°. „Ê¡´ , 2018

Ayryan E. A., Malykh M. D., Sevastianov L. A. P11-2018-17
Finite Differences Method and Integration of the Differential
Equations in Finite Terms

We show that standard approaches to integration of the differential equations
in ˇnite terms contain the reference to numerical methods of the last centuries.
Further we describe the class of the differential equations of the ˇrst order allowing
good differential schemes. This means that the calculation by such scheme can be
continued after mobile singularities. After necessary introduction we describe such
one-to-one scheme for the Riccati equation and prove its property mentioned above.
In conclusion we present n-to-n schemes for 1st order differential equations as their
natural generalization. Here we prove that one-to-one schemes exist only for the
Raccati equation and investigate conditions of existence of 2-to-2 schemes.

The investigation has been performed at the Laboratory of Information Tech-
nologies, JINR.
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1.1. …¤¨´μμ¡· §¨¥ ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨Ì ³μ¤¥²¥°. Œμ¤¥²¨·μ¢ ´¨¥ μ¡Ö§ ´μ
¸¢μ¨³ ¶μÖ¢²¥´¨¥³ Éμ³Ê Ê¤¨¢¨É¥²Ó´μ³Ê μ¡¸ÉμÖÉ¥²Ó¸É¢Ê, ÎÉμ ¶·μÍ¥¸¸Ò, μÉ´μ¸Ö-
Ð¨¥¸Ö Î ¸Éμ ± ¸μ¢¥·Ï¥´´μ · §²¨Î´Ò³ μ¡² ¸ÉÖ³ ¥¸É¥¸É¢¥´´ÒÌ ´ Ê±, μ¶¨¸Ò¢ -
ÕÉ¸Ö μ¤´¨³¨ ¨ É¥³¨ ¦¥ Ê· ¢´¥´¨Ö³¨. …¤¨´μμ¡· §¨¥ ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨Ì ³μ¤¥²¥°
Ö¢²¥´¨°, ¶·¨´ ¤²¥¦ Ð¨Ì ± · §²¨Î´Ò³ μ¡² ¸ÉÖ³ ¥¸É¥¸É¢μ§´ ´¨Ö, Î ¸Éμ ´ -
Ìμ¤¨É Ë¨²μ¸μË¸±μ¥ μ¡ÑÖ¸´¥´¨¥, ´ ¶·¨³¥·, ¢ ¢¨¤¥ ¶·¨´Í¨¶  ¥¤¨´¸É¢  ³¨· ,
·¥¦¥ ¢ ¢¨¤¥ ¥¤±¨Ì § ³¥Î ´¨° μ¡ μÉ¸ÊÉ¸É¢¨¨ ¢μμ¡· ¦¥´¨Ö Ê ¨¸¸²¥¤μ¢ É¥²¥°,
±μÉμ·Ò¥ ³μ¦´μ μÉÒ¸± ÉÓ, ´ ¶·¨³¥·, ¢ ²¥±Í¨ÖÌ ”¥°´³ ´ . �¤´ ±μ ¸ÊÉÓ ÔÉμ£μ
¥¤¨´μμ¡· §¨Ö, ´  ´ Ï ¢§£²Ö¤, ³´μ£μ ¶·μÐ¥: § ±μ´Ò ¶·¨·μ¤Ò ¶·¨´ÖÉμ ¢Ò· -
¦ ÉÓ ¢ ¢¨¤¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°,   ÔÉ¨ ¶μ¸²¥¤´¨¥ μ¡ÒÎ´μ ¨³¥ÕÉ
¸²¨Ï±μ³ ¸²μ¦´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö, ÎÉμ¡Ò ¨Ì ³μ¦´μ ¡Ò²μ ¢Ò¶¨¸ ÉÓ ¢ ¸±μ²Ó±μ-
´¨¡Ê¤Ó μ¡μ§·¨³μ³ ¢¨¤¥. �μÔÉμ³Ê ¶·¨ ³μ¤¥²¨·μ¢ ´¨¨ μÉ¡¨· ÕÉ É¥ μ¸μ¡Ò¥
¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö, ¤²Ö ±μÉμ·ÒÌ ³μ¦´μ ¢Ò¶¨¸ ÉÓ ÉμÎ´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥
¢ ¸¨³¢μ²Ó´μ³ ¢¨¤¥.

�·¨³¥· 1.1. �·¨ ¨§ÊÎ¥´¨¨ ¶ ¤¥´¨Ö É¥² · ¸¸³ É·¨¢ ÕÉ ¤¢  ¢ ·¨ ´É  § -
¢¨¸¨³μ¸É¨ ¸μ¶·μÉ¨¢²¥´¨Ö ¢μ§¤ÊÌ  μÉ ¸±μ·μ¸É¨ É¥² : ¸¨²  ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´ 
¸±μ·μ¸É¨ ¨ ¸¨²  ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´  ±¢ ¤· ÉÊ ¸±μ·μ¸É¨. �·¨Î¨´Ò É ±μ£μ ¢Ò¡μ· 
¢μ¢¸¥ ´¥ ¢ Éμ³, ÎÉμ ¨³¥´´μ ÔÉ¨ ¤¢¥ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ Ìμ·μÏμ μ¶¨¸Ò¢ ÕÉ ¸μ¶·μ-
É¨¢²¥´¨¥ ¢μ§¤ÊÌ , ´μ ¢ Éμ³, ÎÉμ ¢ μ¡μ¨Ì ¸²ÊÎ ÖÌ ¤²Ö ¸±μ·μ¸É¨ ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö
Ê· ¢´¥´¨¥ �¨±± É¨, ±μÉμ·μ¥ ·¥Ï ¥É¸Ö ¨§¢¥¸É´Ò³ ¸¶μ¸μ¡μ³. 	μ²¥¥ Éμ£μ, §¤¥¸Ó
¶·¨ ²Õ¡μ³ ¤·Ê£μ³ ¢Ò¡μ·¥ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ ´¥ ¶μ²ÊÎ ÕÉ¸Ö Ê· ¢´¥´¨Ö, · §·¥Ï¨³Ò¥
¢ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ËÊ´±Í¨ÖÌ [1]. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¨§ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¸μμ¡· ¦¥´¨°
¡¥·¥É¸Ö ²¨ÏÓ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¥ μ Éμ³, ÎÉμ ¸¨²  § ¢¨¸¨É ¨³¥´´μ μÉ ¸±μ·μ¸É¨,  
¢¨¤ ÔÉμ° § ¢¨¸¨³μ¸É¨ ¡¥·¥É¸Ö É ±¨³, ÎÉμ¡Ò ³ É¥³ É¨Î¥¸± Ö ³μ¤¥²Ó ¶μ²ÊÎ¨-
² ¸Ó ®¶·μ¸Éμ°¯.

1.2. ’¥μ·¨Ö ƒ ²Ê  ¢ XIX ¢¥±¥. �·¨ ¸μ§¤ ´¨¨ ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ° ³μ¤¥²¨ Éμ£μ
¨²¨ ¨´μ£μ Ö¢²¥´¨Ö ¸É · ÕÉ¸Ö ÊÎ¥¸ÉÓ Ë¨§¨Î¥¸±¨¥ ¶·¨Î¨´Ò, μ¡Ê¸² ¢²¨¢ ÕÐ¨¥
ÔÉμ Ö¢²¥´¨¥, ¨ ÔÉ  ¸Éμ·μ´  ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ£μ ³μ¤¥²¨·μ¢ ´¨Ö ¢¸¥£¤  ´ Ìμ¤¨É¸Ö
¢ Í¥´É·¥ ¢´¨³ ´¨Ö ¨¸¸²¥¤μ¢ É¥²¥°. � ¶·μÉ¨¢, ¸μ§´ É¥²Ó´μ ´¨±μ£¤  ´¥ § -
¡μÉÖÉ¸Ö μ Éμ³, ÎÉμ¡Ò ¶μ²ÊÎ¨¢Ï Ö¸Ö ³μ¤¥²Ó ¡Ò²  ¶·μ¸Éμ°. ˆ´Ò³¨ ¸²μ¢ ³¨,
¨¸¸²¥¤μ¢ É¥²¨ ´¥ § ¡μÉÖÉ¸Ö, ÎÉμ¡Ò § ¤ Î , ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³ Ö ¢ ± Î¥¸É¢¥ ³μ¤¥²¨,

1



´¥ Éμ²Ó±μ ¡Ò²  ±μ··¥±É´μ°, ´μ ¨ ÎÉμ¡Ò ¥¥ ·¥Ï¥´¨¥ ³μ¦´μ ¡Ò²μ ¢Ò¶¨¸ ÉÓ ¢
¢¨¤¥ μ¡μ§·¨³μ° Ëμ·³Ê²Ò.

�μ ¢¸¥° ¢¨¤¨³μ¸É¨, ±² ¸¸¨±¨ ¥¸É¥¸É¢μ§´ ´¨Ö ´ ¤¥Ö²¨¸Ó ´  Éμ, ÎÉμ ’¢μ·¥Í
Ê¸É·μ¨² Œ¨· · Í¨μ´ ²Ó´μ. �μÔÉμ³Ê § ¤ Î¨, ¸μ¸É ¢²¥´´Ò¥ ¶μ ¢¥Î´Ò³ § ±μ´ ³
¶·¨·μ¤Ò, ¤μ²¦´Ò ·¥Ï ÉÓ¸Ö ¢ ±μ´¥Î´μ³ ¢¨¤¥, ´Ê¦´μ ²¨ÏÓ μÉÒ¸± ÉÓ ¶μ¤Ìμ¤Ö-
Ð¥¥ ¸¨³¢μ²Ó´μ¥ ¢Ò· ¦¥´¨¥. �¥·¢Ò¥ Ê¸¶¥Ì¨ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ³¥Ì ´¨±¨ ¢¶μ²´¥
¶μ¤É¢¥·¦¤ ²¨ ÔÉÊ ³Ò¸²Ó, ´¥Ê¤ Î¨ ¦¥ μ¡ÑÖ¸´Ö²¨¸Ó ¸²μ¦´μ¸ÉÓÕ ¸ ³¨Ì § ¤ Î.
�¤´ ±μ ¥Ð¥ ¢ ¶¥·¢μ° ¶μ²μ¢¨´¥ XVIII ¢¥±  ·Ö¤ ³¥Ì ´¨Î¥¸±¨Ì § ¤ Î ¶·¨¢¥² ±
´¥μ¡Ìμ¤¨³μ¸É¨ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö Ê· ¢´¥´¨Ö

dy

dx
= py2 + qy + r, p, q, r ∈ �[x], (1)

¢¸±μ·¥ ¶μ²ÊÎ¨¢Ï¥£μ ´ §¢ ´¨¥ Ê· ¢´¥´¨Ö �¨±± É¨ [14]. “¸¨²¨Ö ±·Ê¶´¥°Ï¨Ì
³ É¥³ É¨±μ¢ Éμ£μ ¢·¥³¥´¨, ¢ Éμ³ Î¨¸²¥ ‹¥°¡´¨Í  ¨ ˆ. ¨ „. 	¥·´Ê²²¨, ±
Ê¸¶¥ÌÊ ´¥ ¶·¨¢¥²¨ ¨ ¶μ¤£μÉμ¢¨²¨ ± ´ Î ²Ê XIX ¢¥±  ¶μÎ¢Ê ¤²Ö ± ´Éμ¢¸±μ£μ
¶¥·¥¢μ·μÉ  ¢μ¶·μ¸ : ± ±μ¢Ò ¤μ²¦´Ò ¡ÒÉÓ § ±μ´Ò ¶·¨·μ¤Ò ¤²Ö Éμ£μ, ÎÉμ¡Ò · -
Í¨μ´ ²Ó´μ¥ ¥¸É¥¸É¢μ§´ ´¨¥ ¡Ò²μ ¢μ§³μ¦´μ? ˆ´Ò³¨ ¸²μ¢ ³¨, ± ±μ¢Ò ¤μ²¦´Ò
¡ÒÉÓ Ê· ¢´¥´¨Ö, ÎÉμ¡Ò ³Ò ¢μμ¡Ð¥ ³μ£²¨ ¨Ì ·¥Ï¨ÉÓ? �Ö¤  ¢Éμ·μ¢ XIX ¢¥±  Å
´ Î. XX ¢¥±  ¢ Éμ° ¨²¨ ¨´μ° ³¥·¥ μ¡· Ð ²¨¸Ó ± É ±μ£μ ·μ¤  ¢μ¶·μ¸ ³. ‘ ÔÉμ°
ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö ³μ¦´μ · ¸¸³μÉ·¥ÉÓ ¨ · ¡μÉÒ ¶μ É¥μ·¨¨ ƒ ²Ê , ¨ ¢ ¶¥·¢ÊÕ μÎ¥-
·¥¤Ó · ¡μÉÒ ‹¨Ê¢¨²²Ö, ¨ · ¡μÉÒ ¶μ  ´ ²¨É¨Î¥¸±μ° É¥μ·¨¨ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó-
´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°.

�· ±É¨Î¥¸±μ¥ §´ Î¥´¨¥ ´ §¢ ´´ÒÌ · ¡μÉ ¡Ò²μ ´¥¤μμÍ¥´¥´μ ¸μ¢·¥³¥´´¨-
± ³¨, ´¥ ¢¨¤¥¢Ï¨³¨ §  ´¨³¨ ´¨± ±μ° ¶· ±É¨Î¥¸±μ° ¶μ²Ó§Ò ¤²Ö ¥¸É¥¸É¢¥´´ÒÌ
´ Ê±. �¤´ ±μ · §¢¨É¨¥ ±μ³¶ÓÕÉ¥·´μ°  ²£¥¡·Ò ¢μ§·μ¤¨²μ ¨´É¥·¥¸ ± ¸É ·Ò³
· ¡μÉ ³ ¶μ · §·¥Ï¨³μ¸É¨ ¢ ±μ´¥Î´μ³ ¢¨¤¥, ¢Ò¶μ²´¥´´Ò³ ¢μ ¢Éμ·μ° ¶μ²μ¢¨´¥
XIX ¢¥± .

�·¨³¥· 1.2. �· ±É¨Î¥¸± Ö ¢ ¦´μ¸ÉÓ · ¡μÉ ‹¨Ê¢¨²²Ö ¶·μÖ¸´¨² ¸Ó ²¨ÏÓ
¢ 1960-Ì ££., ¶·¨ ¸μ§¤ ´¨¨ ¶¥·¢μ£μ ¸¨³¢μ²Ó´μ£μ ¨´É¥£· Éμ·  [2]. ‚ 1830-Ì ££.
‹¨Ê¢¨²²Ó ¨¸¸²¥¤μ¢ ² ¢μ¶·μ¸ μ ¢μ§³μ¦´μ¸É¨ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ¢ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ
ËÊ´±Í¨ÖÌ. ‚ XIX ¢¥±¥ ¸ ³Ò³ ¨§¢¥¸É´Ò³ ·¥§Ê²ÓÉ Éμ³ É¥μ·¨¨ ‹¨Ê¢¨²²Ö ¡Ò²μ
ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¥ μ Éμ³, ÎÉμ ¨´É¥£· ² μÏ¨¡μ±∫

e−x2
dx

´¥ ¡¥·¥É¸Ö ¢ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ËÊ´±Í¨ÖÌ. �· ±É¨Î¥¸± Ö ¶μ²Ó§  μÉ ÔÉμ£μ ÊÉ¢¥·-
¦¤¥´¨Ö ´¥ ¢¥²¨± , μ´μ ²¨ÏÓ ¶μÖ¸´Ö¥É, ¶μÎ¥³Ê ¢μ ¢¸¥Ì ÊÎ¥¡´¨± Ì ¶μ É¥μ·¨¨
¢¥·μÖÉ´μ¸É¥° ¢ ±μ´Í¥ ¨³¥¥É¸Ö É ¡²¨Í  §´ Î¥´¨° ¨´É¥£· ²  μÏ¨¡μ±. ‚ 1959 £.
„¦. ‘²¥£²Ó ¢ ¶·μÍ¥¸¸¥ · §· ¡μÉ±¨ ¸¢μ¥£μ ¸¨³¢μ²Ó´μ£μ ¨´É¥£· Éμ·  Saint ¨¸-
¶·μ¡μ¢ ² ³´μ¦¥¸É¢μ ¢ ·¨ ´Éμ¢ Ëμ·³ ²¨§ Í¨¨ ¸É ´¤ ·É´ÒÌ ³¥Éμ¤μ¢ μÉÒ¸± -
´¨Ö ¨´É¥£· ²μ¢ ¢ ¸¨³¢μ²Ó´μ³ ¢¨¤¥, μ¤´ ±μ ¢¸¥ μ´¨ μ± § ²¨¸Ó μ¤¨´ ±μ¢μ ¶²μÌμ
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 ²£μ·¨É³¨§¨·Ê¥³Ò. ‚ ¸¥·¥¤¨´¥ 1960-Ì ££., ¶·¨ ´ ¶¨¸ ´¨¨ ´μ¢μ£μ ¨´É¥£· -
Éμ· , Œμ§¥¸ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ² ¤²Ö ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ ¢Ò· ¦¥´¨°
±μ´¸É·Ê±Í¨¨, ¨§¢²¥Î¥´´Ò¥ ¨§ · ¡μÉ ‹¨Ê¢¨²²Ö. —ÊÉÓ ¶μ§¦¥ ¶μÖ¢¨²¸Ö μ¸´μ¢ ´-
´Ò° ´  ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ° É¥μ·¨¨ ƒ ²Ê   ²£μ·¨É³ �¨Ï  [3], ·¥ ²¨§ Í¨¨ É¥Ì
¨²¨ ¨´ÒÌ Ô²¥³¥´Éμ¢ ±μÉμ·μ£μ ²¥¦ É ¢ μ¸´μ¢¥ ¶μÎÉ¨ ¢¸¥Ì ¸μ¢·¥³¥´´ÒÌ ¸¨³-
¢μ²Ó´ÒÌ ¨´É¥£· Éμ·μ¢, §  ¨¸±²ÕÎ¥´¨¥³ · §¢¥ ²¨ÏÓ �Ê¡¨ �²Ó¡¥·É  �¨Î  [4].

1.3. �·μ¸É Ö ³μ¤¥²Ó. ‚§£²Ö´¥³ É¥¶¥·Ó ´  Ê¸¨²¨Ö  ¢Éμ·μ¢ XIX ¢¥±  ¸
¶μ§¨Í¨° ±μ´Í¥¶Í¨¨ ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ£μ ³μ¤¥²¨·μ¢ ´¨Ö. �·¨ ¸μ§¤ ´¨¨ ³μ¤¥²¨
Éμ£μ ¨²¨ ¨´μ£μ Ö¢²¥´¨Ö ´¥¢μ§³μ¦´μ ÊÎ¥¸ÉÓ ¢¸¥ ¢μ¢²¥Î¥´´Ò¥ ¢ ´¥£μ Ë¨§¨-
Î¥¸±¨¥ Ö¢²¥´¨Ö, ¶μÔÉμ³Ê ²Õ¡μ¥ Ö¢²¥´¨¥ ¤μ¶Ê¸± ¥É ´¥ μ¤´Ê ³μ¤¥²Ó,   Í¥²μ¥
¸¥³¥°¸É¢μ ³μ¤¥²¥°, ¢¶¨¸ ´´ÒÌ ¢ ¸¢μ¥£μ ·μ¤  ¨¥· ·Ì¨Õ. �  ¶¥·¢μ³ ÔÉ ¶¥ ³μ-
¤¥²¨·μ¢ ´¨Ö ÌμÎ¥É¸Ö ¨³¥ÉÓ £·Ê¡ÊÕ, ´μ ´ £²Ö¤´ÊÕ ³μ¤¥²Ó. ‘ ÔÉμ° Í¥²ÓÕ, ´¥
¢¸¥£¤  μÉ¤ ¢ Ö ¸¥¡¥ μÉÎ¥É ¢ ÔÉμ³, ¨¸¶μ²Ó§ÊÕÉ ³μ¤¥²¨, μ¶¨¸Ò¢ ÕÐ¨¥¸Ö ¤¨Ë-
Ë¥·¥´Í¨ ²Ó´Ò³¨ Ê· ¢´¥´¨Ö³¨, · §·¥Ï¨³Ò³¨ ¢ ¸¨³¢μ²Ó´μ³ ¢¨¤¥. �μ²Ó§  μÉ
É ±μ£μ ¢Ò¡μ·  ¤¢μÖ± Ö:

• ´  ·¥Ï¥´¨¥ § ¤ Î¨ ´¥ ´Ê¦´μ É· É¨ÉÓ ¢ÒÎ¨¸²¨É¥²Ó´Ò¥ ·¥¸Ê·¸Ò;
• ·¥Ï¥´¨¥ μ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö ´¥¸²μ¦´μ° Ëμ·³Ê²μ°, ±μÉμ·μ° ¢¸¥£¤  ³μ¦´μ ¶·¨-

¤ ÉÓ Ë¨§¨Î¥¸±¨° ¸³Ò¸².
�μ¶ÒÉ±¨ ³μ¤¥²¨·μ¢ ÉÓ Éμ ¨²¨ ¨´μ¥ Ö¢²¥´¨¥ ¸· §Ê, ³¨´ÊÖ ÔÉ ¶ £·Ê¡μ°, ´μ

¶μ´ÖÉ´μ° ³μ¤¥²¨, ¶·¨¢μ¤ÖÉ ± ·¥§Ê²ÓÉ É ³, ¨´É¥·¶·¥É Í¨Ö ±μÉμ·ÒÌ É·¥¡Ê¥É
§´ Î¨É¥²Ó´ÒÌ Ê¸¨²¨°.

�·¨³¥· 1.3. �Î¥´Ó Î ¸Éμ ¶ÒÉ ÕÉ¸Ö μ¶¨¸ ÉÓ · ¸¶·μ¸É· ´¥´¨¥ Ô²¥±É·μ-
³ £´¨É´ÒÌ ¢μ²´ ¸· §Ê ¶μ ³¥Éμ¤Ê ±μ´¥Î´ÒÌ · §´μ¸É¥°, ¶μ¸É ¢¨¢ ´¨Î¥³ ´¥
μ¶· ¢¤ ´´Ò¥ £· ´¨Î´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö. ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö μÎ¥´Ó £·Ê¡ Ö ¨§-
§  £· ´¨Î´ÒÌ Ê¸²μ¢¨° ³μ¤¥²Ó, ±μÉμ· Ö ´¥ ¤μ¶Ê¸± ¥É ·¥Ï¥´¨Ö ¢ ¸¨³¢μ²Ó´μ³
¢¨¤¥ ¨ ¶μ ÔÉμ° ¶·¨Î¨´¥ É·¥¡Ê¥É ¸μ§¤ ´¨Ö ·¥¸Ê·¸μ¥³±μ£μ ±μ³¶²¥±¸  ¶·μ£· ³³
¤²Ö ¸¢μ¥£μ  ´ ²¨§ . �·¨ ÔÉμ³ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ¤ ÕÉ §´ Î¥´¨Ö ¤²Ö ¶μ²¥° ¢ É¥Ì
¨²¨ ¨´ÒÌ ÉμÎ± Ì ¶·μ¸É· ´¸É¢  ¨ ¤ ²¥¥ É·¥¡Ê¥É¸Ö ³´μ£μ Ê¸¨²¨°, ÎÉμ¡Ò ÌμÉÖ
± ±-Éμ ¢¨§Ê ²¨§¨·μ¢ ÉÓ ÔÉ¨ ¤ ´´Ò¥. �μÔÉμ³Ê ´  ¶· ±É¨±¥ ¶·¥¤¶μÎ¨É ÕÉ ¤·Ê-
£¨¥ Î¨¸²¥´´μ- ´ ²¨É¨Î¥¸±¨¥ ¶μ¤Ìμ¤Ò, ´ ¶·¨³¥·, · §²μ¦¥´¨¥ ´  ³μ¤Ò, ±μ£¤ 
¢ÒÎ¨¸²Ö¥³Ò¥ ¶ · ³¥É·Ò ¸· §Ê ¨³¥ÕÉ ¶μ´ÖÉÒ° Ë¨§¨Î¥¸±¨° ¸³Ò¸².

’ ±μ° ¶μ¤Ìμ¤ ± ³μ¤¥²¨·μ¢ ´¨Õ ¢μ§¢· Ð ¥É ± ¸É ·μ° ¨¤¥¥ μÉÒ¸± ´¨Ö
Ê· ¢´¥´¨°, · §·¥Ï¨³ÒÌ ¢ Éμ³ ¨²¨ ¨´μ³ ¸³Ò¸²¥, ´μ ´  ´μ¢μ³ Ê·μ¢´¥. ’¥¶¥·Ó
³Ò ´¥ ¶·¥¤¶μ² £ ¥³, ÎÉμ ’¢μ·¥Í Ê¸É·μ¨² Œ¨· · Í¨μ´ ²Ó´μ ¨ ¶μÔÉμ³Ê ¢¥Î´Ò¥
§ ±μ´Ò ¶·¨·μ¤Ò ¤μ²¦´Ò ¨´É¥£·¨·μ¢ ÉÓ¸Ö ¢ ¸¨³¢μ²Ó´μ³ ¢¨¤¥. ŒÒ ²¨ÏÓ Ìμ-
É¨³, ÎÉμ¡Ò ¶¥·¢Ò¥ £·Ê¡Ò¥ ³μ¤¥²¨ ¨³¥²¨ ± ± ³μ¦´μ ¡μ²¥¥ ¶·μ¸Éμ¥ ·¥Ï¥´¨¥.
‚μ§¢· Ð Ö¸Ó ± ¶·¨³¥·Ê 1.1, ³μ¦´μ ¸± § ÉÓ É ±: ³Ò ´¥ ¸Î¨É ¥³, ÎÉμ ¢ ·¥-
 ²Ó´ÒÌ Ô±¸¶¥·¨³¥´É Ì ¸¨²  ¤μ²¦´  ¡ÒÉÓ ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´  ¸±μ·μ¸É¨ ¨²¨ ¥¥
±¢ ¤· ÉÊ, ¶μ¸±μ²Ó±Ê Œ¨· ¤μ²¦¥´ ¡ÒÉÓ ¶μ¸É¨¦¨³, ´μ ¤²Ö £·Ê¡ÒÌ ³μ¤¥²¥° ¡Ê-
¤¥³ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ¨³¥´´μ ¤¢¥ ÔÉ¨ § ¢¨¸¨³μ¸É¨, ¶μ¸±μ²Ó±Ê ¢ ´ Î ²μ ¨¥· ·Ì¨¨
³μ¤¥²¥° ÌμÉ¨³ ¶μ²μ¦¨ÉÓ ³μ¤¥²Ó ¶·μ¸ÉÊÕ.
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1.4. Š ±¨¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö ¨´É¥£·¨·ÊÕÉ¸Ö ¢ CAS? �μ-
¶ÒÉ ¥³¸Ö É¥¶¥·Ó ¤ ÉÓ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ ¶μ´ÖÉ¨Ö ®¶·μ¸É Ö ³μ¤¥²Ó¯. �  ¶· ±É¨±¥
¸μ¸É ¢²¥´¨¥ ¶·μ¸ÉÒÌ ³μ¤¥²¥° μ¸´μ¢Ò¢ ¥É¸Ö ´  ¶¥·¥¡μ·¥. ‚ ¸ ³μ³ ¤¥²¥, ¶·¨
¸μ¸É ¢²¥´¨¨ ³μ¤¥²¨ ¢¸¥£¤  ¨³¥¥É¸Ö ´¥±μÉμ·Ò° ¶·μ¨§¢μ², ¶μÔÉμ³Ê ¶·μ¡ÊÕÉ
· §²¨Î´Ò¥ ³μ¤¥²¨ ¤μ É¥Ì ¶μ·, ¶μ±  É  ¨²¨ ¨´ Ö ¢Ò¡· ´´ Ö ¨¸¸²¥¤μ¢ É¥²¥³
¸¨¸É¥³  ±μ³¶ÓÕÉ¥·´μ°  ²£¥¡·Ò (CAS) ´¥ ¸³μ¦¥É ¥¥ ¶·μ¨´É¥£·¨·μ¢ ÉÓ ¢ ¸¨³-
¢μ²Ó´μ³ ¢¨¤¥. ’ ±μ° ¶μ¤Ìμ¤ ¤¥² ¥É ¶μ´ÖÉ¨¥ ®¶·μ¸Éμ° ³μ¤¥²¨¯ § ¢¨¸ÖÐ¨³ μÉ
±μ´±·¥É´μ° ·¥ ²¨§ Í¨¨ ³¥Éμ¤μ¢ ¸¨³¢μ²Ó´μ£μ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ¤¨ËË¥·¥´Í¨-
 ²Ó´ÒÌ ¨ É¥³ ¸ ³Ò³ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ ¶·¨´¨¦ ¥É §´ Î¥´¨¥ ÔÉμ£μ ¢ ¦´¥°Ï¥£μ ¸
´ Ï¥° ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö ¶μ´ÖÉ¨Ö ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ£μ ³μ¤¥²¨·μ¢ ´¨Ö.

‡´ Ö  ²£μ·¨É³Ò, ·¥ ²¨§μ¢ ´´Ò¥ ¢ CAS, ³μ¦´μ ¶·¨³¥·´μ ¸μ¸É ¢¨ÉÓ ¶·¥¤-
¸É ¢²¥´¨¥ μ Éμ³, ± ±¨¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö ¡Ê¤ÊÉ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ¸Ö
¤²Ö ¸μ§¤ ´¨Ö ¶·μ¸ÉÒÌ ³μ¤¥²¥° ¢ · ³± Ì ÔÉμ£μ ¶μ¤Ìμ¤ . � ¸¸³μÉ·¨³, ± ± CAS
¨´É¥£·¨·ÊÕÉ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥

p(x, y)dx + q(x, y)dy = 0, (2)

£¤¥ p ¨ q Å · Í¨μ´ ²Ó´Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ ¶¥·¥³¥´´ÒÌ x ¨ y. Š ± Ê¦¥ μÉ³¥-
Î ²μ¸Ó ¢ÒÏ¥ ¶·¨ μ¡¸Ê¦¤¥´¨¨ ¶·¨³¥·  1.2, ¤²Ö μÉÒ¸± ´¨Ö ¶¥·¢μμ¡· §´ÒÌ ¢
¸¨³¢μ²Ó´μ³ ¢¨¤¥  ²£μ·¨É³Ò, μ¸´μ¢ ´´Ò¥ ´  · ¡μÉ Ì ‹¨Ê¢¨²²Ö, Ê¦¥ ´ Ï²¨
Ï¨·μ±μ¥ ¶·¨³¥´¥´¨¥ ¢ ±μ³¶ÓÕÉ¥·´μ°  ²£¥¡·¥. � ¶·μÉ¨¢, ¤²Ö ¨´É¥£·¨·μ¢ -
´¨Ö ¢ ¸¨³¢μ²Ó´μ³ ¢¨¤¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¶·¨³¥´ÖÕÉ¸Ö ¢¥¸Ó³ 
¸¶¥Í¨Ë¨Î¥¸±¨¥  ²£μ·¨É³Ò, Î ¸Éμ ´¥ ¢¶μ²´¥ ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ μÉ´μ¸¨³Ò¥ ± £·Ê¶¶μ-
¢μ³Ê  ´ ²¨§Ê ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°. �·¨ ¡²¨¦ °Ï¨° · ¸¸³μÉ·¥´¨¨
´¥É·Ê¤´μ § ³¥É¨ÉÓ, ÎÉμ ± ± ¢ ¸É ·ÒÌ ¸¨¸É¥³ Ì ±μ³¶ÓÕÉ¥·´μ°  ²£¥¡·Ò, É ± ¨
¢ ´μ¢ÒÌ, ·¥ ²¨§μ¢ ´  μ¤´  ¨ É  ¦¥ ¨¤¥Ö: ¨Ð¥É¸Ö ¨´É¥£·¨·ÊÕÐ¨° ³´μ¦¨É¥²Ó
Éμ£μ ¨²¨ ¨´μ£μ ¢¨¤ .

Soldier. �¥·¢Ò° ¸¨³¢μ²Ó´Ò° ¨´É¥£· Éμ· ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°
Soldier [2] ¡Ò² ´ ¶¨¸ ´ „¦. Œμ§¥¸μ³ (Joel Moses) ¢ ´ Î ²¥ 1960-Ì £μ¤μ¢
¨ ¢ ¤μ· ¡μÉ ´´μ³ ¢¨¤¥ ¤μ ¸¨Ì ¶μ· Ê¶μÉ·¥¡²Ö¥É¸Ö ¢ Maxima. �ÉμÉ ¨´É¥£· -
Éμ· Ê³¥² μ¶·¥¤¥²ÖÉÓ ¶·μ¸É¥°Ï¨¥ É¨¶Ò ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¶μ ¢¨¤Ê
ËÊ´±Í¨¨ p/q ¨ ¢ÒÎ¨¸²ÖÉÓ ¨´É¥£·¨·ÊÕÐ¨° ³´μ¦¨É¥²Ó ¢ ´¥±μÉμ·ÒÌ ¸²ÊÎ ÖÌ.
�´ Ê¸¶¥Ï´μ ¸¶· ¢²Ö²¸Ö ¸ ÊÎ¥¡´Ò³¨ ¶·¨³¥· ³¨ ¡² £μ¤ ·Ö μÎ¥´Ó ¶·μ¸Éμ³Ê, ´μ
ÔËË¥±É¨¢´μ³Ê  ²£μ·¨É³Ê μÉÒ¸± ´¨Ö ¨´É¥£·¨·ÊÕÐ¥£μ ³´μ¦¨É¥²Ö. ‚ μ¸´μ¢¥
·¥ ²¨§μ¢ ´´μ£μ Œμ§¥¸μ³ ³¥Éμ¤  ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ²¥¦¨É ¸²¥¤ÊÕÐ¥¥ ÊÉ¢¥·¦¤¥-
´¨¥: Ê· ¢´¥´¨¥ (2) ¤μ¶Ê¸± ¥É ¨´É¥£·¨·ÊÕÐ¨° ³´μ¦¨É¥²Ó, § ¢¨¸ÖÐ¨° Éμ²Ó±μ
μÉ x, ¢ Éμ³ ¨ Éμ²Ó±μ ¢ Éμ³ ¸²ÊÎ ¥, ±μ£¤ 

1
q

(
∂p

∂y
− ∂q

∂x

)
´¥ § ¢¨¸¨É μÉ y. �ÉμÉ ³´μ¦¨É¥²Ó ³μ¦´μ ¢ÒÎ¨¸²¨ÉÓ ¶μ Ëμ·³Ê²¥

μ = exp
(∫ (

∂p

∂y
− ∂q

∂x

)
dx

q

)
.
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„²Ö · Í¨μ´ ²Ó´ÒÌ ËÊ´±Í¨° p ¨ q ¶·μ¢¥·±  Ê¸²μ¢¨Ö

∂

∂y

1
q

(
∂p

∂y
− ∂q

∂x

)
= 0

μÉ´μ¸¨É¸Ö ± Î¨¸²Ê ¸É ´¤ ·É´ÒÌ § ¤ Î ±μ³¶ÓÕÉ¥·´μ°  ²£¥¡·Ò, ¶μÔÉμ³Ê ÔÉμ
ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¥ ¤ ¥É ¢¥¸Ó³  ¶·μ¸Éμ° ¸¶μ¸μ¡ μÉÒ¸± ´¨Ö ³´μ¦¨É¥²Ö ¢¨¤  μ(x),
¥¸²¨ É ±μ¢μ° ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É. �ÉÒ¸± ¢ μ ¶μ Ö¢´μ° Ëμ·³Ê²¥, ¸¨¸É¥³  ¸μ¸É ¢²Ö¥É
±¢ ¤· ÉÊ·Ê ∫

μ(x)(pdx + qdy) = C.

�μ¸²¥ ÔÉμ£μ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ¢ÒÎ¨¸²¨ÉÓ ¨´É¥£· ²Ò ¢ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ËÊ´±Í¨ÖÌ.
‡¤¥¸Ó ¨¸¶μ²Ó§ÊÕÉ¸Ö É¥ ¨²¨ ¨´Ò¥ Ô²¥³¥´ÉÒ  ²£μ·¨É³  �¨Ï , ¶·¨ ÔÉμ³ ´¨ μ¤´ 
¸¨¸É¥³  ±μ³¶ÓÕÉ¥·´μ°  ²£¥¡·Ò ´¥ £ · ´É¨·Ê¥É, ÎÉμ ¢ ¸²ÊÎ ¥ ´¥Ê¤ Î¨ ¨´É¥-
£· ² ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ ´¥ ¡¥·¥É¸Ö ¢ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ËÊ´±Í¨ÖÌ. ‚ ¸²ÊÎ ¥ Ê¸¶¥Ì  ¢
´¥±μÉμ·ÒÌ ¸¨¸É¥³ Ì ¢Ò¤ ¥É¸Ö É· ´¸Í¥´¤¥´É´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥

F (x, y) = C,

¢ ´¥±μÉμ·ÒÌ ¤·Ê£¨Ì, ´ ¶·¨³¥·, ¢ Maple, ¶·¥¤¶·¨´¨³ ¥É¸Ö ¶μ¶ÒÉ±  ·¥Ï¨ÉÓ
ÔÉμ Ê· ¢´¥´¨¥ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ y. �·¨ ÔÉμ³ ³μ£ÊÉ ¶μÖ¢¨ÉÓ¸Ö ´¥Ô²¥³¥´É ·´Ò¥
ËÊ´±Í¨¨, ´ ¶·¨³¥·, W-ËÊ´±Í¨Ö ‹ ³¡¥·É .

�Î¥¢¨¤´Ò³ ´¥¤μ¸É É±μ³ Ê± § ´´μ£μ ³¥Éμ¤  μÉÒ¸± ´¨Ö ¨´É¥£·¨·ÊÕÐ¥£μ
³´μ¦¨É¥²Ö Ö¢²Ö¥É¸Ö Éμ μ¡¸ÉμÖÉ¥²Ó¸É¢μ, ÎÉμ ´ ²¨Î¨¥ ¨²¨ μÉ¸ÊÉ¸É¢¨¥ Ê ¤¨ËË¥-
·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ³´μ¦¨É¥²Ö, § ¢¨¸ÖÐ¥£μ Éμ²Ó±μ μÉ x ¨²¨ Éμ²Ó±μ μÉ y,
μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö Ëμ·³μ° § ¶¨¸¨ Ê· ¢´¥´¨Ö. �Éμ μ§´ Î ¥É, ÎÉμ Ê¸¶¥Ì ¨²¨ ´¥Ê¤ Î 
¢ μÉÒ¸± ´¨¨ ¸¨³¢μ²Ó´μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö § ¢¨¸¨É μÉ
Ëμ·³Ò ¥£μ § ¶¨¸¨. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¤²Ö ²¨Í, · ¡μÉ ÕÐ¨Ì ¢ ¸É ·ÒÌ ¸¨¸É¥-
³ Ì ±μ³¶ÓÕÉ¥·´μ°  ²£¥¡·Ò, ¶·μ¸ÉμÉ  ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö § ¢¨¸¨É
¤ ¦¥ μÉ Ëμ·³Ò § ¶¨¸¨ Ê· ¢´¥´¨Ö.

Abaco. “± § ´´Ò° ´¥¤μ¸É Éμ± ¡Ò² Ê¸É· ´¥´ ¸· ¢´¨É¥²Ó´μ ´¥¤ ¢´μ, ¢
2000-Ì ££., ¸·¥¤¸É¢ ³¨ £·Ê¶¶μ¢μ£μ  ´ ²¨§ . ‘ ³ £·Ê¶¶μ¢μ°  ´ ²¨§ ¤¨ËË¥·¥´-
Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¡Ò² ¸μ§¤ ´ ‘μËÊ¸μ³ ‹¨ ¢ 1880-Ì ££. ± ±  ²ÓÉ¥·´ É¨¢ 
¤²Ö Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ³¥Éμ¤μ¢ ¨Ì ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö. ‘¢Ö§Ó ³¥¦¤Ê £·Ê¶¶ ³¨ ¸¨³³¥-
É·¨° ¨ ¨´É¥£·¨·ÊÕÐ¨³¨ ³´μ¦¨É¥²Ö³¨ ¤ ¥É¸Ö §´ ³¥´¨Éμ° É¥μ·¥³μ° ‹¨: ¥¸²¨
μ¤´μ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±μ¥ ¸¥³¥°¸É¢μ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨°

x1 = x0 + ξ(x0, y0)ε + . . . y1 = y0 + η(x0, y0)ε + . . .

¶¥·¥¢μ¤¨É ¨´É¥£· ²Ó´Ò¥ ±·¨¢Ò¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ¢ ¤·Ê£¨¥ ¨´É¥-
£· ²Ó´Ò¥ ±·¨¢Ò¥ ÔÉμ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö, Éμ ¨´É¥£·¨·ÊÕÐ¨° ³´μ¦¨É¥²Ó ÔÉμ£μ Ê· ¢-
´¥´¨Ö ³μ¦´μ ¢ÒÎ¨¸²¨ÉÓ ¶μ Ëμ·³Ê²¥

μ =
1

pξ + qη
;
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¶·¨ ÔÉμ³ ¶ ·Ê ξ, η ´ §Ò¢ ÕÉ ¨´Ë¨´¨É¥§¨³ ²Ó´Ò³ μ¶¥· Éμ·μ³. ‚ ÊÎ¥¡´μ°
²¨É¥· ÉÊ·¥ ¢¸¥£¤  ¶μ¤Î¥·±¨¢ ²μ¸Ó, ÎÉμ § ¤ Î  μ¡ μÉÒ¸± ´¨¨ É ±¨Ì ¶·¥μ¡· -
§μ¢ ´¨° ´¥ ¶·μÐ¥ § ¤ Î¨ μ¡ μÉÒ¸± ´¨¨ ¨´É¥£·¨·ÊÕÐ¥£μ ³´μ¦¨É¥²Ö, μ¤´ ±μ
¢¢¨¤Ê ¡μ²ÓÏ¥° ´ £²Ö¤´μ¸É¨ ÔÉμ£μ μ¡Ñ¥±É  ¶μ¤Ìμ¤ ‹¨ μÉ±·Ò¢ ¥É ¶·μ¸Éμ· ¤²Ö
¶·¨³¥´¥´¨Ö ®£¥μ³¥É·¨Î¥¸±μ° ¨´ÉÊ¨Í¨¨¯ [5].

Šμ²²¥±É¨¢ ¶μ¤ ·Ê±μ¢μ¤¸É¢μ³ �. —¥¡-’¥·· ¡  (E.S. Cheb-Terrab) ¸μ§¤ ²
¨ Ê¸¶¥Ï´μ ·¥ ²¨§μ¢ ² ´  Maple ³¥Éμ¤ μÉÒ¸± ´¨Ö ¸¨³³¥É·¨° ¤¨ËË¥·¥´Í¨-
 ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°. � ±¥É ¶μ²ÊÎ¨² ´ §Ò¢ ´¨¥ DETools, ´  ¤ ´´Ò° ³μ³¥´É μ´
¸¶μ¸μ¡¥´ ¢ÒÎ¨¸²¨ÉÓ ¶μ¤ ¢²ÖÕÐ¥¥ ¡μ²ÓÏ¨´¸É¢μ ¶·¨³¥·μ¢, ¸μ¡· ´´ÒÌ ¢ ¸¶· -
¢μÎ´¨±¥ Š ³±¥ [6], ¨, ¢¥·μÖÉ´μ, Ö¢²Ö¥É¸Ö ´ ¨¡μ²¥¥ Ê¶μÉ·¥¡¨É¥²Ó´Ò³ ¨ ³μÐ-
´Ò³ ¶ ±¥Éμ³ ¤²Ö ¸¨³¢μ²Ó´μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö μ¡Ò±´μ¢¥´´ÒÌ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ
Ê· ¢´¥´¨° ¶¥·¢μ£μ ¶μ·Ö¤± . Š²ÕÎμ³ ± ÔÉμ³Ê Ê¸¶¥ÌÊ ¸É ² ³¥Éμ¤, ¶μ²ÊÎ¨¢Ï¨°
´ §¢ ´¨¥ �¡ ±.

‚ · ³± Ì ÔÉμ£μ ¶μ¤Ìμ¤  ¤²Ö § ¤ ´´μ£μ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö
¨ÐÊÉ ¶ ·Ê ËÊ´±Í¨° ξ, η ¢ ¢¨¤¥

ξ = 0, η = f(x)

¨ ¥³Ê ¶μ¤μ¡´μ³, ¶μ¸É¥¶¥´´μ Ê¸²μ¦´ÖÖ ¢¨¤ § ¢¨¸¨³μ¸É¨. �·¨ ÔÉμ³ ± ¦¤Ò°
· § Ê¤ ¥É¸Ö ¶·μ¢¥·¨ÉÓ ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨¥ ¸¨³³¥É·¨° ¨¸±μ³μ£μ ¢¨¤  Ê § ¤ ´´μ£μ
¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö §  ±μ´¥Î´μ¥ Î¨¸²μ ¤¥°¸É¢¨°.

�·¨³¥· 1.4. “· ¢´¥´¨¥

x(y + 4)dy = (y2 + 2y + 2x)dx,

¨³¥ÕÐ¥¥¸Ö ¢ ¸¶· ¢μÎ´¨±¥ Š ³±¥ §  º236, ´¥²Ó§Ö ¶·μ¨´É¥£·¨·μ¢ ÉÓ ¢ Max-
ima, ´μ ¶ ±¥É DETools ¤²Ö Maple ¶μ§¢μ²Ö¥É μÉÒ¸± ÉÓ ¶μ �¡ ±Ê ´¥¸±μ²Ó±μ ¥£μ
¸¨³³¥É·¨°, ¢ Éμ³ Î¨¸²¥

ξ = x2 + 4x, η = x(y + 4).

�É¶· ¢´μ° ÉμÎ±μ° ¤²Ö μÉÒ¸± ´¨Ö ¸¨³³¥É·¨° ¶μ �¡ ±Ê Ö¢²Ö¥É¸Ö É  ¦¥
¨¤¥Ö, ÎÉμ ¨ ¢  ²£μ·¨É³¥ Œμ§¥¸ : Œμ§¥¸ ¨Ð¥É ³´μ¦¨É¥²¨ ¢¨¤  μ = f(x) ¨²¨
μ = f(y),   �¡ ± Å ¨´Ë¨´¨É¥§¨³ ²Ó´Ò¥ μ¶¥· Éμ·Ò ¢¨¤  {ξ = 0, η = f(x)}
¨ É. ¤., ÎÉμ ¤ ¥É ³´μ¦¨É¥²¨ ¢¨¤ 

μ =
1

yf(x)

¨ É. ¤. �É¸Õ¤ , ³¥¦¤Ê ¶·μÎ¨³, Ìμ·μÏμ ¢¨¤´μ, ÎÉμ Ê¸¶¥Ì ¶·¨³¥´¥´¨Ö �¡ ± 
¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ § ¢¨¸¨É μÉ ¢Ò¡μ·  ¶¥·¥³¥´´ÒÌ x ¨ y. ‚ Î ¸É´μ¸É¨, ÔÉμÉ ³¥Éμ¤,
± ± ¨ ³¥Éμ¤ Œμ§¥¸ , ´¥ ¨´¢ ·¨ ´É¥´ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¸¤¢¨£μ¢ ¨ ¶μ¢μ·μÉμ¢ ´ 
¶²μ¸±μ¸É¨ xy. �μÔÉμ³Ê ´¥¸²μ¦´Ò³  ²£¥¡· ¨Î¥¸±¨³ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥³ ³μ¦´μ
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¨§ Ê· ¢´¥´¨Ö, ¨´É¥£·¨·Ê¥³μ£μ ¸¨² ³¨ Maple, ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ É ±μ¥, ±μÉμ·μ¥ · §·¥-
Ï¨ÉÓ ´¥ Ê¤ ¸É¸Ö. ‚ ¶·μÍ¥¸¸¥ É¥¸É¨·μ¢ ´¨Ö DETools ¡Ò²  μ¡´ ·Ê¦¥´  μ¤´ 
Î¥·É , μ¡Ð Ö ¤²Ö ¶μ¤ ¢²ÖÕÐ¥£μ ¡μ²ÓÏ¨´¸É¢  Ê· ¢´¥´¨°, ¸μ¡· ´´ÒÌ ¢ ¸¶· -
¢μÎ´¨±¥ Š ³±¥: 78 % ¨§ ´¨Ì, ¢ Éμ³ Î¨¸²¥ ¸ ³Ò¥ · ¸¶·μ¸É· ´¥´´Ò¥, ¨³¥ÕÉ
¸¨³³¥É·¨¨ μ¤´μ£μ ¨ Éμ£μ ¦¥ ¢¨¤ :

ξ = f(x), η = p(x)y + q(x). (3)

�¥·¢μμÉ±·Ò¢ É¥²¨ ´ §¢ ²¨ ¸¨³³¥É·¨¨ ¨§ ÔÉμ£μ ±² ¸¸  ²¨´¥°´Ò³¨ ¨ Ê± § ²¨
 ²£μ·¨É³, ¶μ§¢μ²ÖÕÐ¨° ¤²Ö § ¤ ´´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö, μÉ²¨Î´μ£μ μÉ Ê· ¢´¥´¨Ö
�¨±± É¨, ´ °É¨ ¥£μ ²¨´¥°´ÊÕ £·Ê¶¶Ê, ¥¸²¨ É ±μ¢ Ö ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É [7]. „¥-Ë ±Éμ
¶μ²ÊÎ¨²μ¸Ó, ÎÉμ ¤²Ö  ¢Éμ·μ¢ XIX Å ´ Î. XX ¢¥±μ¢ · §·¥Ï¨³Ò¥ ¢ ±μ´¥Î´μ³
¢¨¤¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö Å ÔÉμ Ê· ¢´¥´¨Ö, μ¡² ¤ ÕÐ¨¥ ²¨´¥°´μ°
¸¨³³¥É·¨¥°. � §Ê³¥¥É¸Ö, ÔÉμ ¸¢μ°¸É¢μ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö · §·Ê-
Ï ¥É¸Ö ´¥¸²μ¦´Ò³¨ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö³¨ ±μμ·¤¨´ É.

�μ¤ÒÉμ¦¨¢ Ö ¢¸¥ ¸± § ´´μ¥, ³μ¦´μ ÊÉ¢¥·¦¤ ÉÓ, ¶μ²Ó§μ¢ É¥²Ó ¸μ¢·¥³¥´-
´μ° CAS, ¦¥² ÕÐ¨° ¶¥·¥¡μ·μ³ ¶μ¤μ¡· ÉÓ ¶·μ¸Éμ¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢-
´¥´¨¥, ´¥ μ¸μ§´ ¢ Ö ÔÉμ£μ, § ¤ ¥É ¸¨¸É¥³¥ ¢μ¶·μ¸ μ Éμ³, ± ±μ¥ ¨§ Ê· ¢´¥-
´¨° ¨³¥¥É ²¨´¥°´ÊÕ £·Ê¶¶Ê (3). �·¨ ÔÉμ³ μ´ ¢Ò¡·μ¸¨É ± ± ¸²μ¦´Ò¥ ¤ ¦¥
¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö, ·¥Ï¥´¨¥ ±μÉμ·ÒÌ ¢Ò· ¦ ¥É¸Ö ¢ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ
ËÊ´±Í¨ÖÌ, ´ ¶·¨³¥·, ¨§-§  Éμ£μ, ÎÉμ ´¥Ê¤ Î´μ ¢Ò¡· ´Ò ±μμ·¤¨´ ÉÒ.

1.5. —¨¸²¥´´Ò¥ ³¥Éμ¤Ò XVIII ¢¥±  ¨ É¥μ·¨Ö ƒ ²Ê . „¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ Ö
É¥μ·¨Ö ƒ ²Ê , ¶Ê¸ÉÓ ¶μ±  ¨ ¸ ´¥±μÉμ·Ò³ ¢¥¸Ó³  ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´Ò³¨ μ£μ¢μ·± ³¨,
¶μ§¢μ²Ö¥É ¢¥¸É¨ ¶¥·¥¡μ· ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¡μ²¥¥ μ¸³Ò¸²¥´´μ,
μÉ¡· ¸Ò¢ Ö Éμ²Ó±μ Ê· ¢´¥´¨Ö, ´¥ · §·¥Ï¨³Ò¥ ¢ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ËÊ´±Í¨ÖÌ.

‚ Î ¸É´μ¸É¨, ´  μ¸´μ¢¥ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨° „. „.Œμ¤ÊÌ °-	μ²Éμ¢¸±μ£μ ¨
Œ. ‡¨´£¥·  ³μ¦´μ · §· ¡μÉ ÉÓ  ²£μ·¨É³Ò, ¶μ§¢μ²ÖÕÐ¨¥ ¢ÒÖ¸´¨ÉÓ, ¨³¥¥É ²¨
¤ ´´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ 1-£μ ¶μ·Ö¤±  Ô²¥³¥´É ·´Ò° ¨´É¥£· ² ¨²¨ ¨´É¥£·¨·Ê¥É¸Ö ²¨
μ´μ ¢ ±¢ ¤· ÉÊ· Ì [13,35]. ‘ ³μ° ¤μ¸ÉÊ¶´μ° ¨§ ·¥ ²¨§ Í¨° ÔÉ¨Ì  ²£μ·¨É³μ¢
Ö¢²Ö¥É¸Ö Lsolver ¶μ¤ Maple [8, 36]. �ÉμÉ ¶ ±¥É ³μ¦¥É ¨´É¥£·¨·μ¢ ÉÓ ´¥±μÉμ-
·Ò¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨Ö, ´¥ ¤μ¸ÉÊ¶´Ò¥ ¤²Ö �¡ ± . �¤´ ±μ  ¢Éμ·Ò
¶ ±¥É  Lsolver ´¥ ¸É ¢¨²¨ ¶¥·¥¤ ¸μ¡μ° Í¥²¨ ´ ¶¨¸ ´¨Ö ¶ ±¥É , ±μÉμ·Ò° ¡Ò²
¡Ò ¢ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨ ¸± § ÉÓ, ÎÉμ Éμ ¨²¨ ¨´μ¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ´¥
¨´É¥£·¨·Ê¥É¸Ö ¢ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ËÊ´±Í¨ÖÌ. �¥±μÉμ·Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö, ±μÉμ·Ò¥
¶·μ¨´É¥£·¨·μ¢ ² ¡Ò ¤ ¦¥ Soldier Œμ§¥¸ , μ± §Ò¢ ÕÉ¸Ö ¤²Ö Lsolver ¸²¨Ï±μ³
¸²μ¦´Ò³¨. � ¶·¨³¥·, Lsolver ´¥ ³μ¦¥É ´ °É¨ ¨´É¥£·¨·ÊÕÐ¨° ³´μ¦¨É¥²Ó
¤²Ö Ê· ¢´¥´¨Ö 	¥·´Ê²²¨

y′ = y +
x

y
,

μ¡Ð¥¥ ·¥Ï¥´¨¥ ±μÉμ·μ£μ ¤ ¥É¸Ö ¢ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ËÊ´±Í¨ÖÌ.
ŒÒ ¶μ¶ÒÉ ²¨¸Ó ¢μ¸¶μ²´¨ÉÓ ÔÉμÉ ´¥¤μ¸É Éμ± ¢ ´ Ï¥³ ¶ ±¥É¥ Lagutinski

¶μ¤ Sage [9]. Š ¸μ¦ ²¥´¨Õ, ¢ ·¥ ²¨§μ¢ ´´μ³ ´ ³¨  ²£μ·¨É³¥ ¨³¥¥É¸Ö ¸²¥¶ Ö
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§μ´ . �μ²Ó§μ¢ É¥²Ó ¤μ²¦¥´ Ê± § ÉÓ ¢¥·Ì´ÕÕ £· ´¨ÍÊ ¤²Ö ¸É¥¶¥´¥° ³´μ£μ-
Î²¥´μ¢, ¢Ìμ¤ÖÐ¨Ì ¢ Ô²¥³¥´É ·´Ò¥ ¨´É¥£· ²Ò. �μ¸²¥ Î¥£μ ¸¨¸É¥³  ¨²¨ ¤ ¥É
¨´É¥£· ², ¨²¨ ¸μμ¡Ð ¥É, ÎÉμ É ±μ¢μ£μ ´¥É. „²Ö ¶μ¸É ¢²¥´´μ° § ¤ Î¨ μÉÒ¸-
± ´¨Ö ¶·μ¸ÉÒÌ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ÔÉ  ¸²¥¶ Ö §μ´  ´¥¶·¨´Í¨¶¨-
 ²Ó´ . ‘¨³¢μ²Ó´Ò¥ ¢Ò· ¦¥´¨Ö, ¸μ¤¥·¦ Ð¨¥ ³´μ£μÎ²¥´Ò ¡μ²ÓÏ¨Ì ¸É¥¶¥´¥°,
¢¶μ²´¥ ³μ¦´μ ¸Î¨É ÉÓ ¸²μ¦´Ò³¨. ‚Éμ·Ò³ ´¥¤μ¸É É±μ³ ÔÉμ£μ ¶ ±¥É  ¸²¥¤Ê¥É
´ §Ò¢ ÉÓ ¥£μ ·¥¸Ê·¸μ¥³±μ¸ÉÓ.

�· ±É¨±¨ μÉ´μ¸ÖÉ¸Ö ± ¢μ§³μ¦´μ¸ÉÖ³ É¥μ·¨¨ ƒ ²Ê  ¢¥¸Ó³  ¸±¥¶É¨Î¥¸±¨
¶μ ¸μ¢¸¥³ ¤·Ê£¨³ ¶·¨Î¨´ ³. „²Ö ¶·¨³¥·  ¶·¨¢¥¤¥³ μÉ¢¥É ´  ¢μ¶·μ¸ ®Why is
differential Galois theory not widely used?¯, ¤ ´´Ò° ´  mathover
ow.net.

®Differential Galois theory is concerned with linear differential equa-
tions in one variable. Specialists in differential equations tend to
care about more than that (e.g., PDE, nonlinear equations), and the
aspect of solvability addressed by differential Galois theory is largely
of no interest to them even for linear differential equations. Even
ordinary Galois theory is not really of much importance to analysts
needing roots of a polynomial in C. Nobody really cares about being
able write roots in a very restrictive form related to solvable Galois
groups. It is mostly of historic interest.¯

‚ ¸ ³μ³ ¤¥²¥, ±μ£¤  ¢ ±μ´Í¥ XVIII ¢¥±  �ÊËË¨´¨ ¤μ± § ², ÎÉμ ´¥ ¢¸Ö±μ¥
Ê· ¢´¥´¨¥ 5-° ¸É¥¶¥´¨ · §·¥Ï¨³μ ¢ · ¤¨± ² Ì, ÔÉμ ¡Ò²μ ¢ ¦´μ. �μ É ¡²¨Í ³
²μ£ ·¨Ë³μ¢ ³μ¦´μ ¡Ò²μ ¢ÒÎ¨¸²ÖÉÓ · ¤¨± ²Ò ¶·¨¡²¨¦¥´´μ, ´μ ´¥ ¡Ò²μ ¸¶μ-
¸μ¡  ¨¸± ÉÓ ¶·Ö³μ ±μ·´¨ ¸ ³μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö 5-° ¸É¥¶¥´¨. ‚ 1830-Ì ££. É ±μ°
¸¶μ¸μ¡ ¶μÖ¢¨²¸Ö ¢ · ¡μÉ Ì ‹μ¡ Î¥¢¸±μ£μ ¨ ¸¥°Î ¸ ·¥ ²¨§μ¢ ´ ¢ ²Õ¡μ° ¸¨¸É¥³¥
±μ³¶ÓÕÉ¥·´μ°  ²£¥¡·Ò μ¡Ð¥£μ ´ §´ Î¥´¨Ö, ¶μÔÉμ³Ê ¢¸¥·Ó¥§ £μ¢μ·¨ÉÓ μ Éμ³,
ÎÉμ Ê· ¢´¥´¨¥ 5-° ¸É¥¶¥´¨ É·Ê¤´¥¥ Ê· ¢´¥´¨Ö 4-° ¸É¥¶¥´¨, ´¥ ¶·¨Ìμ¤¨É¸Ö.

Šμ£¤  ¢ 1830-Ì ££. ‹¨Ê¢¨²²Ó ¶·¥¤²μ¦¨² ¸¶μ¸μ¡, ¶μ§¢μ²ÖÕÐ¨°, ¶μ ±· °´¥°
³¥·¥ ¨´μ£¤ , ¢ÒÖ¸´¨ÉÓ, ÎÉμ É  ¨²¨ ¨´ Ö § ¤ Î  ´¥ ·¥Ï ¥É¸Ö ¢ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ
ËÊ´±Í¨ÖÌ, ÔÉμ ¡Ò²μ ¢ ¦´μ, ¶μ¸±μ²Ó±Ê ¢ Ìμ¤Ê ¡Ò²¨ É ¡²¨ÍÒ ²μ£ ·¨Ë³μ¢.
„¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥, ·¥Ï¥´¨¥ ±μÉμ·μ£μ ¢Ò· ¦ ¥É¸Ö ¶·¨ ¶μ³μÐ¨
Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ËÊ´±Í¨°, Éμ£¤  ± § ²μ¸Ó, ¡¥§Ê¸²μ¢´μ, ¡μ²¥¥ ¶·μ¸ÉÒ³, Î¥³ Ê· ¢-
´¥´¨¥, ¢ É ±μ³ ¢¨¤¥ ´¥ · §·¥Ï¨³μ¥. �¤´ ±μ É¥¶¥·Ó ¸¶¨¸μ± Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ
ËÊ´±Í¨° ± ¦¥É¸Ö ¨¸Éμ·¨Î¥¸±¨³ ¶¥·¥¦¨É±μ³. ‚ ²Õ¡μ° ¸¨¸É¥³¥ ±μ³¶ÓÕÉ¥·´μ°
 ²£¥¡·Ò ÔÉμÉ ¸¶¨¸μ± · ¸Ï¨·¥´ ¸¶¥Í¨ ²Ó´Ò³¨ ËÊ´±Í¨Ö³¨, ¶·¨Î¥³ ÉμÎ´μ¸ÉÓ,
¤μ¸É¨¦¨³ Ö ¢ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¨ ¶μ ±· °´¥° ³¥·¥ ´¥±μÉμ·ÒÌ ¨§ ´¨Ì, ´¥ ÌÊ¦¥, Î¥³
ÉμÎ´μ¸ÉÓ, ¸ ±μÉμ·μ° ¢ÒÎ¨¸²ÖÕÉ¸Ö ËÊ´±Í¨¨ Ô²¥³¥´É ·´Ò¥. � ¸Ï¨·¥´¨¥ ¸¶¨¸± 
Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ËÊ´±Í¨° ¢ É¥μ·¨¨ ‹¨Ê¢¨²²Ö ¨ ¢μμ¡Ð¥ ¢ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ° É¥-
μ·¨¨ ƒ ²Ê  ¢¥¸Ó³  § É·Ê¤´¨É¥²Ó´μ. „¥²μ ¢ Éμ³, ÎÉμ ¢ ¥¥ μ¸´μ¢¥ ²¥¦¨É ¶·¨´Í¨¶
‹¨Ê¢¨²²Ö, ±μÉμ·Ò° ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É ÉμÉ Ë ±É, ÎÉμ ex ¨ ln x Å ·¥Ï¥´¨Ö ²¨´¥°´ÒÌ
¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°. ‚ ¸μ¢·¥³¥´´μ³ ¨§²μ¦¥´¨¨ [3] ÔÉμÉ Ë ±É ´¥
É ± ¡·μ¸ ¥É¸Ö ¢ £² § , ± ± ¢ ¸ ³μ° · ¡μÉ¥ ‹¨Ê¢¨²²Ö [10]. �μÔÉμ³Ê ³´μ£¨¥
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¸μ¢·¥³¥´´Ò¥  ¢Éμ·Ò ¶μ² £ ÕÉ, ÎÉμ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ Ö É¥μ·¨Ö ƒ ²Ê  ¨³¥¥É ¢
μ¸´μ¢´μ³ ¨¸Éμ·¨Î¥¸±μ¥ §´ Î¥´¨¥.

„¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ Ö É¥μ·¨Ö ƒ ²Ê  μ¸É ¥É¸Ö ¶·¨¢Ö§ ´´μ° ± ¢ÒÎ¨¸²¨É¥²Ó´μ°
¶· ±É¨±¥ XVIII ¢¥±  ¨, ¢¥·μÖÉ´μ, ´¥É ¢μ§³μ¦´μ¸É¨ ¶·¥μ¤μ²¥ÉÓ ÔÉμ § É·Ê¤´¥-
´¨¥. „²Ö ¸¶¥Í¨ ²¨¸Éμ¢ ¶μ ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ³Ê ³μ¤¥²¨·μ¢ ´¨Õ ¢μ¶·μ¸ μ Éμ³,
¨´É¥£·¨·Ê¥É¸Ö ²¨ § ¤ ´´μ¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ¨³¥´´μ ¢ Ô²¥³¥´-
É ·´ÒÌ ËÊ´±Í¨ÖÌ, ¥¤¢  ²¨ ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É ¨´É¥·¥¸.

1.6. —¨¸²¥´´Ò¥ ³¥Éμ¤Ò ·¥Ï¥´¨Ö ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°. �·¨
¢¸¥° ¶·¨¡²¨§¨É¥²Ó´μ¸É¨ É ±μ° ¶¥·¨μ¤¨§ Í¨¨, Ê¤μ¡´μ ¶μ¤¥²¨ÉÓ Î¨¸²¥´´Ò¥ ³¥-
Éμ¤Ò ·¥Ï¥´¨Ö ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ´  É·¨ ÔÉ ¶ :

1) ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨¥ ¢ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ËÊ´±Í¨ÖÌ ¨ ±¢ ¤· ÉÊ· Ì (XVIII ¢¥±);
2) ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨¥ ¶·¨ ¶μ³μÐ¨ ¢¸Õ¤Ê ¸Ìμ¤ÖÐ¨Ì¸Ö ¸É¥¶¥´´ÒÌ ·Ö¤μ¢ (XIX

¢¥±);
3) ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨¥ ¶μ ³¥Éμ¤Ê ±μ´Î¥´ÒÌ · §´μ¸É¥° (XX ¢¥±).
�É  ¶¥·¨μ¤¨§ Í¨Ö ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ Ê¶·μÐ ¥É ·¥ ²Ó´ÊÕ ± ·É¨´Ê. � §Ê³¥¥É¸Ö,

¨ �°²¥·Ê, ¨ ŠμÏ¨ ¡Ò² ¨§¢¥¸É¥´ ³¥Éμ¤ ±μ´¥Î´ÒÌ · §´μ¸É¥°, ´μ μ¡  ´ §¢ ´´ÒÌ
 ¢Éμ·  ¶·¥¤¶μÎ²¨ ¥³Ê ³¥Éμ¤, μ¸´μ¢ ´´Ò° ´  · §²μ¦¥´¨¨ ¢ ·Ö¤Ò.

’μÎ´μ É ± ¦¥ ± ± ¶¥·¢Ò° ÔÉ ¶ ¶μ·μ¤¨² É¥μ·¨Õ ƒ ²Ê , ¢Éμ·μ° ¶μ·μ¤¨² ¢
XIX ¢¥±¥  ´ ²¨É¨Î¥¸±ÊÕ É¥μ·¨Õ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°. ‚ ÔÉμÉ ¶¥-
·¨μ¤ § ¤ Î¨, · §·¥Ï¨³Ò¥ ¢μ ¢¸Õ¤Ê ¸Ìμ¤ÖÐ¨Ì¸Ö ¸É¥¶¥´´ÒÌ ·Ö¤ Ì, ¸É ²¨ ¢μ¸-
¶·¨´¨³ ÉÓ¸Ö ± ± É¥ ¸ ³Ò¥ ¦¥² ´´Ò¥ · §·¥Ï¨³Ò¥ § ¤ Î¨. �¤´ ±μ ÔÉμ μ¡¸Éμ-
ÖÉ¥²Ó¸É¢μ ´¥ ¡Ò²μ § Ë¨±¸¨·μ¢ ´μ ¢ ¢¨¤¥ ´μ¢μ° É¥μ·¨¨ ƒ ²Ê . ‚³¥¸Éμ ÔÉμ£μ
 ´ ²¨É¨±¨ XIX ¢¥±  ¶·¥¤¸É ¢²Ö²¨ ¸¢μ¨ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö ± ± É¥μ·¨Õ ¢Ò¸Ï¨Ì
É· ´¸Í¥´¤¥´É´ÒÌ ËÊ´±Í¨°.

� Î ²Ó´ Ö § ¤ Î  ¤²Ö μ¡Ò±´μ¢¥´´μ£μ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö

dy

dx
= f(x, y), f ∈ �[x, y], (4)

·¥Ï ¥É¸Ö ¢ ¸É¥¶¥´´ÒÌ ·Ö¤ Ì, ±μÉμ·Ò¥ ¸Ìμ¤ÖÉ¸Ö ²¨ÏÓ ¢ μ±·¥¸É´μ¸É¨ ´ Î ²Ó-
´μ£μ §´ Î¥´¨Ö x. �É¨ ·Ö¤Ò ³μ¦´μ ¶·¨´ÖÉÓ §  μ±μ´Î É¥²Ó´μ¥ ¢Ò· ¦¥´¨¥ ·¥-
Ï¥´¨Ö ´ Î ²Ó´μ° § ¤ Î¨ ²¨ÏÓ ¢ É¥Ì ·¥¤±¨Ì ¸²ÊÎ ÖÌ, ±μ£¤  ÔÉ¨ ·Ö¤Ò ¸Ìμ¤ÖÉ¸Ö
¶·¨ ¢¸¥Ì x (É. ¥. Ö¢²ÖÕÉ¸Ö Í¥²Ò³¨ ËÊ´±Í¨Ö³¨ x). „¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´Ò¥ Ê· ¢´¥-
´¨Ö (4), μ¡Ð¨¥ ·¥Ï¥´¨Ö ±μÉμ·ÒÌ ³μ¦´μ · §²μ¦¨ÉÓ ¢μ ¢¸Õ¤Ê ¸Ìμ¤ÖÐ¨°¸Ö ·Ö¤
¶μ ¸É¥¶¥´Ö³ x, ¸μ¸É ¢²ÖÕÉ ¶·μ¸É¥°Ï¨° ¸ ÔÉμ° ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö ±² ¸¸ ¤¨ËË¥·¥´-
Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°. �ÉμÉ ±² ¸¸ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° μ¶¨¸Ò¢ ¥É
É¥μ·¥³  �¥²²¨Ì .

’¥μ·¥³  1.1 (�¥²²¨Ì, 1943 [11]). …¸²¨ ¶· ¢ Ö Î ¸ÉÓ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ
Ê· ¢´¥´¨Ö y′ = f(x, y) Ö¢²Ö¥É¸Ö Í¥²μ° ËÊ´±Í¨¥° ¸¢μ¨Ì  ·£Ê³¥´Éμ¢, ´ ¶·¨-
³¥·, ¶·¨´ ¤²¥¦¨É �[x, y],   ¢¸Ö±μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ÔÉμ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö Ö¢²Ö¥É¸Ö Í¥²μ°
ËÊ´±Í¨¥° x, Éμ f Ö¢²Ö¥É¸Ö ²¨´¥°´μ° ËÊ´±Í¨¥° y.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ±² ¸¸ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° (4), ·¥Ï¥´¨Ö ±μÉμ-
·ÒÌ ¶·¥¤¸É ¢¨³Ò ¢ ¢¨¤¥ ¸Ìμ¤ÖÐ¨Ì¸Ö ¸É¥¶¥´´ÒÌ ·Ö¤μ¢, ¸μ¢¶ ¤ ¥É ± ±² ¸¸μ³
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²¨´¥°´ÒÌ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°

y′ = p + qy, p, q ∈ �[x]. (5)

‚¸Ö±μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ²¨´¥°´μ£μ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ¢Ò· ¦ ¥É¸Ö ¢ ±μ-
´¥Î´μ³ ¢¨¤¥ ¶·¨ ¶μ³μÐ¨ ±¢ ¤· ÉÊ· ¨ μ¤´μ° É· ´¸Í¥´¤¥´É´μ° ËÊ´±Í¨¨ Å
Ô±¸¶μ´¥´ÉÒ. �Éμ ´ ¡²Õ¤¥´¨¥ ¤ ¥É ´μ¢μ¥ μ¡ÑÖ¸´¥´¨¥ Ë¥´μ³¥´Ê Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ
ËÊ´±Í¨°. ‘·¥¤¨ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´Ò° Ê· ¢´¥´¨° 1-£μ ¶μ·Ö¤±  ²¨ÏÓ ²¨´¥°´Ò¥
·¥Ï ÕÉ¸Ö ¢ ¢¨¤¥ ¢¸Õ¤Ê ¸Ìμ¤ÖÐ¨Ì¸Ö ·Ö¤μ¢. ’ ¡Ê²¨·μ¢ ¢ ·¥Ï¥´¨¥ μ¤´μ£μ ¨§
´¨Ì, ³Ò ³μ¦¥³ ¢Ò· §¨ÉÓ ·¥Ï¥´¨¥ ²Õ¡μ£μ ¤·Ê£μ£μ ¶·¨ ¶μ³μÐ¨ ±¢ ¤· ÉÊ·.
ˆ¸Éμ·¨Î¥¸±¨ ¶μ¢¥²μ¸Ó, ÎÉμ ¡Ò²μ É ¡Ê²¨·μ¢ ´μ ·¥Ï¥´¨¥ Ê· ¢´¥´¨Ö y′ = y,
É. ¥. exp(x).

‘²¥¤ÊÕÐ¨° ¶μ ¸²μ¦´μ¸É¨ ±² ¸¸ μ¡· §ÊÕÉ É¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´Ò¥ Ê· ¢´¥-
´¨Ö ¢¨¤  (4), μ¡Ð¥¥ ·¥Ï¥´¨¥ ±μÉμ·ÒÌ ³μ¦´μ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ¢ ¢¨¤¥ μÉ´μÏ¥´¨Ö
¢¸Õ¤Ê ¸Ìμ¤ÖÐ¨Ì¸Ö ·Ö¤μ¢ ¶μ ¸É¥¶¥´Ö³ x, É. ¥. Ö¢²ÖÕÐ¨¥¸Ö ³¥·μ³μ·Ë´Ò³¨
ËÊ´±Í¨Ö³¨ x. ‚¸¥ μ¸μ¡Ò¥ ÉμÎ±¨ ·¥Ï¥´¨Ö É ±μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¶μ²Õ-
¸ ³¨, É¥¶¥·Ó ÔÉμ ¸¢μ°¸É¢μ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ´ §Ò¢ ÕÉ ¸¢μ°¸É¢μ³
�¥´²¥¢¥ [12,13]. �ÉμÉ ±² ¸¸ μ¶¨¸Ò¢ ¥É É¥μ·¥³  ”Ê±¸ .

’¥μ·¥³  1.2 (‹.”Ê±¸ [12]). …¸²¨ ·¥Ï¥´¨Ö ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨¥
y′ = f(x, y) ¸ · Í¨μ´ ²Ó´μ° ¶· ¢μ° Î ¸ÉÓÕ ¨³¥ÕÉ ¢ ± Î¥¸É¢¥ ¶μ¤¢¨¦´ÒÌ μ¸μ-
¡ÒÌ ÉμÎ¥± Éμ²Ó±μ ¶μ²Õ¸  (¸¢μ°¸É¢μ �¥´²¥¢¥), Éμ ¥£μ ¶· ¢ Ö Î ¸ÉÓ f Ö¢²Ö¥É¸Ö
±¢ ¤· É¨Î´μ° ËÊ´±Í¨¥° y.

Š² ¸¸ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¢¨¤  (4), ·¥Ï¥´¨Ö ±μÉμ·ÒÌ ³μ¦´μ
¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ¢ ¢¨¤¥ μÉ´μÏ¥´¨Ö ¢¸Õ¤Ê ¸Ìμ¤ÖÐ¨Ì ¸É¥¶¥´´ÒÌ ·Ö¤μ¢, ¢ ÉμÎ´μ¸É¨
¸μ¢¶ ¤ ¥É ¸ ±² ¸¸μ³ Ê· ¢´¥´¨° �¨±± É¨

y′ = py2 + qy + r, p, q, r ∈ �[x]. (6)

‘μ£² ¸´μ É¥μ·¥³¥ ‹¨Ê¢¨²²Ö ·¥Ï¥´¨¥ ¤ ²¥±μ ´¥ ²Õ¡μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö �¨±± É¨
³μ¦´μ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ¢ ±μ´¥Î´μ³ ¢¨¤¥ ¶·¨ ¶μ³μÐ¨ Ô±¸¶μ´¥´É ¨ ±¢ ¤· ÉÊ· [14,
15], ´ ¶·¨³¥·, Ê· ¢´¥´¨¥

dy

dx
= xn + y2, n ∈ �, (7)

·¥Ï¥´¨¥ ±μÉμ·μ£μ ¤ ¥É¸Ö ¢ ¢¨¤¥ μÉ´μÏ¥´¨Ö Í¨²¨´¤·¨Î¥¸±¨Ì ËÊ´±Í¨°. ‚μ§-
´¨± ÕÐ¨¥ ´  ÔÉμ³ ¶ÊÉ¨ ´μ¢Ò¥ É· ´¸Í¥´¤¥´É´Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ ¶μ²ÊÎ¨²¨ ´ §¢ ´¨¥
¢Ò¸Ï¨Ì É· ´¸Í¥´¤¥´É´ÒÌ ËÊ´±Í¨° ¨²¨ ¸¶¥Í¨ ²Ó´ÒÌ ËÊ´±Í¨°, ¢ É. Î. Í¨²¨´-
¤·¨Î¥¸±¨Ì, £¨¶¥·£¥μ³¥É·¨Î¥¸±¨Ì ¨ É. ¤. ˆ§¢¥¸É´μ° § ³¥´μ° Ê· ¢´¥´¨¥ �¨±± É¨
³μ¦´μ ¸¢¥¸É¨ ± ²¨´¥°´μ³Ê Ê· ¢´¥´¨Õ 2-£μ ¶μ·Ö¤± , ¶μÔÉμ³Ê μ¡ÒÎ´μ ±² ¸¸¨-
Ë¨± Í¨Õ ÔÉ¨Ì É· ´¸Í¥´¤¥´É´ÒÌ ËÊ´±Í¨° ¶·μ¢μ¤ÖÉ ¸ ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö ²¨´¥°´ÒÌ
Ê· ¢´¥´¨° 2-£μ ¶μ·Ö¤± .

‚ ´ ¸ÉμÖÐ¥¥ ¢·¥³Ö · §· ¡μÉ ´Ò ³¥Éμ¤Ò, ¶μ§¢μ²ÖÕÐ¨¥ ¢ÒÖ¸´¨ÉÓ §  ±μ-
´¥Î´μ¥ Î¨¸²μ Ï £μ¢, ³μ¦´μ ²¨ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ·¥Ï¥´¨¥ § ¤ ´´μ£μ ¤¨ËË¥·¥´Í¨-
 ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ¢ ±μ´¥Î´μ³ ¢¨¤¥ ¶·¨ ¶μ³μÐ¨ Ô±¸¶μ´¥´É ¨ ±¢ ¤· ÉÊ· [15],

10



  É ±¦¥ ³¥Éμ¤Ò ¸¢¥¤¥´¨Ö ·¥Ï¥´¨Ö Ê· ¢´¥´¨Ö �¨±± É¨ ± ¨§¢¥¸É´Ò³ É· ´¸-
Í¥´¤¥´É´Ò³ ËÊ´±Í¨Ö³. ‘²¥¤Ê¥É, μ¤´ ±μ, § ³¥É¨ÉÓ, ÎÉμ ´¥ ¢¸Ö±μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥
�¨±± É¨ ¨´É¥£·¨·Ê¥É¸Ö ¢ ¨§¢¥¸É´ÒÌ ¸¶¥Í¨ ²Ó´ÒÌ ËÊ´±Í¨ÖÌ, ¶μÔÉμ³Ê ¸¨¸É¥³Ò
±μ³¶ÓÕÉ¥·´μ°  ²£¥¡·Ò μ¡Ð¥£μ ´ §´ Î¥´¨Ö Î ¸Éμ · ¸¸³ É·¨¢ ÕÉ É ±¨¥ ¤¨Ë-
Ë¥·¥´Í¨ ²Ó´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö ± ± ´¥· §·¥Ï¨³Ò¥ ¢ ¸¨³¢μ²Ó´μ³ ¢¨¤¥. � ¶·¨³¥·,
´¨ Maple, ´¨ WolframAlpha ´¨Î¥£μ ´¥ ³μ£ÊÉ ¸± § ÉÓ ¶·μ ¸¨³¢μ²Ó´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥
Ê· ¢´¥´¨Ö

y′ = 1 + x3 + y2,

ÌμÉÖ ¥£μ ·¥Ï¥´¨¥ ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É¸Ö ¢¨¤¥ μÉ´μÏ¥´¨Ö ¤¢ÊÌ ¢¸Õ¤Ê ¸Ìμ¤ÖÐ¨Ì¸Ö
·Ö¤μ¢.

…¸É¥¸É¢¥´´μ£μ · ¸Ï¨·¥´¨Ö ±² ¸¸  ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°, μ¡Ð¨¥
·¥Ï¥´¨Ö ±μÉμ·ÒÌ ³μ¦´μ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ¢ ¢¨¤¥ μÉ´μÏ¥´¨Ö ¢¸Õ¤Ê ¸Ìμ¤ÖÐ¨Ì¸Ö
·Ö¤μ¢ ¶μ ¸É¥¶¥´Ö³ x, ¶·¥¤²μ¦¥´μ ´¥ ¡Ò²μ. ‚³¥¸Éμ ÔÉμ£μ ¡Ò²¨ ¨§ÊÎ¥´Ò Ê· ¢-
´¥´¨Ö 2-£μ ¶μ·Ö¤±  ¨ Ê· ¢´¥´¨Ö, ´¥ · §·¥Ï¥´´Ò¥ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¶·μ¨§¢μ¤´μ°,
·¥Ï¥´¨Ö ±μÉμ·ÒÌ ³μ¦´μ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ¢ ¢¨¤¥ μÉ´μÏ¥´¨Ö ¢¸Õ¤Ê ¸Ìμ¤ÖÐ¨Ì¸Ö
·Ö¤μ¢ ¶μ ¸É¥¶¥´Ö³ x. ‚ ¶¥·¢μ³ ¸²ÊÎ ¥ ´  ÔÉμ³ ¶ÊÉ¨ ¢μ§´¨±²¨ É· ´¸Í¥´¤¥´ÉÒ
�¥´²¥¢¥, ¢μ ¢Éμ·μ³ Å Ô²²¨¶É¨Î¥¸±¨¥ ËÊ´±Í¨¨.

‚ ´ Î ²¥ XX ¢¥±  ¶·¥¤¶·¨´¨³ ²¨¸Ó §´ Î¨É¥²Ó´Ò¥ Ê¸¨²¨Ö ¤²Ö Éμ£μ, ÎÉμ¡Ò
É· ´¸Í¥´¤¥´É´Ò¥ �¥´²¥¢¥ ¢μÏ²¨ ¢  ·¸¥´ ² ¢ÒÎ¨¸²¨É¥²¥°. �¤´ ±μ ±μ´±Ê·¸Ò,
´ ¶· ¢²¥´´Ò¥ ´   ±É¨¢¨§ Í¨Õ · §· ¡μÉ±¨ Î¨¸²¥´´ÒÌ ¨´¸É·Ê³¥´Éμ¢ ¤²Ö · -
¡μÉÒ ¸ ÔÉ¨³¨ ´μ¢Ò³¨ É· ´¸Í¥´¤¥´É´Ò³¨ ËÊ´±Í¨Ö³¨, ´¥¶·¥³¥´´μ ÊÌμ¤¨²¨
¢ Î¨¸Éμ É¥μ·¥É¨Î¥¸±ÊÕ μ¡² ¸ÉÓ [16]. ‘¨ÉÊ Í¨Ö ¥¤¢  ²¨ ¨§³¥´¨² ¸Ó: ¤²Ö
¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö É· ´¸Í¥´¤¥´É´ÒÌ �¥´²¥¢¥, NIST Digital Library of Mathematical
Functions [17], § 32.17, ¶·¥¤² £ ÕÉ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ³¥Éμ¤ �Ê´£¥ÄŠÊÉÉÒ. �μ ¤²Ö
¶·¨³¥´¥´¨Ö ³¥Éμ¤  ±μ´¥Î´ÒÌ · §´μ¸É¥°, ¢μμ¡Ð¥ £μ¢μ·Ö, ´¥ ¢ ¦´μ, ³μ¦´μ
¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ·¥Ï¥´¨¥ ¢ ¢¨¤¥ μÉ´μÏ¥´¨Ö ¢¸Õ¤Ê ¸Ìμ¤ÖÐ¨Ì¸Ö ·Ö¤μ¢ ¨²¨ ´¥É.

1.7. „¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ Ö É¥μ·¨Ö ƒ ²Ê  ¨ ±μ´¥Î´Ò¥ · §´μ¸É¨. �  ´ Ï
¢§£²Ö¤, ±·¨É¨±¨ É¥μ·¨¨ ƒ ²Ê  ¸¤¥² ²¨ ¢¥·´μ¥ ´ ¡²Õ¤¥´¨¥: É¥μ·¨Ö ƒ ²Ê , · ¢´μ
± ± ¨ ²Õ¡ Ö É¥μ·¨Ö · §·¥Ï¨³μ¸É¨ ¢ ±μ´¥Î´μ³ ¢¨¤¥ É¥Ì ¨²¨ ¨´ÒÌ § ¤ Î, § -
¢¨¸¨É μÉ Î¨¸²¥´´ÒÌ ³¥Éμ¤μ¢ ¸¢μ¥° Ô¶μÌ¨. ‚ XVII ¢¥±¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´Ò¥
Ê· ¢´¥´¨Ö ¶ÒÉ ²¨¸Ó ·¥Ï¨ÉÓ ¶·¨ ¶μ³μÐ¨ · Í¨μ´ ²Ó´ÒÌ ËÊ´±Í¨°, ¨ Éμ£¤  ¶μ-
Ö¢¨² ¸Ó § ¤ Î  „¥¡μ´  μ¡ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨¨ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ¢
 ²£¥¡· ¨Î¥¸±¨Ì ËÊ´±Í¨ÖÌ, ¢μ ¢·¥³¥´  ‹¨Ê¢¨²²Ö Å ¶·¨ ¶μ³μÐ¨ Ô²¥³¥´É ·-
´ÒÌ ËÊ´±Í¨°, ¢μ ¢·¥³¥´  �¥´²¥¢¥ Å ¶·¨ ¶μ³μÐ¨ · §²μ¦¥´¨° ¢ ¸É¥¶¥´´Ò¥
·Ö¤Ò, É¥¶¥·Ó ¦¥ ³Ò ·¥Ï ¥³ ¨Ì ¶·¨¡²¨¦¥´´μ ³¥Éμ¤μ³ ±μ´¥Î´ÒÌ · §´μ¸É¥°.
‚ ÔÉμ³ ¶² ´¥ ¢¥¸Ó³  ¶μ± § É¥²Ó´μ, ÎÉμ É· ´¸Í¥´¤¥´É´Ò¥ �¥´²¥¢¥ É¥¶¥·Ó ·¥-
±μ³¥´¤ÊÕÉ ¢ÒÎ¨¸²ÖÉÓ ¶μ ³¥Éμ¤Ê �Ê´£¥ÄŠÊÉÉÒ.

‚¥·¸¨¨ É¥μ·¨¨ ƒ ²Ê  ´¥²Ó§Ö ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ¤²Ö μÉ±·ÒÉ¨Ö ¢¥Î´ÒÌ § ±μ-
´μ¢ ³¨·μ§¤ ´¨Ö, ± ± Éμ£μ ÌμÉ¥²¨  ¢Éμ·Ò XIX ¢¥± ,  ¡¸μ²ÕÉ¨§¨·ÊÖ ÉμÉ ¨²¨
¨´μ° ¸¶¨¸μ± Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ËÊ´±Í¨°, ¨²¨ ¡μ²¥¥ μ¡Ðμ, Î¨¸²¥´´Ò¥ ³¥Éμ¤Ò
¸¢μ¥° Ô¶μÌ¨, ´μ ¢¶μ²´¥ ³μ¦´μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ¤²Ö μÉÒ¸± ´¨Ö ³μ¤¥²¥°, ´ ¨-
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¡μ²¥¥ Ê¤μ¡´ÒÌ ¢ · ³± Ì ¸μ¢·¥³¥´´ÒÌ Î¨¸²¥´´ÒÌ ³¥Éμ¤μ¢. ˆ´Ò³¨ ¸²μ¢ ³¨,
¶·¨ ¸μ§¤ ´¨¨ ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨Ì ³μ¤¥²¥° ¸²¥¤Ê¥É ÊÎ¨ÉÒ¢ ÉÓ ¨Ì ¢ÒÎ¨¸²¨É¥²Ó´ÊÕ
¸²μ¦´μ¸ÉÓ ´¥ ¢μμ¡Ð¥,   ¢ · ³± Ì ±μ´±·¥É´ÒÌ Î¨¸²¥´´ÒÌ ³¥Éμ¤μ¢. �¥¸³μ-
É·Ö ´  ¡Ê·´Ò° ·μ¸É ¢ÒÎ¨¸²¨É¥²Ó´ÒÌ ¢μ§³μ¦´μ¸É¥°, ¶·¨Ï¥¤Ï¨°¸Ö ´  ´ Î ²μ
XXI ¢¥±  ¶μ¤Ìμ¤ ± ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Õ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° μ¸É ¥É¸Ö
¢¶μ²´¥ Ê¸ÉμÖ¢Ï¨³¸Ö: μ¸´μ¢´Ò³¨ ¤²Ö ·¥Ï¥´¨Ö ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°
μ¸É ÕÉ¸Ö · §´μ¸É´Ò¥ ³¥Éμ¤Ò. �μÔÉμ³Ê ¤²Ö ´Ê¦¤ ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ£μ ³μ¤¥²¨·μ-
¢ ´¨Ö ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¶·¨¸¶μ¸μ¡¨ÉÓ É¥μ·¨Õ ƒ ²Ê  ± ³¥Éμ¤Ê ±μ´¥Î´ÒÌ · §´μ¸É¥°
·¥Ï¥´¨Ö ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°.

�·μÉ¨¢ É ±μ° ¶μ¸É ´μ¢±¨ ¢μ¶·μ¸  ³μ¦´μ ¢μ§· §¨ÉÓ. �¥ ¢¸Ö±μ¥ ¤¨ËË¥-
·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ · §·¥Ï¨³μ ¢ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ËÊ´±Í¨ÖÌ, ÎÉμ ¶μ§¢μ²Ö¥É
¨¸¸²¥¤μ¢ ÉÓ ¢μ¶·μ¸ μ · §·¥Ï¨³μ¸É¨ § ¤ ´´μ£μ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö
¢ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ËÊ´±Í¨ÖÌ, ´μ ¢¸Ö±μ¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ·¥Ï ¥É¸Ö
¶μ ³¥Éμ¤Ê ±μ´¥Î´ÒÌ · §´μ¸É¥°. �μÔÉμ³Ê ¢μ¶·μ¸ μ · §·¥Ï¨³μ¸É¨ ¤¨ËË¥·¥´-
Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¢ ±μ´¥Î´ÒÌ · §´μ¸ÉÖÌ ²¨Ï¥´ ¸³Ò¸² . �¤´ ±μ ¸± § ´´μ¥
¢¥·´μ ²¨ÏÓ ¸ Éμ° μ£μ¢μ·±μ°, ÎÉμ ·¥Ï¥´¨¥ ´¥ ¨³¥¥É ´  · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ³ ¨´-
É¥·¢ ²¥ μ¸μ¡ÒÌ ÉμÎ¥±.

•μ·μÏμ ¨§¢¥¸É´μ, ÎÉμ ³¥Éμ¤ ±μ´¥Î´ÒÌ · §´μ¸É¥°  ¶¶·μ±¸¨³¨·Ê¥É ·¥-
Ï¥´¨¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö É¥³ ÌÊ¦¥, Î¥³ ¡²¨¦¥ ³Ò ¶μ¤Ìμ¤¨³
± μ¸μ¡μ° ÉμÎ±¥. �Éμ ´ ¡²Õ¤¥´¨¥, ¶μ¤±·¥¶²¥´´μ¥  ¢Éμ·¨É¥Éμ³ �°²¥· , ¤μ²-
£μ¥ ¢·¥³Ö ¶·¥¶ÖÉ¸É¢μ¢ ²μ ¸μ¥¤¨´¥´¨Õ Î¨¸²¥´´ÒÌ ¨  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨Ì ³¥Éμ¤μ¢
·¥Ï¥´¨Ö ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°. ’μ μ¡¸ÉμÖÉ¥²Ó¸É¢μ, ÎÉμ ¶μ¤¢¨¦´Ò¥,
É. ¥. § ¢¨¸ÖÐ¨¥ μÉ ´ Î ²Ó´ÒÌ ¤ ´´ÒÌ, μ¸μ¡Ò¥ ÉμÎ±¨ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö  ²£¥¡· ¨Î¥-
¸±¨³¨, ¡Ò²μ Ê¸É ´μ¢²¥´μ �¥´²¥¢¥ ¢ 1890-Ì ££. �¤´ ±μ § ¤ Î  μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö
¶μ²μ¦¥´¨Ö ¨ ¶μ·Ö¤±  ¶μ¤¢¨¦´μ° μ¸μ¡¥´´μ¸É¨ ¶μ ´¥¸±μ²Ó±¨³ ¶·¨¡²¨¦¥´´Ò³
·¥Ï¥´¨Ö³, ´ °¤¥´´Ò³ ¶μ ³¥Éμ¤Ê ±μ´¥Î´ÒÌ · §´μ¸É¥°, ¡Ò²  ¸Ëμ·³Ê²¨·μ¢ ´ 
ƒ. ˆ.Œ ·ÎÊ±μ³ ²¨ÏÓ ¢ 2000-Ì ££. ‚ ´ ¸ÉμÖÐ¥¥ ¢·¥³Ö ¢ ´ Ï¥³ · ¸¶μ·Ö¦¥´¨¨
¨³¥¥É¸Ö ¶· ±É¨Î¥¸±¨° ¸¶μ¸μ¡, ¶μ§¢μ²ÖÕÐ¨° μÍ¥´¨ÉÓ ¶μ²μ¦¥´¨¥ ¨ ¶μ·Ö¤μ±
¶μ¤¢¨¦´ÒÌ  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ° μ¸μ¡¥´´μ¸É¥°, ¸³. ¶. 2.3.

�Éμ μ¡¸ÉμÖÉ¥²Ó¸É¢μ ´ ¢μ¤¨É ´  ³Ò¸²Ó, ÎÉμ ¶μ ±· °´¥° ³¥·¥ ¤²Ö ´¥±μ-
Éμ·ÒÌ ±² ¸¸μ¢ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ³μ¦´μ ¸μ¸É ¢¨ÉÓ · §´μ¸É´Ò¥
¸Ì¥³Ò, ¢¥·´μ μ¶¨¸Ò¢ ÕÐ¨¥ ¶μ¢¥¤¥´¨¥ ·¥Ï¥´¨Ö ´¥ Éμ²Ó±μ ¤μ ¶μ¤¢¨¦´μ° μ¸μ-
¡μ° ÉμÎ±¨, ´μ ¨ ¶μ¸²¥ ´¥¥. ‚ ¸²¥¤ÊÕÐ¨Ì £² ¢ Ì ³Ò ¶μ¸É·μ¨³ É ±¨¥ ¸Ì¥³Ò
¤²Ö ´¥±μÉμ·ÒÌ ±² ¸¸μ¢ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°.

1.8. ’¥μ·¨Ö ±² ¸¸¨Î¥¸±¨Ì É· ´¸Í¥´¤¥´É´ÒÌ ËÊ´±Í¨° ¢ · ¡μÉ Ì �¥´-
²¥¢¥. ˆ´É¥£·¨·μ¢ ´¨¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö 1-£μ ¶μ·Ö¤± , ¶Ê¸ÉÓ ¤ ¦¥
¨ ´¥ · §·¥Ï¥´´μ£μ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¶·μ¨§¢μ¤´μ°, ¸± ¦¥³,

F (x, y, y′) = 0, F ∈ �[x, y, z],

¢¢μ¤¨É μ¤´Ê ±μ´¸É ´ÉÊ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö, É. ¥. ¥£μ μ¡Ð¥¥ ·¥Ï¥´¨¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö
ËÊ´±Í¨¥° x ¨ ±μ´¸É ´ÉÒ C. �  ¸ ³μ³ ¤¥²¥, ´ §¢ ´¨¥ ®±μ´¸É ´É ¯ ¢¢μ¤¨É
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¢ § ¡²Ê¦¤¥´¨¥: ¶·¨ ¤¨ËË¥·¥´Í¨·μ¢ ´¨¨ μ¡Ð¥£μ ·¥Ï¥´¨Ö ¶μ x ¢¥²¨Î¨´Ê C,
±μ´¥Î´μ, ¸Î¨É ÕÉ ¶μ¸ÉμÖ´´μ°, ´μ ´¨ÎÉμ ´¥ ¶·¥¶ÖÉ¸É¢Ê¥É Éμ³Ê, ÎÉμ¡Ò ¤ ²¥¥
· ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ μ¡Ð¥¥ ·¥Ï¥´¨¥ ± ± ËÊ´±Í¨Õ ®¶μ¸ÉμÖ´´μ°¯ C,   ®¶¥·¥³¥´-
´ÊÕ¯ x, ´ ¶·μÉ¨¢, § Ë¨±¸¨·μ¢ ÉÓ.

’¥μ·¥³  1.3 (�¥´²¥¢¥ [18,22]). …¸²¨ μ¡Ð¥¥ ·¥Ï¥´¨¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ
Ê· ¢´¥´¨Ö 1-£μ ¶μ·Ö¤± 

F (x, y, y′) = 0, F ∈ �[x, y, z],

§ ¢¨¸¨É μÉ ±μ´¸É ´ÉÒ  ²£¥¡· ¨Î¥¸±¨, Éμ ÔÉμ Ê· ¢´¥´¨¥  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ° ¦¥
¶μ¤¸É ´μ¢±μ° ¸¢μ¤¨É¸Ö ¨²¨ ± Ê· ¢´¥´¨Õ �¨±± É¨

y′ = p(x)y2 + q(x)y + r(x), (8)

¨²¨ ± Ê· ¢´¥´¨Õ ¢¨¤ 

y′2 = p(x)(y3 + g1y + g2). (9)

‡ ³¥Î ´¨¥ 1.1. ˆ¤¥Ö ¨§³¥´¨ÉÓ ·μ²Ó ¶¥·¥³¥´´ÒÌ ¨ ¶μ¸ÉμÖ´´ÒÌ ¢¥²¨Î¨´
¢ É¥μ·¨¨ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¶μÖ¢¨² ¸Ó Ê¤¨¢¨É¥²Ó´μ ¶μ§¤´μ, ¶·¨-
³¥·´μ ¢ 1890-x £μ¤ Ì ¢ · ¡μÉ Ì �¥´²¥¢¥ [18, 22] ¨ ‹¨ [19, £². 24]. Œ¥¦¤Ê
É¥³, Ô²¥³¥´É ·´Ò¥ ³¥Éμ¤Ò ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ³μ-
£ÊÉ ¡ÒÉÓ ±² ¸¸¨Ë¨Í¨·μ¢ ´Ò μÎ¥´Ó ¶·μ¸Éμ ¶μ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ ±μ´¸É ´ÉÒ, ´μ
´¥ ¶μ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ x. ’ ±μ° ¶μ¤Ìμ¤ μ¶¨¸ ´ ¢ ´ Ï¥³ ¶μ¸μ¡¨¨ ¶μ ¤¨ËË¥-
·¥´Í¨ ²Ó´Ò³ Ê· ¢´¥´¨Ö³ [21].

‡ ³¥Î ´¨¥ 1.2. ’¥μ·¥³Ò ¢ [18,22] ¡Ò²¨ ¸Ëμ·³Ê²¨·μ¢ ´Ò ¸²¨Ï±μ³ μ¡Ðμ,
¨§-§  Î¥£μ ¢ ¤μ± § É¥²Ó¸É¢ Ì ¡Ò²¨ ² ±Ê´Ò, § ¶μ²´¥´´Ò¥ ¢ [37], §¤¥¸Ó ¶·¨¢¥-
¤¥´Ò Éμ²Ó±μ Ê¶·μÐ¥´´Ò¥ Ëμ·³Ê²¨·μ¢±¨.

ˆ´É¥£·¨·μ¢ ´¨¥ Ê· ¢´¥´¨Ö �¨±± É¨ (8) ¥¸É¥¸É¢¥´´Ò³ μ¡· §μ³ ¸¢μ¤¨É¸Ö
± ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Õ ²¨´¥°´μ£μ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö 2-£μ ¶μ·Ö¤± ,  
¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨¥ ÔÉμ£μ Ê· ¢´¥´¨¥ ¥¸É¥¸É¢¥´´μ ¶·¨¢μ¤¨É ± £¨¶¥·£¥μ³¥É·¨Î¥-
¸±¨³ ·Ö¤ ³, Í¨²¨´¤·¨Î¥¸±¨³ ËÊ´±Í¨Ö³ ¨ ¶·μÎ¨³ ¢Ò¸Ï¨³ É· ´¸Í¥´¤¥´É´Ò³
ËÊ´±Í¨Ö³. ˆ´É¥£·¨·μ¢ ´¨¥ Ê· ¢´¥´¨Ö (9) ¶·¨¢μ¤¨É ± Ô²²¨¶É¨Î¥¸±¨³ ËÊ´±-
Í¨Ö³. ˆ³¥´´μ ÔÉ¨, ¨ Éμ²Ó±μ ÔÉ¨ ËÊ´±Í¨¨ ¨ ¡Ò²¨ ¶·¥¤³¥Éμ³ ³´μ£μÎ¨¸²¥´´ÒÌ
¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨° ³ É¥³ É¨±μ¢ XVIIIÄXIX ¢¥±μ¢, ¨ ¶μÔÉμ³Ê �¥´²¥¢¥ ¶·¥¤²μ¦¨²
¸Î¨É ÉÓ, É· ´¸Í¥´¤¥´É´Ò¥ ËÊ´±Í¨¨, ¢μ§´¨± ÕÐ¨¥ ¶·¨ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨¨ ¤¨Ë-
Ë¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°, μ¡Ð¥¥ ·¥Ï¥´¨¥ ±μÉμ·ÒÌ § ¢¨¸¨É μÉ ±μ´¸É ´É  ²-
£¥¡· ¨Î¥¸±¨, ±² ¸¸¨Î¥¸±¨³¨ É· ´¸Í¥´¤¥´É´Ò³¨ ËÊ´±Í¨Ö³¨.

‚ ±μ´Í¥ XIX ¢¥±  ÔÉμ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ ¡Ò²μ Ê¢Ö§ ´μ ¸ ¢ÒÎ¨¸²¨É¥²Ó´μ° ¶· ±-
É¨±μ° XIX ¢¥± , ¸μ£² ¸´μ ±μÉμ·μ° Ê· ¢´¥´¨Ö (8) ¨ (9) ¡Ò²¨ ¶·μÐ¥ ¤·Ê£¨Ì
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Ê· ¢´¥´¨° 1-£μ ¶μ·Ö¤±  É¥³, ÎÉμ μ´¨ μ¡² ¤ ²¨ ¸¢μ°¸É¢μ³ �¥´²¥¢¥, É. ¥. ²Õ-
¡μ¥ ¨Ì Î ¸É´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ³μ¦´μ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ¢ ¢¨¤¥ μÉ´μÏ¥´¨Ö ¤¢ÊÌ ¢¸Õ¤Ê
¸Ìμ¤ÖÐ¨Ì¸Ö ·Ö¤μ¢ ¶μ ¸É¥¶¥´Ö³ x.

�É¨ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ³μ¦´μ μ¡μ¡Ð¨ÉÓ ´  ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö ¢Ò¸-
Ï¨Ì ¶μ·Ö¤±μ¢. „²Ö ±· É±μ¸É¨ ³Ò ¶·¨³¥³ ¸²¥¤ÊÕÐÊÕ É¥·³¨´μ²μ£¨Õ:

• ¸¢μ°¸É¢μ �¥´²¥¢¥, ±μÉμ·μ¥ ¨³¥¥É¸Ö Ê ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö,
¢¸¥ ¶μ¤¢¨¦´Ò¥ μ¸μ¡Ò¥ ÉμÎ±¨ ·¥Ï¥´¨° Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¶μ²Õ¸ ³¨;

• ¤¢μ°¸É¢¥´´μ¥ ¸¢μ°¸É¢μ �¥´²¥¢¥, ±μÉμ·μ¥ ¨³¥¥É¸Ö Ê ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ
Ê· ¢´¥´¨Ö, μ¡Ð¥¥ ·¥Ï¥´¨¥ ±μÉμ·μ£μ § ¢¨¸¨É μÉ ±μ´¸É ´É ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö  ²-
£¥¡· ¨Î¥¸±¨³ μ¡· §μ³.

‘¢μ°¸É¢μ �¥´²¥¢¥ Å  ´ ²¨É¨Î¥¸±μ¥ ¨ μ´μ μÎ¥¢¨¤´μ ¢ ¦´μ ¤²Ö ¢ÒÎ¨-
¸²¥´¨Ö ·¥Ï¥´¨Ö ¶·¨ ¶μ³μÐ¨ ¸É¥¶¥´´ÒÌ ·Ö¤μ¢. „¢μ°¸É¢¥´´μ¥ ¸¢μ°¸É¢μ �¥´-
²¥¢¥ Å  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ¥, ¨³ μ¡² ¤ ÕÉ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö, · §·¥-
Ï¨³Ò¥ ¢ ±² ¸¸¨Î¥¸±¨Ì É· ´¸Í¥´¤¥´É´ÒÌ ËÊ´±Í¨ÖÌ.

‚ ±² ¸¸¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° 1-£μ ¶μ·Ö¤±  ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê
ÔÉ¨³¨ ¸¢μ°¸É¢ ³¨ ¸²¥¤ÊÕÐ¥¥: ¥¸²¨ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ μ¡² ¤ ¥É
¤¢μ°¸É¢¥´´Ò³ ¸¢μ°¸É¢μ³ �¥´²¥¢¥, Éμ μ´μ  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ° ¶μ¤¸É ´μ¢±μ° ¸¢μ-
¤¨É¸Ö ± ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ³Ê Ê· ¢´¥´¨Õ, μ¡² ¤ ÕÐ¥³Ê ¸¢μ°¸É¢μ³ �¥´²¥¢¥.
‚ ÔÉμ³ ±² ¸¸¥ ¢¥·´μ ¨ μ¡· É´μ¥, ¢¸Ö±μ¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ 1-£μ
¶μ·Ö¤± , μ¡² ¤ ÕÐ¥¥ ¸¢μ°¸É¢μ³ �¥´²¥¢¥, μ¡² ¤ ¥É ¨ ¤¢μ°¸É¢¥´´Ò³ ¸¢μ°¸É¢μ³
�¥´²¥¢¥.

�¤´ ±μ ¢ ±² ¸¸¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¢Éμ·μ£μ ¶μ·Ö¤±  ¢¥·´Ò³
μ¸É ¥É¸Ö ²¨ÏÓ ¶¥·¢μ¥ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¥: ¥¸²¨ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ μ¡² -
¤ ¥É ¤¢μ°¸É¢¥´´Ò³ ¸¢μ°¸É¢μ³ �¥´²¥¢¥, Éμ μ´μ  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ° ¶μ¤¸É ´μ¢±μ°
¸¢μ¤¨É¸Ö ± ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ³Ê Ê· ¢´¥´¨Õ, μ¡² ¤ ÕÐ¥³Ê ¸¢μ°¸É¢μ³ �¥´²¥¢¥.
�¤´ ±μ ´¥ ¢¸Ö±μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥, μ¡² ¤ ÕÐ¥¥ ¸¢μ°¸É¢μ³ �¥´²¥¢¥, μ¡² ¤ ¥É ¨
¤¢μ°¸É¢¥´´Ò³ ¸¢μ°¸É¢μ³ �¥´²¥¢¥. � ¶·¨³¥·, μ¡Ð¥¥ ·¥Ï¥´¨¥ Ê· ¢´¥´¨Ö

y′′ + 3y2 − x

2
= 0

Ö¢²Ö¥É¸Ö É· ´¸Í¥´¤¥´É´μ° ËÊ´±Í¨¥° ±μ´¸É ´É, ¨ ¢ Éμ ¦¥ ¢·¥³Ö ¥£μ ³μ¦´μ
¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ¢ ¢¨¤¥ μÉ´μÏ¥´¨Ö ¢¸Õ¤Ê ¸Ìμ¤ÖÐ¨Ì¸Ö ·Ö¤μ¢ ¶μ ¸É¥¶¥´Ö³ x [23,
É¥μ·¥³  2.5]. �μ ³´¥´¨Õ �¥´²¥¢¥, μÉ¸Õ¤  ¸²¥¤μ¢ ²μ, ÎÉμ Î ¸É´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö
ÔÉμ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö Å ´μ¢Ò¥ É· ´¸Í¥´¤¥´É´Ò¥ ËÊ´±Í¨¨. �¤´ ±μ ¶·¥¤¸É ¢¨É¥²¨
Ï±μ²Ò ‚¥¸¨μ, · §¢¨¢Ï¨¥ É¥μ·¨Õ ‹¨Ê¢¨²²Ö, ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ § ³¥É¨²¨, ÎÉμ É -
±μ¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ μ ±² ¸¸¨Î¥¸±¨Ì É· ´¸Í¥´¤¥´É´ÒÌ ËÊ´±Í¨ÖÌ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ
μÉ²¨Î ¥É¸Ö μÉ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨Ö ‹¨Ê¢¨²²Ö, ¨ ¶μÔÉμ³Ê  ·£Ê³¥´É �¥´²¥¢¥ ´¥²Ó§Ö
¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ¤ ¦¥ ¤²Ö ¤μ± § É¥²Ó¸É¢  ´¥Ô²¥³¥´É ·´μ¸É¨ ÔÉ¨Ì ËÊ´±Í¨° [24].

Š ¸μ¦ ²¥´¨Õ, μ´¨ ´¥ § ³¥É¨²¨, ÎÉμ �¥´²¥¢¥ ¶·¥¤²μ¦¨² ´μ¢ÊÕ ¢¥·¸¨Õ
É¥μ·¨¨ ƒ ²Ê , ¢ ±μÉμ·μ° ´¥ Ë¨±¸¨·μ¢ ´ § · ´¥¥ ±² ¸¸ É· ´¸Í¥´¤¥´É´ÒÌ ËÊ´±-
Í¨°. ‚ ´ Ï¨Ì · ¡μÉ Ì [25,26] É ± Ö ¢¥·¸¨Ö É¥μ·¨¨ ƒ ²Ê  ¡Ò²  ¶·¥¤¸É ¢²¥´ .
‚ Î ¸É´μ¸É¨, ¡Ò²μ ¶μ± § ´μ, ÎÉμ ¶·¨´Í¨¶ ‹¨Ê¢¨²²Ö, ¶μ¸²¥ ´¥±μÉμ·ÒÌ ³μ¤¨-
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Ë¨± Í¨°, ¨£· ¥É ¢ ÔÉμ° É¥μ·¨¨ ÉÊ ¦¥ Í¥´É· ²Ó´ÊÕ ·μ²Ó, ÎÉμ ¨ ¢ ±² ¸¸¨Î¥¸±¨Ì
¶μ¸É·μ¥´¨ÖÌ ‹¨Ê¢¨²²Ö. �¥·¢μ´ Î ²Ó´μ ³Ò ÌμÉ¥²¨ ¶μ¸É·μ¨ÉÓ É¥μ·¨Õ ƒ ²Ê ,
¢ ±μÉμ·μ° ¡Ò ´¥ ¡Ò² Ë¨±¸¨·μ¢ ´ ¸¶¨¸μ± Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ μ¶¥· Í¨°.

†¥² Ö ¶·μ¨²²Õ¸É·¨·μ¢ ÉÓ ÔÉÊ ´μ¢ÊÕ ¢¥·¸¨Õ É¥μ·¨¨ ƒ ²Ê  ¢ÒÎ¨¸²¨É¥²Ó-
´Ò³¨ ¶·¨³¥· ³¨, ³Ò ¶·¨³¥´¨²¨ ³¥Éμ¤ ±μ´¥Î´ÒÌ · §´μ¸É¥° ¨ ¸²ÊÎ °´μ μ¡´ -
·Ê¦¨²¨, ÎÉμ ¥¥ ¨§²μ¦¥´¨¥ Éμ²Ó±μ ¢Ò¨£·Ò¢ ¥É ¢ ¶·μ¸ÉμÉ¥, ¥¸²¨ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ
¥¥ ´¥ ¸ ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö ¸É¥¶¥´´ÒÌ ·Ö¤μ¢,   ¸ ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö ³¥Éμ¤  ±μ´¥Î´ÒÌ
· §´μ¸É¥°. „¥²μ ¢ Éμ³, ÎÉμ ¤¢μ°¸É¢¥´´μ¥ ¸¢μ°¸É¢μ �¥´²¥¢¥ Å Î¨¸Éμ  ²£¥-
¡· ¨Î¥¸±μ¥, ¨ μ´μ ²¥£±μ ¶¥·¥´μ¸¨É¸Ö ´  · §´μ¸É´Ò¥ ¸Ì¥³Ò, ±μÉμ·Ò¥ § ¤ ÕÉ
 ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ¸²μÖ³¨. ŒÒ ¤μ± ¦¥³, ÎÉμ ÔÉμ ¸¢μ°¸É¢μ
μÎ¥´Ó ¥¸É¥¸É¢¥´´μ μ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö ´  Ö§Ò±¥ · §´μ¸É´ÒÌ ¸Ì¥³ ¨ μ´μ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¤μ-
¸É ÉμÎ´Ò³ ¤²Ö Éμ£μ, ÎÉμ¡Ò ¸Î¥É ¶μ · §´μ¸É´μ° ¸Ì¥³¥ ³μ¦´μ ¡Ò²μ ¶·μ¤μ²¦¨ÉÓ
Î¥·¥§ ¶μ¤¢¨¦´Ò¥ μ¸μ¡Ò¥ ÉμÎ±¨. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨¥ Ê ¤¨ËË¥·¥´-
Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö É ±μ° ¸Ì¥³Ò ³Ò ³μ¦¥³ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ± · §´μ¸É´Ò°
 ´ ²μ£ μ¡² ¤ ´¨Ö ¸¢μ°¸É¢μ³ �¥´²¥¢¥.

2. Œ…’�„ Š��…—�›• ��‡��‘’…‰

2.1. � §´μ¸É´Ò¥ ¸Ì¥³Ò. ‡¤¥¸Ó ¨ ¤ ²¥¥ μ£· ´¨Î¨³ · ¸¸³μÉ·¥´¨¥ ¤¨ËË¥-
·¥´Í¨ ²Ó´Ò³ Ê· ¢´¥´¨¥³ ¢¨¤ 

y′ = f(x, y), f ∈ �(x, y). (10)

�·μ¸É¥°Ï¨° ¨ ¢ Éμ ¦¥ ¢·¥³Ö ¸ ³Ò° Ê¶μÉ·¥¡¨É¥²Ó´Ò° ³¥Éμ¤ ¶·¨¡²¨¦¥´´μ£μ
·¥Ï¥´¨Ö § ¤ Î¨ ŠμÏ¨

dy

dx
= f(x, y), y|x=a = y0 (11)

´  μÉ·¥§±¥ a < x < b Å ³¥Éμ¤ ±μ´¥Î´ÒÌ · §´μ¸É¥°. „²Ö Ê¤μ¡¸É¢  ¤ ²Ó´¥°Ï¨Ì
¸¸Ò²μ± ¤ ¤¨³ ¥³Ê ±· É±μ¥ μ¶¨¸ ´¨¥.

�μ ³¥Éμ¤Ê ±μ´¥Î´ÒÌ · §´μ¸É¥° μÉ·¥§μ± a < x < b · §¡¨¢ ÕÉ ´  Î ¸É¨

a = x0 < x1 < · · · < xN−1 < xN = b

¨ ¶·¨´¨³ ÕÉ, ÎÉμ ¶¥·¥Ìμ¤ ¸ n-£μ ¸²μÖ ´  ¸²¥¤ÊÕÐ¨° ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É ¶μ Ëμ·³Ê²¥,
¢ Éμ³ ¨²¨ ¨´μ³ ¸³Ò¸²¥  ¶¶·μ±¸¨³¨·ÊÕÐ¥° ¨¸Ìμ¤´μ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢-
´¥´¨¥. � ¶·¨³¥·, ¢¸²¥¤ §  �°²¥·μ³ ¶·¨´¨³ ÕÉ

yn+1 − yn

xn+1 − xn
= f(xn, yn).

‚¥²¨Î¨´Ê xn+1 − xn ´ §Ò¢ ÕÉ Ï £μ³, ¨ ¥¸²¨ μ´ ´¥ ³¥´Ö¥É¸Ö μÉ ¸²μÖ ± ¸²μÕ,
¥£μ μ¡μ§´ Î ÕÉ ± ± Δx. �¥·¥Ìμ¤ μÉ ¸²μÖ ± ¸²μÕ μ¸ÊÐ¥¸É¢²Ö¥É¸Ö ¶μ μ¤´μ° ¨
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Éμ° ¦¥ Ëμ·³Ê²¥, ¨³¥´Ê¥³μ° · §´μ¸É´μ° ¸Ì¥³μ°. ˆ´¤¥±¸Ò, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥
n-³Ê ¸²μÕ, μ¶Ê¸± ÕÉ,   ¢³¥¸Éμ ¨´¤¥±¸μ¢, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì ¸²¥¤ÊÕÐ¥³Ê ¸²μÕ,
¶¨ÏÊÉ Ï²Ö¶±Ê ´ ¤ ¡Ê±¢μ°. � ¶·¨³¥·, Ö¢´ÊÕ ¸Ì¥³Ê �°²¥·  § ¶¨¸Ò¢ ÕÉ É ±:

ŷ − y = f(x, y)Δx. (12)

‚ μ¡Ð¥³ ¦¥ ¸²ÊÎ ¥ ¸Ì¥³Ê ³μ¦´μ § ¶¨¸ ÉÓ ± ±

G(x, x̂, y, ŷ) = 0. (13)

	Ê¤¥³ ¤ ²¥¥ ¶·¥¤¶μ² £ ÉÓ, ÎÉμ G Å ³´μ£μÎ²¥´ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¢¸¥Ì ¸¢μ¨Ì  ·-
£Ê³¥´Éμ¢ ¸ Í¥²Ò³¨ ±μÔËË¨Í¨¥´É ³¨, ±μÉμ·Ò° Ê¤μ¢²¥É¢μ·Ö¥É · ¢¥´¸É¢Ê

G(x, x, y, y) = 0 (14)

Éμ¦¤¥¸É¢¥´´μ.

‡ ³¥Î ´¨¥ 2.1. ’¥·³¨´Ò ®· §´μ¸É´ Ö ¸Ì¥³ ¯ ¢ Î¨¸²¥´´ÒÌ ³¥Éμ¤ Ì ¨
®¶·μ¥±É¨¢´ Ö ¸Ì¥³ ¯ ¢  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ° £¥μ³¥É·¨¨ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¢ · ¢´μ° ³¥·¥
Ê¸ÉμÖ¢Ï¨³¸Ö, ¶μÔÉμ³Ê ³Ò ¤ ²¥¥ ¢¸¥£¤  ¡Ê¤¥³ ¸μÌ· ´ÖÉÓ ¶·¨² £ É¥²Ó´μ¥ ®· §-
´μ¸É´ Ö¯ ¢μ ¨§¡¥¦ ´¨¥ ¤¢Ê¸³Ò¸²¥´´μ¸É¨.

2.2. �¶¶·μ±¸¨³ Í¨Ö ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö · §´μ¸É´μ° ¸Ì¥-
³μ°. ƒμ¢μ·Ö μ¡  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö · §´μ¸É´μ°
¸Ì¥³μ°, μ¡ÒÎ´μ ¨³¥ÕÉ ¢ ¢¨¤Ê, ÎÉμ ¶·¨ Δx → 0 · §´μ¸É´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ (13) ¢
´¥±μÉμ·μ³ ¸³Ò¸²¥ ¶·¥¢· Ð ¥É¸Ö ¢ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ (11). �É¨³
¶ÊÉ¥³ ¶μ´ÖÉ¨¥  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨ ¢¢μ¤¨É¸Ö ¢μ ¢¸¥Ì ·Ê±μ¢μ¤¸É¢ Ì, ´ Î¨´ Ö ¸ ±² ¸-
¸¨Î¥¸±μ° ³μ´μ£· Ë¨¨ ‚.‘. �Ö¡¥´Ó±μ£μ ¨ �.”.”¨²¨¶¶μ¢  [27, ¸. 23]. �·¨¸¶μ-
¸μ¡¨ÉÓ μ¡Ð¥¥ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ ± ´ Ï¥³Ê ¸²ÊÎ Õ ³μ¦´μ, ´ ¶·¨³¥·, É ±:  ¶¶·μ±-
¸¨³ Í¨Ö μ§´ Î ¥É, ÎÉμ ¤²Ö ²Õ¡μ° ËÊ´±Í¨° u ¨§ ´¥±μÉμ·μ£μ ³¥É·¨Î¥¸±μ£μ
¶·μ¸É· ´¸É¢  ¢¥·´μ

‖G(x, x + Δx, u(x), u(x + Δx))Δxk − u′(x) + f(x, u(x))‖ → 0

¶·¨ ´ ¤²¥¦ Ð¥³ ¢Ò¡μ·¥ ¶μ± § É¥²Ö k. ˆ´Ò³¨ ¸²μ¢ ³¨, ¶·¨ É ±μ³ ¶μ¤-
Ìμ¤¥ ¶·¨´¨³ ÕÉ, ÎÉμ ³´μ£μÎ²¥´ G ¸ ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ ¤μ ´¥±μÉμ·μ° ¸É¥¶¥´¨ Δx
¸μ¢¶ ¤ ¥É ¸ ¨¸Ìμ¤´Ò³ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´Ò³ Ê· ¢´¥´¨¥³. �·¨ ¨§ÊÎ¥´¨¨ ²¨´¥°-
´ÒÌ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ÔÉμ Ê¤μ¡´μ, μ¤´ ±μ ¢ ´¥²¨´¥°´μ° É¥μ·¨¨
Ê¤μ¡´μ ¡Ê¤¥É ¶¨¸ ÉÓ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ¢ ¢¨¤¥ pdx + qdy = 0, ±μ-
Éμ·Ò° ¶·¨´Í¨¶¨ ²Ó´μ μ¶·¥¤¥²¥´ ²¨ÏÓ ¸ ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ ¤μ ³´μ¦¨É¥²Ö. �μÔÉμ³Ê
³Ò ¢¢¥¤¥³ ¶μ´ÖÉ¨¥  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö, ¢μ¸¶μ²Ó-
§μ¢ ¢Ï¨¸Ó ¶μ¤£μÉμ¢¨É¥²Ó´μ° É¥μ·¥³μ° ‚¥°¥·ÏÉ· ¸¸  ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ μ¡· §μ³.

‡ Ë¨±¸¨·Ê¥³ ´  ¶²μ¸±μ¸É¨ xy ¶·μ¨§¢μ²Ó´ÊÕ ÉμÎ±Ê (x, y), ¢ ±μÉμ·μ° ¶·μ-
¨§¢μ¤´ Ö

∂G

∂ŷ
(x, x, y, y) �= 0.
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‚ ¸¨²Ê ¶μ¤£μÉμ¢¨É¥²Ó´μ° É¥μ·¥³Ò ‚¥°¥·ÏÉ· ¸¸  Ê· ¢´¥´¨¥

G(x, x + Δx, y, ŷ) = 0

μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ŷ ¨³¥¥É ¥¤¨´¸É¢¥´´μ¥ ´¥¶·¥·Ò¢´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥, ¶·¨´¨³ ÕÐ¥¥
§´ Î¥´¨¥ ŷ = y ¶·¨ Δx = 0. �Éμ ·¥Ï¥´¨¥ ³μ¦´μ · §²μ¦¨ÉÓ ¢ ·Ö¤ ¶μ
¸É¥¶¥´Ö³ Δx:

ŷ = y + g1(x, y)Δx + g2(x, y)Δx2 + . . .

‚ ¸¨²Ê É¥μ·¥³Ò ŠμÏ¨ ·¥Ï¥´¨¥ ´ Î ²Ó´μ° § ¤ Î¨

dy

dx
= f(x, y), y|x=x = y

³μ¦´μ · §²μ¦¨ÉÓ ¢ ·Ö¤ Éμ£μ ¦¥ ¢¨¤ 

y = y + f(x, y)Δx + f2(x, y)Δx2 + . . .

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 2.1. 	Ê¤¥³ £μ¢μ·¨ÉÓ, ÎÉμ ¸Ì¥³  (13)  ¶¶·μ±¸¨³¨·Ê¥É ¨¸-
Ìμ¤´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥, ¥¸²¨ ¸μ¢¶ ¤ ÕÉ ¶¥·¢Ò¥ Î²¥´Ò ÔÉ¨Ì ·Ö¤μ¢ ¶·¨ ²Õ¡μ³ ¤μ-
¶Ê¸É¨³μ³ ¢Ò¡μ·¥ §´ Î¥´¨° (x, y). ˆ´Ò³¨ ¸²μ¢ ³¨, ¥¸²¨

g1(x, y) = f(x, y).

…¸²¨ ¦¥ ¸μ¢¶ ¤ ÕÉ ¢¸¥ Î²¥´Ò ¤μ s-£μ ¶μ·Ö¤± , ¡Ê¤¥³ £μ¢μ·¨ÉÓ, ÎÉμ ¸Ì¥³ 
 ¶¶·μ±¸¨³¨·Ê¥É ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ¸ s-³ ¶μ·Ö¤±μ³.

…¸²¨ ¢μμ¡· §¨ÉÓ ³´μ¦¥¸É¢μ ¢¸¥Ì · §´μ¸É´ÒÌ ¸Ì¥³ ¢¨¤  (13) ¨ ³´μ¦¥¸É¢μ
¢¸¥Ì ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¢¨¤  (10), Éμ ¸Ì¥³Ò,  ¶¶·μ±¸¨³¨·ÊÕÐ¨¥
μ¤´μ ¨ Éμ ¦¥ Ê· ¢´¥´¨¥, ³μ¦´μ μÉ´¥¸É¨ ± μ¤´μ³Ê ±² ¸¸Ê ¨ É¥³ ¸ ³Ò³ § ¤ ÉÓ
· §¡¨¥´¨¥ ³´μ¦¥¸É¢  ¢¸¥Ì · §´μ¸É´ÒÌ ¸Ì¥³ ´  ´¥¶¥·¥¸¥± ÕÐ¨¥¸Ö ±² ¸¸Ò.

’¥μ·¥³  1.4. � §´μ¸É´ Ö ¸Ì¥³  (13)  ¶¶·μ±¸¨³¨·Ê¥É ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ¥
Ê· ¢´¥´¨¥

p(x, y)dx + q(x, y)dy = 0, p, q ∈ �[x, y],

¢ Éμ³ ¨ Éμ²Ó±μ ¢ Éμ³ ¸²ÊÎ ¥, ±μ£¤  · §²μ¦¥´¨¥ ³´μ£μÎ²¥´  G ¶μ ¸É¥¶¥´Ö³
Δx ¨ Δy ¨³¥¥É ¢¨¤

G(x, x + Δx, y, y + Δy) = μ(x, y) · (p(x, y)Δx + q(x, y)Δy) + . . . ,

£¤¥ μ Å ´¥±μÉμ·Ò° ³´μ£μÎ²¥´ ¨§ �[x, y].
Œ´μ£μÎ²¥´ μ Ö¢²Ö¥É¸Ö · §´μ¸É´Ò³  ´ ²μ£μ³ ¨´É¥£·¨·ÊÕÐ¥£μ ³´μ¦¨É¥²Ö.

„μ± § É¥²Ó¸É¢μ. ‚μμ¡Ð¥ £μ¢μ·Ö, · §²μ¦¥´¨¥ ¨³¥¥É ¢¨¤

G(x, x + Δx, y, y + Δy) = G0(x, y) + G1(x, y)Δx + G2(x, y)Δy + . . .
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�μ §¤¥¸Ó
G0(x, y) = G(x, x, y, y) = 0

¢ ¸¨²Ê (14). ‚Ò· ¦ Ö Δy Î¥·¥§ Δx ¨§ Ê· ¢´¥´¨Ö

G1(x, y)Δx + G2(x, y)Δy + · · · = 0,

¶μ²ÊÎ¨³

Δy = −G1(x, y)
G2(x, y)

Δx + . . .

‘Ì¥³  (13)  ¶¶·μ±¸¨³¨·Ê¥É ¨¸Ìμ¤´μ¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ¢ Éμ³ ¨
Éμ²Ó±μ ¢ Éμ³ ¸²ÊÎ ¥, ±μ£¤ 

Δy = −p(x, y)
q(x, y)

Δx + . . .

“¸²μ¢¨¥
G1(x, y)
G2(x, y)

=
p(x, y)
q(x, y)

Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ ¥³Ê. �

…¸²¨ ·¥Ï¥´¨¥ § ¤ Î¨ ŠμÏ¨ ´¥ ¢¸É·¥Î ¥É μ¸μ¡ÒÌ ÉμÎ¥±, Éμ ¥£μ ³μ¦´μ
´ °É¨ ¶μ ²Õ¡μ° ¸Ì¥³¥,  ¶¶·μ±¸¨³¨·ÊÕÐ¥° ¨¸Ìμ¤´μ¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢-
´¥´¨¥. „²Ö Ê¤μ¡¸É¢  ¸¸Ò²μ± ¸Ëμ·³Ê²¨·Ê¥³ ÔÉμ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¥ ¢ ¢¨¤¥ É¥μ·¥³Ò.

’¥μ·¥³  2.2. �Ê¸ÉÓ f ∈ �(x, y) ¨ ¸Ì¥³  (13)  ¶¶·μ±¸¨³¨·Ê¥É ¤¨ËË¥-
·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ¸ ¶μ·Ö¤±μ³ s. …¸²¨ ÉμÎ´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ y = g(x) § ¤ Î¨
ŠμÏ¨ (11) ´  μÉ·¥§±¥ a � x � b ´¥ ¨³¥¥É μ¸μ¡ÒÌ ÉμÎ¥±, Éμ ´ °¤ÊÉ¸Ö ¤¢¥
É ±¨¥ ±μ´¸É ´ÉÒ Mx ¨ My, ÎÉμ ¶·¨¡²¨¦¥´´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ y1, . . . , yN Éμ° ¦¥
§ ¤ Î¨ ŠμÏ¨ ¡Ê¤¥É Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÉÓ μÍ¥´±¥

|yn − g(xn)| � MyΔxs,

²¨ÏÓ Éμ²Ó±μ Ï £ Ê¤μ¢²¥É¢μ·Ö¥É Ê¸²μ¢¨Õ Δx � Mx.

�¡ÒÎ´μ ¤²Ö ¶μ¶Ê²Ö·´ÒÌ · §´μ¸É´ÒÌ ¸Ì¥³ ¸É·¥³ÖÉ¸Ö ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ Ö¢´Ò¥
μÍ¥´±¨ ¤²Ö ±μ´¸É ´É [28], ¶μÔÉμ³Ê § É·Ê¤´¨É¥²Ó´μ Ê± § ÉÓ ¨¸ÉμÎ´¨±, ¢ ±μ-
Éμ·μ³ ÔÉμ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¥ ¡Ò²μ ¡Ò ¤μ± § ´μ ¢ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥.

2.3. �μ¤¢¨¦´Ò¥ μ¸μ¡Ò¥ ÉμÎ±¨. ‚ ¸²ÊÎ ¥ ´¥²¨´¥°´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ´¥É ´¨-
± ±¨Ì μ¸´μ¢ ´¨° ¶μ² £ ÉÓ, ÎÉμ ¶·¨ § ¤ ´´ÒÌ ´ Î ²Ó´ÒÌ Ê¸²μ¢¨ÖÌ ÉμÎ´μ¥
·¥Ï¥´¨¥ ´¥ ¨³¥¥É μ¸μ¡ÒÌ ÉμÎ¥± ´  μÉ·¥§±¥ a � x � b.

� ¶μ³´¨³, ÎÉμ ¢ μÉ²¨Î¨¥ μÉ ²¨´¥°´ÒÌ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°
·¥Ï¥´¨Ö ´¥²¨´¥°´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ³μ£ÊÉ ¨³¥ÉÓ μ¸μ¡Ò¥ ÉμÎ±¨, ¶μ²μ¦¥´¨¥ ±μ-
Éμ·ÒÌ ´  μ¸¨ x § ¢¨¸¨É μÉ ¢Ò¡μ·  ´ Î ²Ó´ÒÌ ¤ ´´ÒÌ, É ±¨¥ μ¸μ¡Ò¥ ÉμÎ±¨ ¢
 ´ ²¨É¨Î¥¸±μ° É¥μ·¨¨ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ´ §Ò¢ ÕÉ ¶μ¤¢¨¦´Ò³¨.
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’¥μ·¥³  2.3 (�¥´²¥¢¥ [29]). ‚ μ±·¥¸É´μ¸É¨ ¶μ¤¢¨¦´μ° μ¸μ¡μ° ÉμÎ±¨
x = c ·¥Ï¥´¨¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö

y′ = f(x, y), f ∈ �(x, y),

³μ¦´μ · §²μ¦¨ÉÓ ¢ ·Ö¤ ¶μ Í¥²Ò³ ¸É¥¶¥´Ö³ ¶ · ³¥É·  u = r
√

x − c, r ∈ �,
¶·¨Î¥³ Î¨¸²μ ¸¨´£Ê²Ö·´ÒÌ Î²¥´μ¢ ¢ ÔÉμ³ ·Ö¤¥ ´¥ ¡μ²¥¥ Î¥³ ±μ´¥Î´μ.

�Ö¤Ò, ¢μ§´¨±Ï¨¥ ¢ É¥μ·¥³¥ �¥´²¥¢¥, ´ §Ò¢ ÕÉ ·Ö¤ ³¨ �Õ¨§ß,   μ¸μ¡Ò¥
ÉμÎ±¨, ¢ μ±·¥¸É´μ¸É¨ ±μÉμ·ÒÌ ËÊ´±Í¨Õ ³μ¦´μ · §²μ¦¨ÉÓ ¢ É ±μ° ·Ö¤, Å  ²-
£¥¡· ¨Î¥¸±¨³¨ μ¸μ¡Ò³¨ ÉμÎ± ³¨. “¶μ·Ö¤μÎ¨¢ ¸² £ ¥³Ò¥ ·Ö¤  ¶μ ¢μ§· ¸É ´¨Õ
¸É¥¶¥´¨, ³μ¦´μ ´ ¶¨¸ ÉÓ

y = c0(x − c)s + . . . , s ∈ �.

�μÖ¢¨¢Ï¨°¸Ö §¤¥¸Ó ´ ¨³¥´ÓÏ¨° ¶μ± § É¥²Ó s ´ §Ò¢ ÕÉ ¶μ·Ö¤±μ³  ²£¥¡· ¨-
Î¥¸±μ° μ¸μ¡μ° ÉμÎ±¨.

�μÖ¢²¥´¨¥ ´  · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ³ μÉ·¥§±¥ ¶μ¤¢¨¦´μ° μ¸μ¡μ° ÉμÎ±¨ ¤¥² ¥É
´¥¢μ§³μ¦´Ò³ ¶·¨³¥´¥´¨¥ ³¥Éμ¤  �°²¥·  ¢ ¥¥ μ±·¥¸É´μ¸É¨. �.�.Š·Ò²μ¢ ¢
¸¢μ¨Ì ²¥±Í¨ÖÌ [38] ¶μ ÔÉμ³Ê ¶μ¢μ¤Ê ¶·¨¢μ¤¨² ¶·Ö³ÊÕ Í¨É ÉÊ �°²¥· .

®�μ£·¥Ï´μ¸ÉÓ ¶·¨ ÔÉμ³ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¨ ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É μÉ Éμ£μ, ÎÉμ ´ 
¶·μÉÖ¦¥´¨¨ ± ¦¤μ£μ μÉ¤¥²Ó´μ£μ ¶·μ³¥¦ÊÉ±  μ¡¥ ¶¥·¥³¥´´Ò¥ x
¨ y Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¸μÌ· ´ÖÕÐ¨³¨ ¸¢μ¨ §´ Î¥´¨Ö, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥
´ Î ²Ê ÔÉμ£μ ¶·μ³¥¦ÊÉ± , É ± ÎÉμ ¨ §´ Î¥´¨¥ ËÊ´±Í¨¨ f(x, y)
μ¸É ¥É¸Ö ¶μ¸ÉμÖ´´Ò³, ¶μÔÉμ³Ê: Î¥³ ¡Ò¸É·¥¥ §´ Î¥´¨¥ ÔÉμ° ËÊ´±-
Í¨¨ ³¥´Ö¥É¸Ö μÉ μ¤´μ£μ ¶·μ³¥¦ÊÉ±  ± ¸²¥¤ÊÕÐ¥³Ê, É¥³ ¡μ²ÓÏÊÕ
³μ¦´μ μ¦¨¤ ÉÓ ¶μ£·¥Ï´μ¸ÉÓ. �Éμ ´¥¢Ò£μ¤´μ¥ μ¡¸ÉμÖÉ¥²Ó¸É¢μ
¨³¥¥É ³¥¸Éμ μ¡Ò±´μ¢¥´´μ É ³, £¤¥ §´ Î¥´¨Ö f(x, y) ¨²¨ Ê´¨ÎÉμ-
¦ ÕÉ¸Ö, ¨²¨ ¦¥ ¸É ´μ¢ÖÉ¸Ö ¡¥¸±μ´¥Î´μ ¡μ²ÓÏ¨³¨.¯

�  ¶·μÉÖ¦¥´¨¨ ¢¥±μ¢ μÉ¸Õ¤  ¤¥² ²¸Ö ¢Ò¢μ¤ μ ´¥¢μ§³μ¦´μ¸É¨ μ¶¨¸ ´¨Ö
¶μ¢¥¤¥´¨Ö ·¥Ï¥´¨Ö ¢ μ±·¥¸É´μ¸É¨ μ¸μ¡μ° ÉμÎ±¨ ¶μ ³¥Éμ¤Ê ±μ´¥Î´ÒÌ · §-
´μ¸É¥°,   § ¤ Î  μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¶μ²μ¦¥´¨Ö ¨ ¶μ·Ö¤±  ¶μ¤¢¨¦´μ° μ¸μ¡¥´´μ¸É¨
¶μ ´¥¸±μ²Ó±¨³ ¶·¨¡²¨¦¥´´Ò³ ·¥Ï¥´¨Ö³, ´ °¤¥´´Ò³ ¶μ ³¥Éμ¤Ê ±μ´¥Î´ÒÌ
· §´μ¸É¥°, ¡Ò²  ¸Ëμ·³Ê²¨·μ¢ ´  ƒ.ˆ.Œ ·ÎÊ±μ³ ²¨ÏÓ 2000-Ì ££.

‡ ¤ Î  2.1. �μ ´¥¸±μ²Ó±¨³ ¶·¨¡²¨¦¥´´Ò³ ·¥Ï¥´¨Ö³ § ¤ Î¨ ŠμÏ¨ μ¶·¥-
¤¥²¨ÉÓ ¶μ²μ¦¥´¨¥ ¶μ¤¢¨¦´μ° μ¸μ¡μ° ÉμÎ±¨ ¨ ¥¥ ¶μ·Ö¤μ±.

‚ ¸¥·¥¤¨´¥ 2000-Ì ¡Ò²μ ¶·¥¤²μ¦¥´μ ¶· ±É¨Î¥¸±μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ÔÉμ° § -
¤ Î¨ [39, 40]. �± § ²μ¸Ó, ÎÉμ ¸¶μ¸μ¡ �¨Î ·¤¸μ´ , É· ¤¨Í¨μ´´μ ¨¸¶μ²Ó§ÊÕ-
Ð¨°¸Ö ¤²Ö μÍ¥´±¨ ¶μ·Ö¤±  ¸Ìμ¤¨³μ¸É¨ ¸Ì¥³Ò, ¢ ¸²ÊÎ ¥ ¸Ì¥³Ò CROS ¤ ¥É
·¥Ï¥´¨¥ ¶μ¸É ¢²¥´´μ° § ¤ Î¨: ¤μ μ¸μ¡μ° ÉμÎ±¨ ÔËË¥±É¨¢´Ò° ¶μ·Ö¤μ± ¤ ¥É
¶μ·Ö¤μ±  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨,   ¶μ¸²¥ ´¥¥ Å ¶μ·Ö¤μ± ¶μ¤¢¨¦´μ° ÉμÎ±¨. �¸É ¢²ÖÖ
¢ ¸Éμ·μ´¥ ¢μ¶·μ¸Ò μ¡μ¸´μ¢ ´¨Ö ÔÉμ£μ ³¥Éμ¤ , ¶·¨¢¥¤¥³ ¶·¨³¥·.
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�·¨³¥· 2.1. ƒ· Ë¨± ÔËË¥±É¨¢´μ£μ ¶μ·Ö¤±  ·¥Ï¥´¨Ö § ¤ Î¨ ŠμÏ¨ ¤²Ö
Ê· ¢´¥´¨Ö �¨±± É¨

dy

dx
= x2 + y2, y|x=0 = 0 (15)

´  μÉ·¥§±¥ 0 < x < 2 ¶μ ¸Ì¥³¥ CROS ¶·¥¤¸É ¢²¥´ ´  ·¨¸. 1. •μ·μÏμ ¢¨¤´μ,
ÎÉμ μ¸μ¡ Ö ÉμÎ±  ²¥¦¨É £¤¥-Éμ Ê x = 2 ¨ ¨³¥¥É ¶μ·Ö¤μ± s = −1. „¨ËË¥·¥´-
Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ y′ = x2 + y2 ¨´É¥£·¨·Ê¥É¸Ö ¢ Í¨²¨´¤·¨Î¥¸±¨Ì ËÊ´±Í¨ÖÌ

y = −
x

(
J− 3

4

(
1
2x2

)
− Y− 3

4

(
1
2x2

))
J 1

4

(
1
2x2

)
− Y 1

4

(
1
2x2

) ,

¶μÔÉμ³Ê ¢ ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ¸É¨ ¸± § ´´μ£μ ´¥É·Ê¤´μ Ê¡¥¤¨ÉÓ¸Ö ¶·Ö³μ° ¶·μ¢¥·±μ°.
Šμ£¤  ÉμÎ´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ÊÌμ¤¨É ´  ¡¥¸±μ´¥Î´μ¸ÉÓ, ¶·¨¡²¨¦¥´´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥,
´ °¤¥´´μ¥ ¶μ ¸Ì¥³¥ CROS, ¢ÒÌμ¤¨É ´  ¶μ¸ÉμÖ´´μ¥ §´ Î¥´¨¥.

�¨¸. 1.  ) ’μÎ´μ¥ ¨ ¶·¨¡²¨¦¥´´μ¥ ·¥Ï¥´¨Ö ´ Î ²Ó´μ° § ¤ Î¨ ¨§ ¶·¨³¥·  2.1 (ÉμÎ-
± ³¨ μÉ³¥Î¥´μ ¶·¨¡²¨¦¥´´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥) ¨ ¡) ÔËË¥±É¨¢´Ò° ¶μ·Ö¤μ± ¥¥ ¶·¨¡²¨¦¥´´μ£μ
·¥Ï¥´¨Ö

‚ ¶·μÍ¨É¨·μ¢ ´´μ³ ¢ÒÏ¥ ¶ ¸¸ ¦¥ �°²¥· ¢¨¤¥² ´¥¢Ò£μ¤´μ¥ μ¡¸ÉμÖÉ¥²Ó-
¸É¢μ ¢ ¸ ³μ³ ³¥Éμ¤¥ ±μ´¥Î´ÒÌ · §´μ¸É¥°, μ¤´ ±μ ¢ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ¸É¨ ¨§ÑÖ´
¡Ò² Éμ²Ó±μ ¢ ¢Ò¡μ·¥ · §´μ¸É´μ° ¸Ì¥³Ò. � ¸¸³μÉ·¥´´Ò¥ ¶·¨³¥·Ò Ê± §Ò¢ ÕÉ,
ÎÉμ ³¥Éμ¤ ±μ´¥Î´ÒÌ · §´μ¸É¥° ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ Ê¶μÉ·¥¡²¥´ ¤²Ö  ´ ²¨§  μ¸μ¡¥´-
´μ¸É¥°. �μ¸³μÉ·¨³ É¥¶¥·Ó μ¸μ¡μ, ÎÉμ ¤ ¥É ³¥Éμ¤ ±μ´¥Î´ÒÌ · §´μ¸É¥° ¤²Ö
Ê· ¢´¥´¨Ö �¨±± É¨.

3. “��‚�…�ˆ… �ˆŠŠ�’ˆ ˆ Š��…—�›… ��‡��‘’ˆ

“· ¢´¥´¨¥ �¨±± É¨ (6) ¸É ²μ ¶¥·¢Ò³ Ê· ¢´¥´¨¥³, ±μÉμ·μ¥ ´¥ Ê¤ ²μ¸Ó
¶·μ¨´É¥£·¨·μ¢ ÉÓ ¢ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ËÊ´±Í¨ÖÌ, ¶μÔÉμ³Ê ¨³¥´´μ μ´μ ¸É ²μ μ¡Ñ-
¥±Éμ³ Î¨¸²¥´´ÒÌ Ô±¸¶¥·¨³¥´Éμ¢. ‚ Î ¸É´μ¸É¨, ¸¢μ¨ ¸Ê¦¤¥´¨Ö μ · §´μ¸É´ÒÌ
¸Ì¥³ Ì �°²¥· ¨²²Õ¸É·¨·μ¢ ² ¶·¨³¥· ³¨ ´  Ê· ¢´¥´¨¥ �¨±± É¨.
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3.1. ‘Ì¥³ , ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ¶μ ±μÉμ·μ° ³μ¦´μ ¶·μ¤μ²¦¨ÉÓ §  ¶μ¤¢¨¦´Ò¥
μ¸μ¡Ò¥ ÉμÎ±¨. ‘Ì¥³  CROS ¶μ§¢μ²Ö¥É μÍ¥´¨ÉÓ ¶μ²μ¦¥´¨¥ μ¸μ¡μ° ÉμÎ±¨ ¨ ¥¥
¶μ·Ö¤μ±, μ¤´ ±μ ¶μ¢¥¤¥´¨¥ ·¥Ï¥´¨Ö ¢ ´¥¶μ¸·¥¤¸É¢¥´´μ° ¡²¨§μ¸É¨ ± μ¸μ¡μ°
ÉμÎ±¥, ¨ É¥³ ¡μ²¥¥ §  ´¥°, μ´  μ¶¨¸Ò¢ ¥É ´¥¶· ¢¨²Ó´μ, ÎÉμ Ìμ·μÏμ ¢¨¤´μ ´ 
·¨¸. 1. �¤´ ±μ ¤²Ö Ê· ¢´¥´¨Ö �¨±± É¨ ´¥É·Ê¤´μ ¶μ¸É·μ¨ÉÓ · §´μ¸É´ÊÕ ¸Ì¥³Ê,
¢¥·´μ μ¶¨¸Ò¢ ÕÐÊÕ ·¥Ï¥´¨¥ ¨ ¶μ¸²¥ μ¸μ¡μ° ÉμÎ±¨. ‚μÉ ÔÉ  ¸Ì¥³ :

ŷ = y + (pyŷ + qy + r)Δx, (16)

£¤¥ p, q, r ¡¥·ÊÉ¸Ö, ¤²Ö μ¶·¥¤¥²¥´´μ¸É¨, ¢ ¸²μ¥ x. ‹¨´¥°´μ¸ÉÓ ¸Ì¥³Ò μÉ´μ-
¸¨É¥²Ó´μ ŷ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¶¥·¥Ìμ¤¨ÉÓ ¸μ ¸²μÖ ´  ¸²μ° ¶μ Ö¢´Ò³ Ëμ·³Ê² ³,  
¶μ·Ö¤μ±  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö · ¢¥´ ¥¤¨´¨Í¥, ¶μ-
ÔÉμ³Ê ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨° ¶μ ÔÉμ° ¸Ì¥³¥ ´¥ ¤μ²¦´Ò ¡ÒÉÓ ³¥´¥¥ ÉμÎ´Ò³¨,
Î¥³ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ¶μ Ö¢´μ° ¸Ì¥³¥ �°²¥·  (12). “¤¨¢¨É¥²Ó´μ¥ ¦¥ ¸¢μ°¸É¢μ
¸Ì¥³Ò (16) ¸μ¸Éμ¨É ¢ Éμ³, ÎÉμ ¸Î¥É ¶μ ´¥° ³μ¦´μ ¶·μ¤μ²¦¨ÉÓ §  μ¸μ¡Ò¥
ÉμÎ±¨ ·¥Ï¥´¨Ö ¡¥§ § ³¥É´μ£μ ´ ±μ¶²¥´¨Ö μÏ¨¡±¨.

‡ ³¥Î ´¨¥ 3.1. ŒÒ μ¡´ ·Ê¦¨²¨ ´ §¢ ´´μ¥ ¸¢μ°¸É¢μ ¸Ì¥³Ò (16) ¸²ÊÎ °´μ,
¶ÒÉ Ö¸Ó · §μ¡· ÉÓ¸Ö ¸ É¥³, ÎÉμ ¤ ¥É ´ Ï  ¢¥·¸¨Ö É¥μ·¨¨ ƒ ²Ê  [25] ¤²Ö É¥μ·¨¨
· §´μ¸É´ÒÌ ¸Ì¥³ [30].

�·¨³¥· 3.1. ’μÎ´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ y = tan x ´ Î ²Ó´μ° § ¤ Î¨

dy

dx
= 1 + y2, y|x=0 = 0 (17)

¨³¥¥É ¶μ²Õ¸  ¢ ÉμÎ± Ì x = π + 2πn, n ∈ �, ¶·¨¡²¨¦¥´´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ÔÉμ°
§ ¤ Î¨ ¶·¥¤¸É ¢²¥´μ ´  ·¨¸. 2, ¸Î¥É ¶μ ²¨´¥°´μ° ¸Ì¥³Ò ¶¥·¥Ìμ¤¨É Î¥·¥§ ¤¢ 
¶μ²Õ¸  x = π ¨ x = 3π ¡¥§ § ³¥É´μ£μ ´ ±μ¶²¥´¨Ö μÏ¨¡±¨. ’μÎ´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥
§ ¤ Î¨ (15) ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¢Ò· ¦¥´μ Î¥·¥§ ËÊ´±Í¨¨ 	¥¸¸¥²Ö, ´  ·¨¸. 3 ³μ¦´μ
¸· ¢´¨ÉÓ ÔÉμ ·¥Ï¥´¨¥ ¸ ¶·¨¡²¨¦¥´´Ò³. •μ·μÏμ ¢¨¤´μ, ÎÉμ ¨ §¤¥¸Ó Ê¤ ¥É¸Ö
¶¥·¥Ï £´ÊÉÓ Î¥·¥§ É·¨ ¶μ²Õ¸ , μ¤´ ±μ ¡²¨¦¥ ± ¶· ¢μ³Ê ±· Õ § ³¥É´μ ´¥-
¡μ²ÓÏμ¥ · ¸Ìμ¦¤¥´¨¥ ÉμÎ´μ£μ ¨ ¶·¨¡²¨¦¥´´μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, Î¨¸²¥´´Ò¥ Ô±¸¶¥·¨³¥´ÉÒ Ê± §Ò¢ ÕÉ ´  Éμ, ÎÉμ ¸¶· ¢¥¤-
²¨¢  ¸²¥¤ÊÕÐ Ö É¥μ·¥³ .

’¥μ·¥³  3.1. �Ê¸ÉÓ p, q, r ∈ �(x) ¨ ´¥ ¨³¥ÕÉ ¶μ²Õ¸μ¢ ´  μÉ·¥§±¥ a �
x � b ¨ ¶Ê¸ÉÓ y = g(x) Å ÉμÎ´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ § ¤ Î¨ ŠμÏ¨ (11) ¤²Ö Ê· ¢´¥´¨Ö
�¨±± É¨ ´  ÔÉμ³ μÉ·¥§±¥. „²Ö ²Õ¡μ£μ δ > 0 ´ °¤ÊÉ¸Ö ¤¢¥ É ±¨¥ ±μ´¸É ´ÉÒ Mx

¨ My, ÎÉμ ¶·¨¡²¨¦¥´´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ y1, . . . , yN Éμ° ¦¥ § ¤ Î¨ ŠμÏ¨, ´ °¤¥´´μ¥
¶μ ¸Ì¥³¥ (16), Ê¤μ¢²¥É¢μ·¨É μÍ¥´±¥

|yn − g(xn)| � MyΔx

¢μ ¢¸¥Ì ÉμÎ± Ì xn, μÉ¤¥²¥´´ÒÌ μÉ ¶μ²Õ¸μ¢ ÉμÎ´μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö ´  · ¸¸ÉμÖ´¨¥,
¡μ²ÓÏ¥¥ δ, ²¨ÏÓ Éμ²Ó±μ Ï £ Ê¤μ¢²¥É¢μ·Ö¥É Ê¸²μ¢¨Õ Δx � Mx .

„μ± § É¥²Ó¸É¢Ê É¥μ·¥³Ò (¸³. ¶. 3.3) ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ¶·¥¤¶μ¸² ÉÓ ¨¸¸²¥¤μ¢ -
´¨¥ Î¨¸Éμ  ²£¥¡· ¨Î¥¸±¨Ì ¸¢μ°¸É¢ ¸Ì¥³Ò (16).
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�¨¸. 2. �¥Ï¥´¨¥ ´ Î ²Ó´μ° § ¤ Î¨ (17), ÉμÎ´μ¥ (¸¶²μÏ´ Ö ²¨´¨Ö) ¨ ´ °¤¥´´μ¥ ¶μ
²¨´¥°´μ° ¸Ì¥³¥ ¸ ¸μÉ´¥° ¸²μ¥¢ (μÉ³¥Î¥´  ± ¦¤ Ö 10-Ö ÉμÎ± )

�¨¸. 3. �¥Ï¥´¨¥ ´ Î ²Ó´μ° § ¤ Î¨ (7), ÉμÎ´μ¥ (¸¶²μÏ´ Ö ²¨´¨Ö) ¨ ´ °¤¥´´μ¥ ¶μ
²¨´¥°´μ° ¸Ì¥³¥ ¸ ¸μÉ´¥° ¸²μ¥¢ (μÉ³¥Î¥´  ± ¦¤ Ö 5-Ö ÉμÎ± )

3.2. �²£¥¡· ¨Î¥¸±¨¥ ¸¢μ°¸É¢  ¸Ì¥³Ò. ‘Ì¥³  (16) ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É ¸μ¡μ° ²¨-
´¥°´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ y ¨ ŷ, ¶·¨Î¥³ ¢Ò· ¦¥´¨¥ ŷ Î¥·¥§ y ¨ y Î¥·¥§
ŷ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¤·μ¡´μ-²¨´¥°´Ò³. ‚ ¤ ²Ó´¥°Ï¥³ Ê¤μ¡´μ ¶·¨´ÖÉÓ, ÎÉμ ¸μμÉ´μÏ¥-
´¨¥ (16) § ¤ ¥É ¢§ ¨³´μ-μ¤´μ§´ Î´μ¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ¤¢Ê³Ö ¸μ¸¥¤´¨³¨
¸²μÖ³¨. —Éμ¡Ò ¸± § ´´μ¥ ¡Ò²μ ¢¥·´μ ¢μ ¢¸¥Ì ÉμÎ± Ì, ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ¤μ¶μ²´¨ÉÓ
μ¡² ¸ÉÓ §´ Î¥´¨° ¶¥·¥³¥´´ÒÌ y ¨ ŷ ¡¥¸±μ´¥Î´μ Ê¤ ²¥´´Ò³¨ ÉμÎ± ³¨ ¨ ¶·¨-
´ÖÉÓ μ¡ÒÎ´μ³ μ¡· §μ³, ÎÉμ ÉμÎ±¥ y = 1/p μÉ¢¥Î ¥É ŷ = ∞. �Éμ μ§´ Î ¥É, ÎÉμ
¸²μ¨ ¤²Ö Ê· ¢´¥´¨Ö �¨±± É¨ ¥¸É¥¸É¢¥´´μ ¸Î¨É ÉÓ ¶·μ¥±É¨¢´Ò³¨ ¶·Ö³Ò³¨.

�  ¸ ³μ³ ¤¥²¥ ¶·¨ § ¤ ´¨¨ ²Õ¡μ° · §´μ¸É´μ° ¸Ì¥³Ò (13) ¸²¥¤μ¢ ²μ ¡Ò
Ê± §Ò¢ ÉÓ μ¡² ¸É¨ ¨§³¥´¥´¨Ö ¶¥·¥³¥´´ÒÌ y ¨ ŷ, ¨´Ò³¨ ¸²μ¢ ³¨, Ö¢´μ Ê± §Ò-
¢ ÉÓ, ± ±¨¥ ¨³¥´´μ ³´μ£μμ¡· §¨Ö · ¸¸³ É·¨¢ ÕÉ¸Ö ¢ ± Î¥¸É¢¥ ¸²μ¥¢,   ¸ ³Ê
¸Ì¥³Ê · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ±  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ¸²μÖ³¨.

‡ ³¥Î ´¨¥ 3.2. � ¶μ³´¨³, ÎÉμ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ¤¢Ê³Ö ³´μ£μμ¡· §¨-
Ö³¨ V ¨ V̂ ´ §Ò¢ ¥É¸Ö  ²£¥¡· ¨Î¥¸±¨³ (n, m)-¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥³, ¥¸²¨ μ´μ § ¤ -
¥É¸Ö  ²£¥¡· ¨Î¥¸±¨³¨ Ê· ¢´¥´¨Ö³¨, ¨, ¢μμ¡Ð¥ £μ¢μ·Ö, μ¤´μ° ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ°
ÉμÎ±¥ V μÉ¢¥Î ¥É n · §²¨Î´ÒÌ ÉμÎ¥± V̂ ,   μ¤´μ° ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ° ÉμÎ±¥ V̂ Å m
· §²¨Î´ÒÌ ÉμÎ¥± V [26,31].
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‘· ¢´¨³ ¸ ÔÉ¨Ì ¶μ§¨Í¨° ´ ÏÊ ¸Ì¥³Ê (16) ¸μ ¸Ì¥³μ° �°²¥· , μ£· ´¨Î¨¢-
Ï¨¸Ó ±² ¸¸μ³ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° �¨±± É¨.

‘Î¥É ¶μ Ö¢´μ° ¸Ì¥³¥ �°²¥· 

ŷ = y + (p(x) + q(x)y + r(x)y2)Δx

´¥ ³μ¦¥É ¤ ÉÓ ¡¥¸±μ´¥Î´μ ¡μ²ÓÏμ£μ §´ Î¥´¨Ö ¤²Ö yn, ¶μÔÉμ³Ê ¥¸É¥¸É¢¥´´μ
¶·¨´ÖÉÓ, ÎÉμ ¸²μ¨ Å  ËË¨´´Ò¥ ¶·Ö³Ò¥. ‚ É ±μ³ ¸²ÊÎ ¥ Ö¢´ Ö ¸Ì¥³  �°²¥· 
§ ¤ ¥É  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ¸²μÖ³¨, ¶·¨Î¥³ μ¤´μ° ÉμÎ±¥ ´ 
¶¥·¢μ³ ¸²μ¥ μÉ¢¥Î ¥É μ¤´  ÉμÎ±  ´  ¢Éμ·μ³,   μ¤´μ° ÉμÎ±¥ ¸μ ¢Éμ·μ£μ ¸²μÖ
¤¢¥ ÉμÎ±¨ ¸ ¶¥·¢μ£μ (¢ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¨, ÎÉμ Ê§²Ò xn ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³μ° ¸¥É±¨ ´¥
¶μ¶ ¤ ÕÉ ¢ ´Ê²¨ ±μÔËË¨Í¨¥´É  r). ’ ±¨³ μ¡· §μ³, Ö¢´ Ö ¸Ì¥³  �°²¥·  § ¤ ¥É
(1, 2)-¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ¸μ¸¥¤´¨³¨ ¸²μÖ³¨. �·¨ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¨ ¶μ Ö¢´μ° ¸Ì¥³¥
¶μ²Ó§ÊÕÉ¸Ö É¥³, ÎÉμ ¶μ § ¤ ´´μ³Ê §´ Î¥´¨Õ y0 ´  ´ Î ²Ó´μ³ ¸²μ¥ ³μ¦´μ
´ °É¨ μ¤´μ ¥¤¨´¸É¢¥´´μ¥ §´ Î¥´¨¥ yN ´  ±μ´¥Î´μ³ ¸²μ¥, ¨ ¨£´μ·¨·ÊÕÉ Éμ
´¥¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ¥ ¤²Ö ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ¶·¨¡²¨¦¥´´μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö μ¡¸ÉμÖÉ¥²Ó¸É¢μ, ÎÉμ
§ ¤ ´´μ³Ê yN μÉ¢¥Î ¥É ¤¢  §´ Î¥´¨Ö yN−1, ± ¦¤μ³Ê ¨§ ´¨Ì ¤¢  §´ Î¥´¨Ö
yN−1 ¨ É.¤. �μÔÉμ³Ê Ö¢´ Ö ¸Ì¥³  �°²¥·  § ¤ ¥É (1, 2N)-¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê
´ Î ²Ó´Ò³ ¨ ±μ´¥Î´Ò³ (N -³) ¸²μÖ³¨.

‘Î¥É ¶μ ´ Ï¥° ¸Ì¥³¥

ŷ = y + (p(x) + q(x)y + r(x)yŷ)Δx

³μ¦¥É ¤ ÉÓ ¡¥¸±μ´¥Î´μ ¡μ²ÓÏ¨¥ §´ Î¥´¨Ö ¤²Ö yn, ¶μÔÉμ³Ê ³Ò ¶·¨´Ö²¨, ÎÉμ
¸²μ¨ Å ¶·μ¥±É¨¢´Ò¥ ¶·Ö³Ò¥. �É  ¸Ì¥³  § ¤ ¥É ¢§ ¨³´μ-μ¤´μ§´ Î´μ¥ ¸μμÉ-
¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ¸μ¸¥¤´¨³¨ ¸²μÖ³¨,   ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ¨ ³¥¦¤Ê ²Õ¡Ò³¨ ¸²μÖ³¨.

� ¸¸³μÉ·¨³ É¥¶¥·Ó ¸ É¥Ì ¦¥ ¶μ§¨Í¨° ´ Î ²Ó´ÊÕ § ¤ ÎÊ. ’· ¤¨Í¨μ´´μ
·¥Ï¥´¨¥ ´ Î ²Ó´μ° § ¤ Î¨

dy

dx
= p(x) + q(x)y + r(x)y2, y(a) = y0,

· ¸¸³ É·¨¢ ÕÉ ± ± ËÊ´±Í¨Õ x,   y0 ¸Î¨É ÕÉ ¶μ¸ÉμÖ´´μ° ¢¥²¨Î¨´μ°, § ¤ ´-
´μ° ¶·μ¨§¢μ²Ó´Ò³ μ¡· §μ³. �¤´ ±μ ´¨ÎÉμ ´¥ ³¥Ï ¥É Ë¨±¸¨·μ¢ ÉÓ ±μ´¥Î´μ¥
§´ Î¥´¨¥ x, ¸± ¦¥³ x = b, ¨ · ¸¸³μÉ·¥ÉÓ ·¥Ï¥´¨¥ ± ± ËÊ´±Í¨Õ y0. ‚ ¸²ÊÎ ¥
Ê· ¢´¥´¨Ö �¨±± É¨ ÔÉ  § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ μÎ¥´Ó ¶·μ¸É Ö: ÉμÎ´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö
¤·μ¡´μ-²¨´¥°´μ° ËÊ´±Í¨¥° ´ Î ²Ó´μ£μ §´ Î¥´¨Ö y0, É. ¥.

y =
α(x)y0 + β(x)
γ(x)y0 + δ(x)

. (18)

‡ Ë¨±¸¨·Ê¥³ ± ±μ°-²¨¡μ ±μ´¥Î´Ò° ³μ³¥´É x = x1 ¨ μ¡μ§´ Î¨³ §´ Î¥´¨¥
·¥Ï¥´¨Ö ¢ ÔÉμÉ ³μ³¥´É ± ± y1. ’μ£¤ 

y1 =
α(x1)y0 + β(x1)
γ(x1)y0 + δ(x1)

.

23



…¸²¨ ¶·¨´ÖÉÓ, ÎÉμ ¶¥·¥³¥´´Ò¥ y0 ¨ y1 ¶·¨´¨³ ÕÉ §´ Î¥´¨Ö ´  ¶·μ¥±É¨¢-
´ÒÌ ¶·Ö³ÒÌ, Éμ ÔÉ  Ëμ·³Ê²  § ¤ ¥É ¶·μ¥±É¨¢´μ¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ÔÉ¨³¨
¶·Ö³Ò³¨. ˆ´Ò³¨ ¸²μ¢ ³¨, ´ Î ²Ó´ Ö § ¤ Î  ¤²Ö Ê· ¢´¥´¨Ö �¨±± É¨ § ¤ ¥É
¢§ ¨³´μ-μ¤´μ§´ Î´μ¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ´ Î ²Ó´Ò³ ¨ ±μ´¥Î´Ò³ ¸²μÖ³¨.

�É¸Õ¤  ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö, ÎÉμ ¶·¨ ¶·¨³¥´¥´¨¨ Ö¢´μ° ¸Ì¥³Ò ³Ò  ¶¶·μ±¸¨³¨-
·Ê¥³ ¢§ ¨³´μ-μ¤´μ§´ Î´μ¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ¸²μÖ³¨ (1, 2N)-¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥³.
�μ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê ³Ò ¶ÒÉ ¥³¸Ö  ¶¶·μ±¸¨³¨·μ¢ ÉÓ μ¤´μ§´ Î´ÊÕ ËÊ´±Í¨Õ 2N -
§´ Î´μ° ¨ ´ ¤¥¥³¸Ö ´  Éμ, ÎÉμ ¸ Ê¢¥²¨Î¥´¨¥³ N ´  · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ³ μÉ·¥§±¥
μ¤´  ¡Ê¤¥É ¡²¨§±  ± ¤·Ê£μ°. “¤¨¢¨É¥²Ó´μ §¤¥¸Ó ²¨ÏÓ Éμ, ÎÉμ ³Ò ¢¸¥ ¦¥ ¤μ¡¨-
¢ ¥³¸Ö ¢ ÔÉμ³ ´ ¶· ¢²¥´¨¨ ¨§¢¥¸É´ÒÌ Ê¸¶¥Ìμ¢. �¥Ö¢´ Ö ¸Ì¥³  �°²¥·  ¸ ÔÉμ°
ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö ´¨Î¥³ ´¥ ²ÊÎÏ¥ Ö¢´μ°: μ´  § ¤ ¥É (2N , 1)-¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê
´ Î ²Ó´Ò³ ¨ ±μ´¥Î´Ò³ ¸²μÖ³¨. � Ï  ¦¥ ¸Ì¥³  § ¤ ¥É ¢§ ¨³´μ-μ¤´μ§´ Î´μ¥
¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ¸²μÖ³¨ ± ± ¨ ÉμÎ´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ § ¤ Î¨ ŠμÏ¨. �É¸Õ¤ 
³μ¦´μ ¸¤¥² ÉÓ ¢ ¦´μ¥ ¤²Ö ¤ ²Ó´¥°Ï¥£μ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¥: ¤²Ö ¶· ¢¨²Ó´μ£μ μ¶¨-
¸ ´¨Ö ¶μ¢¥¤¥´¨Ö ·¥Ï¥´¨Ö ¢ μ±·¥¸É´μ¸É¨ μ¸μ¡μ° ÉμÎ±¨ ¶μ ³¥Éμ¤Ê ±μ´¥Î´ÒÌ
· §´μ¸É¥° ¢ ¦´μ ´¥ Éμ²Ó±μ, ÎÉμ¡Ò ¸Ì¥³   ¶¶·μ±¸¨³¨·μ¢ ²  ¤¨ËË¥·¥´Í¨-
 ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ¢ ¸³Ò¸²¥ μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö 2.1, ´μ ¨ ¸μÌ· ´Ö²  μ¤´μ§´ Î´μ¸ÉÓ
 ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ£μ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨Ö ³¥¦¤Ê ¸²μÖ³¨.

3.3. „μ± § É¥²Ó¸É¢μ É¥μ·¥³Ò 3.1. �¡· É¨³¸Ö É¥¶¥·Ó ± ¤μ± § É¥²Ó¸É¢Ê
É¥μ·¥³Ò 3.1. �¥¶μ¤¢¨¦´Ò¥ μ¸μ¡Ò¥ ÉμÎ±¨ ·¥Ï¥´¨Ö Ê· ¢´¥´¨Ö �¨±± É¨ ¸ÊÉÓ
μ¸μ¡¥´´μ¸É¨ ±μÔËË¨Í¨¥´Éμ¢ p, q, r, ¶μ Ê¸²μ¢¨Õ É¥μ·¥³Ò É ±μ¢ÒÌ ´  · ¸¸³ -
É·¨¢ ¥³μ³ μÉ·¥§±¥ ´¥ ¨³¥¥É¸Ö. �μ¤¢¨¦´Ò¥ μ¸μ¡Ò¥ ÉμÎ±¨ ·¥Ï¥´¨Ö Å ¶μ²Õ¸ ,
¶μÔÉμ³Ê ´  · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ³ μÉ·¥§±¥ ¨³¥¥É¸Ö ´¥ ¡μ²¥¥ Î¥³ ±μ´¥Î´μ¥ Î¨¸²μ
É ±μ¢ÒÌ. …¸²¨ ¶μ²Õ¸μ¢ ´  μÉ·¥§±¥ ´¥ ¨³¥¥É¸Ö ¢μ¢¸¥, Éμ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¥ É¥μ·¥³Ò
¸· §Ê ¸²¥¤Ê¥É ¨§ É¥μ·¥³Ò 2.2. „μ¶Ê¸É¨³, ÎÉμ ³´μ¦¥¸É¢μ ÔÉμ ´¥ ¶Ê¸Éμ.

(i) � °¤¥É¸Ö ¡¥¸±μ´¥Î´μ ³´μ£μ É ±¨Ì §´ Î¥´¨° Î¨¸²  y0, ¶·¨ ±μÉμ·ÒÌ
·¥Ï¥´¨¥ ´ Î ²Ó´μ° § ¤ Î¨

dy

dx
= p + qy + ry2, y|x=a = y0,

´¥ ¨³¥¥É ¶μ²Õ¸μ¢ ´  μÉ·¥§±¥ a � x � b.
„²Ö ¤μ± § É¥²Ó¸É¢  § ³¥É¨³, ÎÉμ ¢Ò· ¦¥´¨¥ (18) ¤ ¥É μ¡Ð¥¥ ·¥Ï¥´¨¥ ÔÉμ°

§ ¤ Î¨, ¶·¨Î¥³, ´¥ μ£· ´¨Î¨¢ Ö μ¡Ð´μ¸É¨ · ¸¸³μÉ·¥´¨Ö, ³μ¦´μ ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ
±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ α, . . . , δ ¶·¨´¨³ ÕÉ ´  · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ³ μÉ·¥§±¥ ¢¥Ð¥¸É¢¥´-
´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö ¨ ´¥ ¨³¥ÕÉ μ¸μ¡¥´´μ¸É¥°. ‚ É ±μ³ ¸²ÊÎ ¥ ³´μ¦¥¸É¢μ ´ Î ²Ó´ÒÌ
§´ Î¥´¨°, ¶·¨ ±μÉμ·ÒÌ ·¥Ï¥´¨¥ ´ Î ²Ó´μ° § ¤ Î¨ ¨³¥¥É ¶μ²Õ¸ ´  μÉ·¥§±¥
[a, b], ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É ¸μ¡μ° ³´μ¦¥¸É¢μ ±μ·´¥° ²¨´¥°´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö

γ(x)y0 + δ(x) = 0

¸ ¶ · ³¥É·μ³ x, ³¥´ÖÕÐ¨³¸Ö μÉ a ¤μ b ¶μ ¢¥Ð¥¸É¢¥´´μ° μ¸¨. �Éμ ³´μ¦¥-
¸É¢μ Å Î¨¸Éμ ¢¥Ð¥¸É¢¥´´μ¥, ¶μÔÉμ³Ê ¶·¨ ¢¸¥Ì ³´¨³ÒÌ y0 ´ Î ²Ó´ Ö § ¤ Î 
´¥ ¨³¥¥É μ¸μ¡¥´´μ¸É¥° ´  · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ³ ¨´É¥·¢ ²¥.
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‡ ³¥Î ´¨¥ 3.3. “É¢¥·¦¤¥´¨¥, ¶μ¤μ¡´μ¥ (i), Ìμ·μÏμ ¨§¢¥¸É´μ ¢ É¥μ·¨¨ § -
¤ Î¨ ³´μ£¨Ì É¥² [32] ± ± É¥μ·¥³  ‚¥°¥·ÏÉ· ¸¸ . �¡ÒÎ´μ μ´  Ëμ·³Ê²¨·Ê¥É¸Ö
¢ Éμ³ ¸³Ò¸²¥, ÎÉμ ¶·¨ ¶·μ¨§¢μ²Ó´ÒÌ ´ Î ²Ó´ÒÌ ¤ ´´ÒÌ ¸μÊ¤ ·¥´¨¥ ¤¢ÊÌ É¥²
´¥¢¥·μÖÉ´μ. ‚ Î ¸É´μ¸É¨, ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¥ (i) ³μ¦´μ · ¸¶·μ¸É· ´¨ÉÓ ´  ²Õ¡Ò¥
¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö ¢¨¤ 

F (x, y, y′) = 0, F ∈ �[x, y, z].

„²Ö ¤μ± § É¥²Ó¸É¢  ¸²¥¤Ê¥É ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ¸É ´¤ ·É´ÊÕ ¤²Ö ¤μ± § É¥²Ó¸É¢  É¥-
μ·¥³Ò ‚¥°¥·ÏÉ· ¸¸   ·£Ê³¥´É Í¨Õ, ¢μ¸¶μ²Ó§μ¢ ¢Ï¨¸Ó ¢³¥¸Éμ É¥μ·¥³Ò ‡Ê´¤-
³ ´  É¥μ·¥³μ° �¥´²¥¢¥ μ¡  ²£¥¡· ¨Î´μ¸É¨ ¶μ¤¢¨¦´μ° ÉμÎ±¨. �Éμ ÊÉ¢¥·¦¤¥-
´¨¥ ³Ò ¡Ê¤¥³ ¤ ²¥¥ ´ §Ò¢ ÉÓ ¶·¨´Í¨¶μ³ ‚¥°¥·ÏÉ· ¸¸ .

‚ Î ¸É´μ¸É¨, ¢¸¥£¤  ´ °¤ÊÉ¸Ö É ±¨¥ É·¨ ³´¨³ÒÌ Î¨¸²  y′
0, y

′′
0 , y′′′

0 , ÎÉμ
·¥Ï¥´¨¥ ´ Î ²Ó´μ° § ¤ Î¨

dy

dx
= p + qy + ry2, y|x=a = y

(n)
0 , n = 1, 2, 3, (19)

´¥ ¨³¥¥É ¶μ²Õ¸μ¢ ´  μÉ·¥§±¥ a � x � b. �¡μ§´ Î¨³ ± ± g′(x), g′′(x), g′′′(x)
ÉμÎ´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö ÔÉ¨Ì § ¤ Î,   ± ± y′

n, y′′
n, y′′′

n Å ¶·¨¡²¨¦¥´´ÒÌ ·¥Ï¥´¨Ö ÔÉ¨Ì
§ ¤ Î, ´ °¤¥´´Ò¥ ¶μ ¸Ì¥³¥ (16). ’μ£¤  ¢ ¸¨²Ê É¥μ·¥³Ò 2.2 ´ °¤ÊÉ¸Ö ¤¢¥ É ±¨¥
±μ´¸É ´ÉÒ Mx ¨ My, ÎÉμ

|y(m)
n − g(m)(xn)| � MyΔx, (20)

²¨ÏÓ Éμ²Ó±μ Ï £ Ê¤μ¢²¥É¢μ·Ö¥É Ê¸²μ¢¨Õ Δx � Mx.
(ii) ‚¸Ö±μ¥ (1, 1)-¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ¶·μ¥±É¨¢´Ò³¨ ¶·Ö³Ò³¨ Ö¢²Ö¥É¸Ö

¤·μ¡´μ-²¨´¥°´Ò³,   ¢¸Ö±μ¥ ¤·μ¡´μ-²¨´¥°´μ¥ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ ¸μÌ· ´Ö¥É  ´-
£ ·³μ´¨Î¥¸±μ¥ μÉ´μÏ¥´¨¥ Î¥ÉÒ·¥Ì ÉμÎ¥±

(y, y′, y′′, y′′′) =
y − y′′

y′′ − y′ :
y − y′′′

y′′′ − y′ .

…¸²¨ yn, y′
n, y′′

n, y′′′
n Å Î¥ÉÒ·¥ ¶·¨¡²¨¦¥´´ÒÌ ·¥Ï¥´¨Ö § ¤ Î¨ ŠμÏ¨ ¸ · §²¨Î-

´Ò³¨ ´ Î ²Ó´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨ ´  ²¥¢μ³ ±μ´Í¥ x = a, Éμ ¨Ì  ´£ ·³μ´¨Î¥¸±μ¥
μÉ´μÏ¥´¨¥

(yn, y′
n, y′′

n, y′′′
n )

´¥ § ¢¨¸¨É μÉ n, É. ¥.

(yn, y′
n, y′′

n, y′′′
n ) = (y0, y

′
0, y

′′
0 , y′′′

0 ). (21)

�´ ²μ£¨Î´μ¥ ¸¢μ°¸É¢μ ¨³¥¥É¸Ö ¨ Ê ÉμÎ´μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö: ¤²Ö  ´£ ·³μ´¨Î¥¸±μ£μ
μÉ´μÏ¥´¨Ö Î¥ÉÒ·¥Ì ÉμÎ´ÒÌ ·¥Ï¥´¨° Ê· ¢´¥´¨Ö �¨±± É¨ ¢¥·´μ

(g(x), g′(x), g′′(x), g′′′(x)) = (y0, y
′
0, y

′′
0 , y′′′

0 ). (22)
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� ¢¥´¸É¢  (21) ¨ (22) ¸¶· ¢¥¤²¨¢Ò ¶·¨ ¢¸¥Ì x ¨ ¢¸¥Ì n. ‚ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨
¸ μ¡ÒÎ´Ò³¨ ¤²Ö ¶·μ¥±É¨¢´μ° £¥μ³¥É·¨¨ ¸μ£² Ï¥´¨Ö³¨ ³μ¦´μ ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ
ÔÉμ · ¢¥´¸É¢μ ¸μÌ· ´Ö¥É¸Ö ¤ ¦¥ ¶·¨ É¥Ì §´ Î¥´¨ÖÌ x, ¶·¨ ±μÉμ·ÒÌ g(x) μ¡· -
Ð ¥É¸Ö ¢ ¡¥¸±μ´¥Î´μ¸ÉÓ, ¨ É¥Ì §´ Î¥´¨ÖÌ n, ¶·¨ ±μÉμ·ÒÌ yn μ¡· Ð ¥É¸Ö ¢
¡¥¸±μ´¥Î´μ¸ÉÓ.

(iii) ˆ¸Ìμ¤´μ¥ ÉμÎ´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ³μ¦´μ ¢Ò· §¨ÉÓ Î¥·¥§ É·¨ ¤·Ê£¨Ì ÉμÎ-
´ÒÌ ·¥Ï¥´¨Ö ¶μ É¥³ ¦¥ Ëμ·³Ê² ³, ÎÉμ ¨ ¶·¨¡²¨¦¥´´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ Î¥·¥§ É·¨
¶·¨¡²¨¦¥´´ÒÌ ·¥Ï¥´¨Ö. 	μ²¥¥ · §¢¥·´ÊÉμ, ¶Ê¸ÉÓ η′, η′′, η′′′ Å ´μ¢Ò¥ ¸¨³-
¢μ²Ó´Ò¥ ¶¥·¥³¥´´Ò¥, Éμ£¤  ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É É ± Ö · Í¨μ´ ²Ó´ Ö ËÊ´±Í¨Ö ϕ ÔÉ¨Ì
¶¥·¥³¥´´ÒÌ, ÎÉμ μ¤´μ¢·¥³¥´´μ ¢¥·´μ

g(x) = ϕ(g′(x), g′′(x), g′′′(x))

¨
yn = ϕ(y′

n, y′′
n, y′′′

n ).

‚ ¸ ³μ³ ¤¥²¥, · ¸¸³μÉ·¨³ · ¢¥´¸É¢μ

(y, η′, η′′, η′′′) = (y0, y
′
0, y

′′
0 , y′′′

0 )

± ± Ê· ¢´¥´¨¥ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ y, ²¥¢ Ö ¥£μ Î ¸ÉÓ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¤·μ¡´μ-²¨´¥°´μ°
ËÊ´±Í¨¥° y, ¶μÔÉμ³Ê ¥£μ ±μ·¥´Ó ¢Ò· ¦ ¥É¸Ö · Í¨μ´ ²Ó´μ Î¥·¥§ η′, η′′, η′′′,
É. ¥.

y = ϕ(η′, η′′, η′′′),

£¤¥ ϕ Å · Í¨μ´ ²Ó´ Ö ËÊ´±Í¨Ö ¸ ±μ³¶²¥±¸´Ò³¨ ±μÔËË¨Í¨¥´É ³¨. �¥Ï Ö
Ê· ¢´¥´¨¥ (22) μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ g(x), ¶μ²ÊÎ¨³

g(x) = ϕ(g′(x), g′′(x), g′′′(x));

 ´ ²μ£¨Î´μ, ·¥Ï Ö Ê· ¢´¥´¨¥ (21) μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ yn, ¶μ²ÊÎ¨³

yn = ϕ(y′
n, y′′

n, y′′′
n ).

(iv) �μ¸²¥ ÔÉμ° ¶μ¤£μÉμ¢±¨ ³μ¦´μ ¤μ± § ÉÓ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¥ É¥μ·¥³Ò 3.1. �μ
É¥μ·¥³¥ ‹ £· ´¦ 

g(xn) − yn =
∂ϕ

∂η′ · (g
′(xn) − y′

n) + . . . ,

£¤¥ ¶·μ¨§¢μ¤´Ò¥ ¢ÒÎ¨¸²ÖÕÉ¸Ö ¢ ÉμÎ±¥, ²¥¦ Ð¥° £¤¥-Éμ ´  μÉ·¥§±¥, ¸μ¥¤¨´Ö-
ÕÐ¥³ ÉμÎ±Ê (y′

n, y′′
n, y′′′

n ) ¸ ÉμÎ±μ° (g′(xn), g′′(xn), g′′′(xn)). ‚ ¸¨²Ê (20) ÔÉ 
ÉμÎ±  ²¥¦¨É ¢ μ¡² ¸É¨

|η(m) − g(m)(xn)| � MyΔx, m = 1, 2, 3. (23)
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ˆ¸±²ÕÎ¨³ É¥¶¥·Ó ¨§ · ¸¸³μÉ·¥´¨Ö δ-μ±·¥¸É´μ¸É¨ ¶μ²Õ¸μ¢ ÉμÎ´μ£μ ·¥Ï¥-
´¨Ö y = g(x) ¨¸Ìμ¤´μ° § ¤ Î¨ ŠμÏ¨. ’μ£¤  §´ ³¥´ É¥²Ó ËÊ´±Í¨¨

ϕ(η′, η′′, η′′′)

´¥ μ¡· Ð ¥É¸Ö ¢ ´Ê²Ó ´  ±·¨¢μ°

η′ = g′(x), . . . , η′′′ = g′′′(x), x = a . . . b.

�μÔÉμ³Ê ¤²Ö ¤μ¸É ÉμÎ´μ ³ ²μ° μ±·¥¸É´μ¸É¨ ÔÉμ° ±·¨¢μ° ³μ¦´μ ¶μ¤μ¡· ÉÓ
É ±ÊÕ ±μ´¸É ´ÉÊ L, ÎÉμ ∣∣∣∣ ∂ϕ

∂η(m)

∣∣∣∣ � L, m = 1, 2, 3.

“³¥´ÓÏ¥´¨¥³ ¶·¨ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ¸É¨ Mx ³μ¦´μ ¤μ¡¨ÉÓ¸Ö Éμ£μ, ÎÉμ¡Ò μ¡² ¸ÉÓ
(23) Í¥²¨±μ³ ¶μ¶ ²  ¢ ÔÉÊ μ±·¥¸É´μ¸ÉÓ. ’μ£¤ 

|g(xn) − yn| � 3LMyΔx,

ÎÉμ, ¸ ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ ¤μ ¶¥·¥μ¡μ§´ Î¥´¨Ö ±μ´¸É ´É, ÊÉ¢¥·¦¤ ¥É É¥μ·¥³  3.1.
3.4. �·μ¥±É¨¢´Ò¥ ±μμ·¤¨´ ÉÒ ¨ ¸¢¥¤¥´¨¥ Ê· ¢´¥´¨Ö �¨±± É¨ ± ²¨´¥°-

´μ³Ê ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ³Ê Ê· ¢´¥´¨Õ 2-£μ ¶μ·Ö¤± . ‡ ¶¨Ï¥³ ¶·μ¥±É¨¢´μ¥
¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ¸²μÖ³¨

ŷ = y + (p + qy + ryŷ)Δx,

É¥¶¥·Ó Ö¢´μ

ŷ =
(1 + qΔx)y + pΔx

1 − rΔxy
.

Šμ³¶μ§¨Í¨Õ ´¥¸±μ²Ó±¨Ì É ±¨Ì ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨°, μ¶¨¸Ò¢ ÕÐÊÕ ¶¥·¥Ìμ¤ ¸ n-
£μ ¸²μÖ, ¸± ¦¥³, ´  (n +2)-°, Ê¤μ¡´μ μ¶¨¸Ò¢ ÉÓ ¢ ¶·μ¥±É¨¢´ÒÌ ±μμ·¤¨´ É Ì.
�μ²μ¦¨³

yn = un : vn,

Éμ£¤ 
un+1

vn+1
=

(1 + qnΔx)un + pnΔxvn

vn − rnΔxun
,

¨²¨ ¢ ³ É·¨Î´ÒÌ μ¡μ§´ Î¥´¨ÖÌ(
un+1

vn+1

)
=

((
1 0
0 1

)
+

(
qn pn

−rn 0

)
Δx

) (
un

vn

)
.

�É¸Õ¤ (
un+2

vn+2

)
=

(
E +

(
qn+1 pn+1

−rn+1 0

)
Δx

) (
E +

(
qn pn

−rn 0

)
Δx

) (
un

vn

)
.
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‚ Î ¸É´μ¸É¨, ³Ò ³μ¦¥³ ¢Ò· §¨ÉÓ ·¥Ï¥´¨¥ ´  ±μ´¥Î´μ³ ¸²μ¥ Î¥·¥§ ¨§¢¥¸É´μ¥
§´ Î¥´¨¥ ·¥Ï¥´¨Ö ´  ´ Î ²Ó´μ³ ¸²μ¥:(

uN

vN

)
=

(
E +

(
qN−1 pN−1

−rN−1 0

)
Δx

)
· · ·

(
E +

(
q0 p0

−r0 0

)
Δx

) (
y0

1

)
.

‚ ¶·¥¤¥²¥ ¶·¨ N → ∞ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨¥ ³ É·¨Í ¤ ¥É P-¨´É¥£· ² ˜²¥§¨´-
£¥·  [33,34], ¶μÔÉμ³Ê(

u
v

)
= P

(
E +

(
q p
−r 0

)
dx

) (
y0

1

)
.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¢μ-¶¥·¢ÒÌ, ·¥Ï¥´¨¥ § ¤ Î¨ ŠμÏ¨ ¤²Ö Ê· ¢´¥´¨Ö �¨±± É¨
³μ¦´μ ´ °É¨ ± ± μÉ´μÏ¥´¨¥ y = u : v ±μμ·¤¨´ É ·¥Ï¥´¨Ö ¸¨¸É¥³Ò ²¨´¥°´ÒÌ
Ê· ¢´¥´¨° {

u′ = pu + qv,

v′ = −ru,

Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÐ¥£μ ´ Î ²Ó´Ò³ Ê¸²μ¢¨Ö³

u|x=x0 = y0, v|x=x0 = 1.

‚ ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ¸É¨ ¸± § ´´μ£μ ³μ¦´μ Ê¡¥¤¨ÉÓ¸Ö ¶·Ö³Ò³ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¥³:

y′ =
u′v − v′u

v2
=

puv + qv2 + ru2

v2
= py + q + ry2.

‚μ-¢Éμ·ÒÌ, Ö¢´ Ö ¸Ì¥³  �°²¥·  ¤²Ö ÔÉμ° ¸¨¸É¥³Ò ²¨´¥°´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¤ ¥É
´ ÏÊ ¶·μ¥±É¨¢´ÊÕ ¸Ì¥³Ê (13) ¤²Ö Ê· ¢´¥´¨Ö �¨±± É¨.

� §Ê³¥¥É¸Ö, ¸ ³ Ë ±É ¢μ§³μ¦´μ¸É¨ ¸¢¥¤¥´¨Ö Ê· ¢´¥´¨Ö �¨±± É¨ ± ²¨´¥°-
´μ³Ê ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ³Ê Ê· ¢´¥´¨Õ 2-£μ ¶μ·Ö¤±  Ìμ·μÏμ ¨§¢¥¸É¥´ ¨, ¡μ²¥¥
Éμ£μ, ²¥¦¨É ¢ μ¸´μ¢¥ ¢¸¥° É¥μ·¨¨ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö Ê· ¢´¥´¨° �¨±± É¨ ¢ Ô²¥-
³¥´É ·´ÒÌ ËÊ´±Í¨ÖÌ. ‚μμ¡Ð¥ £μ¢μ·Ö, ³μ¦´μ ¡Ò²μ ¡Ò ´ ¶¨¸ ÉÓ Ö¢´ÊÕ ¸Ì¥³Ê
¤²Ö ÔÉμ£μ ²¨´¥°´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ¨ ¨§ ´¥¥ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ´ ÏÊ ¶·μ¥±É¨¢´ÊÕ ¸Ì¥³Ê
¤²Ö Ê· ¢´¥´¨Ö �¨±± É¨. ‘ ÔÉμ° ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¥ É¥μ·¥³Ò 3.1 Ê¦¥
´¥ ¢Ò£²Ö¤¨É ¸Éμ²Ó ´¥μ¦¨¤ ´´Ò³.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¤²Ö Ê· ¢´¥´¨Ö �¨±± É¨ ³μ¦´μ ¸μ¸É ¢¨ÉÓ ¶·μ¥±É¨¢´ÊÕ
· §´μ¸É´ÊÕ ¸Ì¥³Ê (16), ±μÉμ· Ö μ¡² ¤ ¥É É·¥³Ö ¸¢μ°¸É¢ ³¨:

• μ´  § ¤ ¥É ¶·μ¥±É¨¢´μ¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ¸²μÖ³¨;
• ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ¶μ ´¥° ³μ¦´μ ¶·μ¤μ²¦ ÉÓ §  ¶μ¤¢¨¦´Ò¥ μ¸μ¡Ò¥ ÉμÎ±¨;
• ¶¥·¥Ìμ¤ ± ¶·μ¥±É¨¢´Ò³ ±μμ·¤¨´ É ³ ¶·¥¢· Ð ¥É ÔÉÊ ¸Ì¥³Ê ¢ Ö¢´ÊÕ

¸Ì¥³Ê �°²¥·  ¤²Ö Éμ° ¸¨¸É¥³Ò ¤¢ÊÌ ²¨´¥°´ÒÌ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥-
´¨°, ± ±μÉμ·μ° ¸¢μ¤¨É¸Ö Ê· ¢´¥´¨¥ �¨±± É¨. ŒÒ ¶μ²μ¦¨²¨ ¢ μ¸´μ¢Ê ´ Ï¥£μ
· ¸¸³μÉ·¥´¨Ö ¢Éμ·μ¥ ¨§ ÔÉ¨Ì ¸¢μ°¸É¢, ± ± μÎ¥¢¨¤´μ ¶μ²¥§´μ¥ ¸ ¶· ±É¨Î¥¸±μ°
ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö.
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4. ���…Š’ˆ‚�›… ��‡��‘’�›… ‘•…Œ›
„‹Ÿ “��‚�…�ˆ‰ ‚ˆ„� y′ = f(x, y)

4.1. � §´μ¸É´Ò¥ ¸Ì¥³Ò, § ¤ ÕÐ¨¥ ¡¨· Í¨μ´ ²Ó´μ¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê
¸²μÖ³¨. �¡· É¨³¸Ö É¥¶¥·Ó ± ¢μ¶·μ¸Ê μ Éμ³, ± ± ¤²Ö ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢-
´¥´¨° (10) ¸É·μ¨ÉÓ · §´μ¸É´Ò¥ ¸Ì¥³Ò(13), ¸Î¥É ¶μ ±μÉμ·Ò³ ³μ¦´μ ¶·μ¤μ²-
¦ ÉÓ ¶μ¸²¥ ¶μ¤¢¨¦´ÒÌ μ¸μ¡ÒÌ ÉμÎ¥±. ‡ É·Ê¤´¥´¨¥ §¤¥¸Ó ¢ Éμ³, ÎÉμ ÔÉ¨ · §-
´μ¸É´Ò¥ ¸Ì¥³Ò § ¤ ÕÉ¸Ö  ²£¥¡· ¨Î¥¸±¨³¨ Ê· ¢´¥´¨Ö³¨,   ¦¥² ´´μ¥ ¸¢μ°¸É¢μ
´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö  ²£¥¡· ¨Î¥¸±¨³. �¤´ ±μ ´ Ï  ¸Ì¥³  ¤²Ö Ê· ¢´¥´¨Ö �¨±± É¨ μ¡² -
¤ ¥É ¨ μ¤´¨³ ¢¥¸Ó³  ¶·¨³¥É´Ò³  ²£¥¡· ¨Î¥¸±¨³ ¸¢μ°¸É¢μ³: μ´  § ¤ ¥É ¡¨· -
Í¨μ´ ²Ó´μ¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ¸²μÖ³¨. �μ± ¦¥³, ÎÉμ ÔÉμ£μ ¸¢μ°¸É¢  ¸Ì¥³Ò
¤μ¸É ÉμÎ´μ, ÎÉμ¡Ò ¸Î¥É ¶μ ¸Ì¥³¥ ³μ¦´μ ¡Ò²μ ¶·μ¤μ²¦¨ÉÓ §  μ¸μ¡Ò¥ ÉμÎ±¨.

‚μ¶·μ¸ ¢ É ±μ³ ¸²ÊÎ ¥ ³μ¦´μ ¶μ¸É ¢¨ÉÓ É ±: ¤²Ö ± ±¨Ì ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó-
´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° (10) ³μ¦´μ ¸μ¸É ¢¨ÉÓ · §´μ¸É´ÊÕ ¸Ì¥³Ê, § ¤ ÕÐÊÕ ¡¨· Í¨μ-
´ ²Ó´μ¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ¸²μÖ³¨?

�É¢¥É ´  ¶μ¸É ¢²¥´´Ò° ¢μ¶·μ¸ ¤ ¥É ¸²¥¤ÊÕÐ Ö É¥μ·¥³ .
’¥μ·¥³  4.1 (Œ ²ÒÌ Œ.„., 2015 [30]). �Ê¸ÉÓ f(x, y) ∈ �(x, y). …¸²¨

¤²Ö ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö y′ = f(x, y) ³μ¦´μ ¸μ¸É ¢¨ÉÓ ¸Ì¥³Ê, § ¤ -
ÕÐÊÕ ¢§ ¨³´μ-μ¤´μ§´ Î´μ¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ¸²μÖ³¨, ¢ ± Î¥¸É¢¥ ±μÉμ·ÒÌ
¨¸¶μ²Ó§ÊÕÉ¸Ö ¶·μ¥±É¨¢´Ò° ¶·Ö³Ò¥, Éμ ÔÉμ Ê· ¢´¥´¨¥ Å Ê· ¢´¥´¨¥ �¨±± É¨.

„μ± § É¥²Ó¸É¢μ. ‚¸Ö±μ¥ ¢§ ¨³´μ-μ¤´μ§´ Î´μ¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ¸²μ-
Ö³¨ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¤·μ¡´μ-²¨´¥°´Ò³, ¶μÔÉμ³Ê · §´μ¸É´ Ö ¸Ì¥³  ´¥¨§¡¥¦´μ ¨³¥¥É
¢¨¤

α + βy + γŷ + δyŷ = 0,

£¤¥ ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ α, . . . , δ ∈ �[x, Δx]. …¸²¨ ¶μ¤¸É ¢¨ÉÓ ¢ ²¥¢ÊÕ Î ¸ÉÓ ŷ = y
¨ Δx = 0, Éμ ¶μ²ÊÎ¨É¸Ö ³´μ£μÎ²¥´, · ¢´Ò° ´Ê²Õ Éμ¦¤¥¸É¢¥´´μ. �μÔÉμ³Ê
³´μ£μÎ²¥´Ò

α, β + γ, δ

μ¡· Ð ÕÉ¸Ö ¢ ´Ê²Ó ¶·¨ Δx = 0. �μÔÉμ³Ê ÔÉ¨ ³´μ£μÎ²¥´Ò ¤¥²ÖÉ¸Ö ´  Δx,
É. ¥. ´ °¤ÊÉ¸Ö É ±¨¥ ³´μ£μÎ²¥´Ò p, q, r ∈ �[x, Δx], ÎÉμ

α = pΔx, β + γ = qΔx, δ = rΔx.

’¥¶¥·Ó ¸Ì¥³Ê ³μ¦´μ ¶¥·¥¶¨¸ ÉÓ É ±:

β · (ŷ − y) = (p + qŷ + ryŷ)Δx.

�Éμ ´¥ ÎÉμ ¨´μ¥, ± ± ´ Ï  ¶·μ¥±É¨¢´ Ö ¸Ì¥³  (16), ±μÉμ· Ö  ¶¶·μ±¸¨³¨·Ê¥É
Ê· ¢´¥´¨¥ �¨±± É¨. �

‡ ³¥Î ´¨¥ 4.1. �É  É¥μ·¥³  Ö¢²Ö¥É¸Ö · §´μ¸É´Ò³  ´ ²μ£μ³ É¥μ·¥³Ò
‹.”Ê±¸  1.2.
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„μ± § ´´ Ö É¥μ·¥³  ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´Ò³ μ¡· §μ³ μ£· ´¨Î¨¢ ¥É μ¡μ¡Ð¥´¨¥ ¶·¨-
¥³μ¢, ´ °¤¥´´ÒÌ ¢ ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¥³ · §¤¥²¥, ´μ § Éμ ¶μ§¢μ²Ö¥É μ¡ÑÖ¸´¨ÉÓ, ¶μÎ¥³Ê
¨³¥´´μ ·¥Ï¥´¨Ö Ê· ¢´¥´¨° �¨±± É¨ ¡Ò²¨ ¶·¨´ÖÉÒ §  ±² ¸¸¨Î¥¸±¨¥ É· ´¸-
Í¥´¤¥´É´Ò¥ ËÊ´±Í¨¨. ‚ ±² ¸¸¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° 1-£μ ¶μ·Ö¤± ,
· §·¥Ï¥´´ÒÌ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¶·μ¨§¢μ¤´μ°, Ê· ¢´¥´¨Ö �¨±± É¨ μ¡· §ÊÕÉ É·¨-
¦¤Ò ¶·¨³¥Î É¥²Ó´Ò° ±² ¸¸:

• ¢μ-¶¥·¢ÒÌ, μ´¨ ¨ Éμ²Ó±μ μ´¨ μ¡² ¤ ÕÉ ¸¢μ°¸É¢μ³ �¥´²¥¢¥ ¨ ¶μÉμ³Ê
¨Ì ÉμÎ´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ³μ¦´μ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ¢ ¢¨¤¥ μÉ´μÏ¥´¨Ö ¢¸Õ¤Ê ¸Ìμ¤ÖÐ¨Ì¸Ö
¸É¥¶¥´´ÒÌ ·Ö¤μ¢;

• ¢-¢Éμ·ÒÌ, ¤²Ö ´¨Ì ¨ Éμ²Ó±μ ¤²Ö ´¨Ì ³μ¦´μ ¸μ¸É ¢¨ÉÓ · §´μ¸É´Ò¥ ¸Ì¥³Ò,
§ ¤ ÕÐ¨¥ ¢§ ¨³´μ-μ¤´μ§´ Î´μ¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ¸²μÖ³¨;

• ¢-É·¥ÉÓ¨Ì, ¤²Ö ´¨Ì ³μ¦´μ ¸μ¸É ¢¨ÉÓ · §´μ¸É´Ò¥ ¸Ì¥³Ò, ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ¶μ
±μÉμ·Ò³ ³μ¦´μ ¶·μ¤μ²¦ ÉÓ §  ¶μ¤¢¨¦´Ò¥ μ¸μ¡Ò¥ ÉμÎ±¨.
’· ¤¨Í¨μ´´μ ¶¥·¢μ¥ ¸¢μ°¸É¢μ ¶·¨´¨³ ÕÉ §  μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ ±² ¸¸¨Î¥¸±¨Ì É· ´¸-
Í¥´¤¥´É´ÒÌ ËÊ´±Í¨°, ¶μÔÉμ³Ê 2-¥ ¨ 3-¥ ¸¢μ°¸É¢  · ¸±·Ò¢ ÕÉ ¸³Ò¸² ÔÉμ£μ
¶μ´ÖÉ¨Ö ¸ ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö É¥μ·¨¨ · §´μ¸É´ÒÌ ¸Ì¥³.

4.2. �·μ¥±É¨¢´Ò¥ · §´μ¸É´Ò¥ ¸Ì¥³Ò ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ£μ ¶μ·Ö¤± . ‚ ¸¨²Ê
É¥μ·¥³Ò 4.1 ¤²Ö Ê· ¢´¥´¨°, μÉ²¨Î´ÒÌ μÉ Ê· ¢´¥´¨Ö �¨±± É¨, ¶·¨Ìμ¤¨É¸Ö ¨¸-
¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ · §´μ¸É´Ò¥ ¸Ì¥³Ò, ´¥ § ¤ ÕÐ¨¥ ¢§ ¨³´μ-μ¤´μ§´ Î´μ£μ ¸μμÉ¢¥É-
¸É¢¨Ö ³¥¦¤Ê ¸μ¸¥¤´¨³¨ ¸²μÖ³¨.

—Éμ¡Ò ¶¥·¥°É¨ μÉ ´ Î ²Ó´μ£μ §´ Î¥´¨Ö y0 ± ±μ´¥Î´μ³Ê yN ¶μ · §´μ¸É´μ°
¸Ì¥³¥ (13), ´Ê¦´μ ¨¸±²ÕÎ¨ÉÓ ¨§ ¸¨¸É¥³Ò

G(x0, x1, y0, y1) = 0, . . . , G(xN−1, xN , yN−1, yN ) = 0

¶¥·¥³¥´´Ò¥ y1, . . . yN−1, ¢ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¶μ²ÊÎ¨É¸Ö  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥

R(x0, . . . , xN , y0, yN) = 0,

¸¢Ö§Ò¢ ÕÐ¥¥ y0 ¨ = yN , É. ¥. § ¤ ÕÐ¥¥  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê
´ Î ²Ó´Ò³ ¨ ±μ´¥Î´Ò³ ¸²μ¥³. ‘É¥¶¥´¨ ÔÉμ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ y0 ¨
yN , ¢μμ¡Ð¥ £μ¢μ·Ö, § ¢¨¸ÖÉ μÉ N ¨ ³μ£ÊÉ μ± § ÉÓ¸Ö ¢¥¸Ó³  §´ Î¨É¥²Ó´Ò³¨.
�Éμ μ§´ Î ¥É, ÎÉμ Î¨¸²μ · §²¨Î´ÒÌ §´ Î¥´¨° ¤²Ö yN , μÉ¢¥Î ÕÐ¨Ì μ¤´μ³Ê
§´ Î¥´¨Õ y0, ³μ¦¥É § ¢¨¸¥ÉÓ μÉ Ï £  ¨ ¡ÒÉÓ ¢¥¸Ó³  ¡μ²ÓÏ¨³.

�·¨³¥· 4.1. �Ê¸ÉÓ f Å ³´μ£μÎ²¥´ ¸É¥¶¥´¨ s. ’μ£¤  ´¥Ö¢´ Ö ¸Ì¥³ 
�°²¥· 

ŷ − y = f(x̂, ŷ)Δx

§ ¤ ¥É (1, s)-¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ¸μ¸¥¤´¨³¨ ¸²μÖ³¨, É. ¥. μ¤´μ³Ê y μÉ¢¥Î ¥É
s §´ Î¥´¨° ŷ, ¨§ ±μÉμ·ÒÌ ¤²Ö ¤ ²Ó´¥°Ï¥£μ ¢ ¦´μ ²¨ÏÓ μ¤´μ, ¡²¨§±μ¥ ¢
Éμ¶μ²μ£¨¨ � ± y. ˆ¸±²ÕÎ Ö ¨§ ¸¨¸É¥³Ò

y1 − y0 = f(x1, y1)Δx, . . . , yN − yN−1 = f(xN , yN)Δx
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¶·μ³¥¦ÊÉμÎ´Ò¥ ÉμÎ±¨ y1, . . . , yN−1, ³Ò ¶μ²ÊÎ¨³ Ê· ¢´¥´¨¥

R(y0, yN ) = 0,

¸É¥¶¥´Ó ±μÉμ·μ£μ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ yN ¡Ê¤¥É · ¢´  sN . �μÔÉμ³Ê Î¨¸Éμ  ²£¥-
¡· ¨Î¥¸±¨³ ¶ÊÉ¥³ ¤²Ö μÉÒ¸± ´¨Ö yN ³μ¦´μ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ²¨ÏÓ  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ¥
Ê· ¢´¥´¨¥, ¸É¥¶¥´Ó ±μÉμ·μ£μ · ¸É¥É Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ ¸ ·μ¸Éμ³ N . �  ¶· ±-
É¨±¥, ±μ´¥Î´μ, ¸Î¥É μ·£ ´¨§ÊÕÉ ¨´ Î¥: ¡¥·ÊÉ Î¨¸²μ¢μ¥ §´ Î¥´¨¥ y0 ¨ ¨ÐÊÉ
¶·¨¡²¨¦¥´´μ y1 ± ± ±μ·¥´Ó Ê· ¢´¥´¨Ö

y1 − y0 = f(x1, y1)Δx,

¡²¨¦ °Ï¨° ± y0.

�·¨¢¥¸É¨ ¶·¨³¥· · §´μ¸É´μ° ¸Ì¥³Ò, ±μÉμ· Ö § ¤ ¥É (2, 2)-¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥
³¥¦¤Ê ²Õ¡Ò³¨ ¸²μÖ³¨, ¸μ¢¸¥³ ´¥ É·Ê¤´μ.

�·¨³¥· 4.2. � §´μ¸É´ Ö ¸Ì¥³ 

x2 + y2 = x̂2 + ŷ2

¨²¨

ŷ − y = −2xΔx + Δx2

ŷ + y

 ¶¶·μ±¸¨³¨·Ê¥É ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥

y′ = −x

y
.

�·¨ ÔÉμ³ ¶¥·¥Ìμ¤ ¸μ ¸²μÖ ´  ¸²μ° ¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö ¶μ Ëμ·³Ê²¥

x2
0 + y2

0 = x2
1 + y2

1 = · · · = x2
N + y2

N .

�μÔÉμ³Ê μ¤´μ³Ê §´ Î¥´¨Õ yn μÉ¢¥Î ÕÉ ¤¢  §´ Î¥´¨Ö ym, ±μÉμ·Ò¥ ¶μ²ÊÎ ÕÉ¸Ö
¨§ Ê· ¢´¥´¨Ö

x2
n + y2

n = x2
m + y2

m.

‘ £¥μ³¥É·¨Î¥¸±μ° ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö ± ¦¤Ò° ¸²μ° ¶μ¤· §¤¥²Ö¥É¸Ö ´  ¸¨¸É¥³Ò ¶μ
¤¢¥ ÉμÎ±¨ ¢ ± ¦¤μ°. Š μ¤´μ° ¸¨¸É¥³¥ ¢ n-³ ¸²μ¥ μÉ´μ¸ÖÉ¸Ö ±μ·´¨ Ê· ¢´¥´¨Ö

x2
n + y2 = C,

¤ ²¥¥ ¡Ê¤¥³ ´ §Ò¢ ÉÓ ¨Ì ¸μ¶·Ö¦¥´´Ò³¨ ÉμÎ± ³¨. �¥·¥Ìμ¤ ¦¥ ¸μ ¸²μÖ ´ 
¸²μ° μ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö ± ± ¢§ ¨³´μ-μ¤´μ§´ Î´μ¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ´ §¢ ´´Ò³¨
¶μ¤· §¤¥²¥´¨Ö³¨ ¸²μ¥¢ ¨ ¤¢ÊÌÉμÎ¥Î´Ò³¨ ¶μ¤³´μ¦¥¸É¢ ³¨.

‚  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ° £¥μ³¥É·¨¨ μ¶¨¸ ´´ Ö ±μ´¸É·Ê±Í¨Ö Ìμ·μÏμ ¨§¢¥¸É´ 
± ± ¶·μ¥±É¨¢´μ¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ [31].

31



�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 4.1. �²£¥¡· ¨Î¥¸±μ¥ (m, n)-¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ¶·μ¥±É¨¢-
´Ò³¨ ¶·Ö³Ò³¨ ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ¶·μ¥±É¨¢´Ò³, ¥¸²¨ ¶¥·¢ÊÕ ¶·Ö³ÊÕ ³μ¦´μ · §¡¨ÉÓ
´  ³´μ¦¥¸É¢μ M1 ´¥¶¥·¥¸¥± ÕÐ¨Ì¸Ö ¸¶¨¸±μ¢ ¶μ m ÉμÎ¥± ¢ ± ¦¤μ³,   ¢Éμ·ÊÕ
¶·Ö³ÊÕ Å ´  ³´μ¦¥¸É¢μ M2 ´¥¶¥·¥¸¥± ÕÐ¨Ì¸Ö ¸¶¨¸±μ¢ ¶μ n ÉμÎ¥± ¢ ± ¦¤μ³
É ±¨³ μ¡· §μ³, ÎÉμ ¨¸Ìμ¤´μ¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ¶μ·μ¦¤ ¥É ¢§ ¨³´μ-μ¤´μ§´ Î´μ¥
¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ÔÉ¨³¨ ³´μ¦¥¸É¢ ³¨. ‚ ¸²ÊÎ ¥, ±μ£¤  n = m, £μ¢μ·ÖÉ μ
¶·μ¥±É¨¢´μ³ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ n-£μ ¶μ·Ö¤± .

�Éμ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ ¶μ§¢μ²Ö¥É £¥μ³¥É·¨Î¥¸±¨ μ¶¨¸ ÉÓ · §´μ¸É´ÊÕ ¸Ì¥³Ê, § -
¤ ÕÐÊÕ (n, n)-¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ²Õ¡Ò³¨ ¸²μÖ³¨.

’¥μ·¥³  4.2. � §´μ¸É´ Ö ¸Ì¥³ ,  ¶¶·μ±¸¨³¨·ÊÕÐ Ö ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ¥
Ê· ¢´¥´¨¥ y′ = f(x, y) ¸ · Í¨μ´ ²Ó´μ° ¶· ¢μ° Î ¸ÉÓÕ ¨ § ¤ ÕÐ Ö (n, n)-
¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ²Õ¡Ò³¨ ¸²μÖ³¨, § ¤ ¥É ¶·μ¥±É¨¢´μ¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ n-£μ
¶μ·Ö¤±  ³¥¦¤Ê ¸μ¸¥¤´¨³¨ ¸²μÖ³¨. ˆ´Ò³¨ ¸²μ¢ ³¨, ¸²μ¨ P0, . . . PN ³μ¦´μ
· §¡¨ÉÓ ´  ³´μ¦¥¸É¢  M0, . . . , MN ¶μ n ÉμÎ¥± ¢ ± ¦¤μ³ É ±¨³ μ¡· §μ³, ÎÉμ
¶¥·¥Ìμ¤ ¸μ ¸²μÖ ´  ¸²μ° ¶μ·μ¦¤ ¥É ¢§ ¨³´μ-μ¤´μ§´ Î´μ¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê
ÔÉ¨³¨ ³´μ¦¥¸É¢ ³¨.

„μ± § É¥²Ó¸É¢μ. �Ê¸ÉÓ ¸Ì¥³  μ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö Ê· ¢´¥´¨¥³ (13). „²Ö Éμ£μ
ÎÉμ¡Ò ÔÉμ Ê· ¢´¥´¨¥ § ¤ ¢ ²μ (n, n)-¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ¸μ¸¥¤´¨³¨ ¸²μÖ³¨,
´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ¨ ¤μ¸É ÉμÎ´μ, ÎÉμ¡Ò μ´μ ¨³¥²μ ¸É¥¶¥´Ó n μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ y ¨ ŷ.

(i) �μ¤· §¤¥²¥´¨¥ ¸²μ¥¢. �·μ¨§¢μ²Ó´μ³Ê §´ Î¥´¨Õ y0 μÉ¢¥Î ¥É n ±μ·´¥°
Ê· ¢´¥´¨Ö

G(x0, x1, y0, y1) = 0,

μ¡Ñ¥¤¨´¨³ ¨Ì ¢ ¸¶¨¸μ± (y′
1, y

′′
1 , . . . , y

(n)
1 ). …¸²¨ ¶·¨ ´ Ï¥³ Î¨¸²μ¢μ³ ¢Ò¡μ·¥

§´ Î¥´¨° x0, x1, y0 ¸É ·Ï¨° ±μÔËË¨Í¨¥´É ¶·¨ y1 μ¡· Ð ¥É¸Ö ¢ ´Ê²Ó, ¢ ¸¶¨-
¸μ± ¤μ¡ ¢²Ö¥É¸Ö ∞, ± ± ÔÉμ ¶·¨´ÖÉμ ¢ ¶·μ¥±É¨¢´μ° £¥μ³¥É·¨¨. �μ¸±μ²Ó±Ê
¸Ì¥³   ¶¶·μ±¸¨³¨·Ê¥É ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥, μ¤´μ ¨§ ÔÉ¨Ì §´ Î¥´¨°,
¸± ¦¥³ y′

1, ¡²¨§±μ ± y0 ¨

y′
1 = y0 + f(x0, y0)Δx + . . .

Š ¦¤μ³Ê ¨§ Î¨¸¥² ¸¶¨¸±  (y′
1, y

′′
1 , . . . , y

(n)
1 ) μÉ¢¥Î ¥É ¶μ n Î¨¸¥² ´  2-³ ¸²μ¥.

‚μμ¡Ð¥ £μ¢μ·Ö, ¢¸¥£μ ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö n2 Î¨¸¥². —Éμ¡Ò ¸É¥¶¥´¨ ´¥ ·μ¸²¨, ´¥μ¡Ìμ-

¤¨³μ, ÎÉμ¡Ò Î¨¸² ³, ¢Ìμ¤ÖÐ¨³ ¢ ¸¶¨¸μ± (y′
1, y

′′
1 , . . . , y

(n)
1 ), μÉ¢¥Î ²¨ μ¤´¨ ¨

É¥ ¦¥ Î¨¸²  ´  ¢Éμ·μ³ ¸²μ¥, É. ¥. ÎÉμ¡Ò Ê· ¢´¥´¨Ö

G(x1, x2, y
(m)
1 , y2) = 0

¶·¨ ¢¸¥Ì m = 1, . . . , n ¨³¥²¨ ¡Ò μ¤´¨ ¨ É¥ ¦¥ ±μ·´¨. ‘μ¡¥·¥³ ÔÉ¨ ±μ·´¨ μ¶ÖÉÓ

¢ ¸¶¨¸μ± (y′
2, y

′′
2 , . . . , y

(n)
2 ). �μ²ÊÎ ¥É¸Ö, ÎÉμ ¸μ¸¥¤´¨¥ ¸²μ¨ ³μ¦´μ · §¡¨ÉÓ ´ 

¸¶¨¸±¨ ¶μ n ÉμÎ¥± ¢ ± ¦¤μ³ É ±, ÎÉμ¡Ò μ¤´μ³Ê ¸¶¨¸±Ê μÉ¢¥Î ² μ¤¨´ ¸¶¨¸μ±
´  ¸²¥¤ÊÕÐ¥³.
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(ii) ‘¶¨¸±¨ ´¥ ¶¥·¥¸¥± ÕÉ¸Ö. …¸²¨ ¡Ò ¸¶¨¸±¨ ´  1-³ ¸²μ¥ ¶¥·¥¸¥± -

²¨¸Ó, ¸± ¦¥³ ¸¶¨¸±¨ (y′
1, y

′′
1 , . . . , y

(n)
1 ) ¨ (z′1, z′′1 , . . . , z

(n)
1 ) ¨³¥²¨ μ¡Ð¨° Ô²¥-

³¥´É y′
1 = z′1, Éμ ÔÉ¨³ ¸¶¨¸± ³ μÉ¢¥Î ² ¡Ò μ¤¨´ ¨ ÉμÉ ¦¥ ¸¶¨¸μ± ´  2-³

¸²μ¥. ‚ É ±μ³ ¸²ÊÎ ¥ Î¨¸²  y1, y
′′
1 , . . . , y

(n)
1 ¨ z′1, z

′′
1 , . . . , z

(n)
1 Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ±μ·-

´Ö³¨ Ê· ¢´¥´¨Ö
G(x1, x2, y1, y

′
2) = 0

μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ y1. Šμ²Ó ¸±μ·μ ¸É¥¶¥´Ó ÔÉμ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö · ¢´  n, μ¡  ¸¶¨¸± 
¸μ¢¶ ¤ ÕÉ ¶μ²´μ¸ÉÓÕ.

� ¸¸³ É·¨¢ Ö É¥³ ¦¥ ¶ÊÉ¥³ ¶¥·¥Ìμ¤ ¸μ 2-£μ ´  3-° ¸²μ°, ¢¨¤¨³, ÎÉμ ¨
¸¶¨¸±¨, ´  ±μÉμ·Ò¥ ¤¥²ÖÉ¸Ö ÉμÎ±¨ 2-£μ ¸²μÖ, ´¥ ¤μ²¦´Ò ¶¥·¥¸¥± ÉÓ¸Ö.

(iii) ‘μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ¸¶¨¸± ³¨ ¢§ ¨³´μ-μ¤´μ§´ Î´μ¥. ‚ ¸¨²Ê (i) μ¤-
´μ³Ê ¸¶¨¸±Ê μÉ¢¥Î ¥É μ¤¨´ ¸¶¨¸μ± ´  ¸²¥¤ÊÕÐ¥³. �¡· É´μ, ¶μ § ¤ ´´μ³Ê

¸¶¨¸±Ê (y′
2, y

′′
2 , . . . , y

(n)
2 ) ´  2-³ ¸²μ¥ ³μ¦´μ μ¤´μ§´ Î´μ ¢μ¸¸É ´μ¢¨ÉÓ ¸²μ° ´ 

1-³, § ¶μ²´¨¢ ¥£μ ±μ·´Ö³¨ Ê· ¢´¥´¨Ö

G(x1, x2, y1, y
′
2) = 0.

‚ ¸¨²Ê ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ¸É¨ ¸²μ¥¢ ÔÉμ μ§´ Î ¥É, ÎÉμ ¨¸±μ³ Ö ¸Ì¥³  Ê¸É·μ¥´  ¸²¥-
¤ÊÕÐ¨³ μ¡· §μ³: ¸²μ¨ ³μ¦´μ ¶μ¤¥²¨ÉÓ ´  ´¥¶¥·¥¸¥± ÕÐ¨¥¸Ö ¸¶¨¸±¨ ¶μ n
ÉμÎ¥± ¢ ± ¦¤μ³, É ±¨³ μ¡· §μ³, ÎÉμ ¶μ·μ¦¤ ¥É¸Ö ¢§ ¨³´μ-μ¤´μ§´ Î´μ¥ ¸μμÉ-
¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ³´μ¦¥¸É¢μ³ ¸¶¨¸±μ¢ ´  1-³ ¸²μ¥ ¨  ´ ²μ£¨Î´Ò³ ³´μ¦¥¸É¢μ³
´  2-³. �

„μ± § ´´ Ö É¥μ·¥³  ¤ ¥É ¶μ¢μ¤ ± ¸²¥¤ÊÕÐ¥³Ê μ¶·¥¤¥²¥´¨Õ.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 4.2. � §´μ¸É´Ò¥ ¸Ì¥³Ò, § ¤ ÕÐ¨¥ (n, n)-¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê
²Õ¡Ò³¨ ¸²μÖ³¨, ¡Ê¤¥³ ´ §Ò¢ ÉÓ ¶·μ¥±É¨¢´Ò³¨ · §´μ¸É´Ò³¨ ¸Ì¥³ ³¨ n-£μ
¶μ·Ö¤± .

‚ Î ¸É´μ¸É¨, ¸Ì¥³  (16) Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶·μ¥±É¨¢´μ° · §´μ¸É´μ° ¸Ì¥³μ° 1-£μ
¶μ·Ö¤± ,   ¸Ì¥³  ¨§ ¶·¨³¥·  4.2 Å ¶·μ¥±É¨¢´μ° · §´μ¸É´μ° ¸Ì¥³μ° 2-£μ
¶μ·Ö¤± .

4.3. „¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö, ¤μ¶Ê¸± ÕÐ¨¥  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨Õ ¶·μ-
¥±É¨¢´Ò³¨ · §´μ¸É´Ò³¨ ¸Ì¥³ ³¨. ’¥μ·¥³  ‹Õ·μÉ  ¢ ¸¢μ¥° ¸É ·μ°, ¤μ¶μ²¥-
¢μ° Ëμ·³Ê²¨·μ¢±¥ [41] μ¶¨¸Ò¢ ¥É ¶·μ¥±É¨¢´μ¥ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ n-£μ ¶μ·Ö¤± .
�Éμ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ ¡¥§ ¡μ²ÓÏ¨Ì Ê¸¨²¨° ¶μ§¢μ²Ö¥É ÊÉ¢¥·¦¤ ÉÓ ¸²¥¤ÊÕÐ¥¥.

’¥μ·¥³  4.3. „²Ö ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö y′ = f(x, y) ¸ · Í¨μ-
´ ²Ó´μ° ¶· ¢μ° Î ¸ÉÓÕ ³μ¦´μ ¸μ¸É ¢¨ÉÓ ¶·μ¥±É¨¢´ÊÕ · §´μ¸É´ÊÕ ¸Ì¥³Ê n-£μ
¶μ·Ö¤±  ¢ Éμ³ ¨ Éμ²Ó±μ ¢ Éμ³ ¸²ÊÎ ¥, ±μ£¤  · Í¨μ´ ²Ó´μ° § ³¥´μ° n-£μ ¶μ-
·Ö¤±  ¥£μ ³μ¦´μ ¸¢¥¸É¨ ± Ê· ¢´¥´¨Õ �¨±± É¨.

„μ± § É¥²Ó¸É¢μ. ˆ§ É¥μ·¥³Ò ‹Õ·μÉ  [41] ¸²¥¤Ê¥É, ÎÉμ ¸¶¨¸±¨ ÉμÎ¥±
Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ÉμÎ± ³¨ · ¢´μ£μ Ê·μ¢´Ö ´¥±μÉμ·μ° · Í¨μ´ ²Ó´μ° ËÊ´±Í¨¨. �É 
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ËÊ´±Í¨Ö ³¥´Ö¥É¸Ö μÉ ¸²μÖ ± ¸²μÕ, ¶μÔÉμ³Ê § ¢¨¸¨É μÉ x. �¡μ§´ Î¨³ ¥¥
± ± r(x, y). “· ¢´¥´¨¥

t = r(x, y)

§ ¤ ¥É ¢§ ¨³´μ-μ¤´μ§´ Î´μ¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ÉμÎ± ³¨ ¶·μ¥±É¨¢´μ° ¶·Ö-
³μ°, ¢¤μ²Ó ±μÉμ·μ° ³¥´Ö¥É¸Ö ¶¥·¥³¥´´ Ö t, ¨ ¸¶¨¸± ³¨ ´  x-¸²μ¥. ‘²¥¤μ¢ -
É¥²Ó´μ, ¶·μ¥±É¨¢´ Ö ¸Ì¥³ 

G(x, x̂, y, ŷ) = 0

§ ¤ ¥É ¢§ ¨³´μ-μ¤´μ§´ Î´μ¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ¶¥·¥³¥´´Ò³¨ t = r(x, y) ¨
t̂ = r(x̂, ŷ). �μ¸±μ²Ó±Ê ¢¸Ö±μ¥ ¢§ ¨³´μ-μ¤´μ§´ Î´μ¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö
¤·μ¡´μ-²¨´¥°´Ò³, ÔÉμ μ§´ Î ¥É, ÎÉμ ¶·μ¥±É¨¢´ Ö · §´μ¸É´ Ö ¸Ì¥³  ¢¸¥£¤ 
³μ¦¥É ¡ÒÉÓ § ¶¨¸ ´ ¢ ¢¨¤¥

α(x, x̂) + β(x, x̂)r + γ(x, x̂)r̂ + δ(x, x̂)rr̂ = 0.

�Éμ μ§´ Î ¥É, ÎÉμ · Í¨μ´ ²Ó´μ° § ³¥´μ° ¶·μ¥±É¨¢´ Ö ¸Ì¥³  n-£μ ¶μ·Ö¤± 
³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¸¢¥¤¥´  ± ¶·μ¥±É¨¢´μ° ¸Ì¥³¥ ¶¥·¢μ£μ ¶μ·Ö¤± . ‚ ¸¨²Ê É¥μ·¥³Ò 4.1
ÔÉ  · §´μ¸É´ Ö ¸Ì¥³  μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¶¥·¥³¥´´μ° t = r(x, y)  ¶¶·μ±¸¨³¨·Ê¥É
´¥±μÉμ·μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ �¨±± É¨. �

’¥μ·¥³  4.3 μ¶¨¸Ò¢ ¥É ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö, ¤μ¶Ê¸± ÕÐ¨¥  ¶-
¶·μ±¸¨³ Í¨Õ ¶·μ¥±É¨¢´Ò³¨ · §´μ¸É´Ò³¨ ¸Ì¥³ ³¨, ± ± Ê· ¢´¥´¨Ö, ¸¢μ¤ÖÐ¨-
¥¸Ö · Í¨μ´ ²Ó´μ° ¶μ¤¸É ´μ¢±μ° ± Ê· ¢´¥´¨Õ �¨±± É¨. �ÉμÉ ±² ¸¸ ¤¨ËË¥-
·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° · ¸¸³ É·¨¢ ²¸Ö ¢ Ê¶μ³Ö´ÊÉÒÌ ¢ÒÏ¥ ¢ ¶. 1.8 · ¡μÉ Ì
�¥´²¥¢¥, μ¤´ ±μ ´  ¤ ´´Ò° ³μ³¥´É ¢ ´ Ï¥³ · ¸¶μ·Ö¦¥´¨¨ ´¥É  ²£μ·¨É³ ,
¶μ§¢μ²ÖÕÐ¥£μ ¢ÒÖ¸´¨ÉÓ §  ±μ´¥Î´μ¥ Î¨¸²μ ¤¥°¸É¢¨°, ¶·¨´ ¤²¥¦¨É ²¨ ¥³Ê
§ ¤ ´´μ¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ¨²¨ ´¥É.

�·¨³¥· 4.3. „¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥

(x4 − 2x3y + 2x2y2 + 2xy3 + y4 − 2y2)dx + (x2 + 2xy − y2)dy = 0 (24)

¡Ò²μ ¶μ²ÊÎ¥´μ ¨§ Ê· ¢´¥´¨Ö �¨±± É¨

dz

dx
= x2 + z2

¶μ¤¸É ´μ¢±μ°

z =
y(y + x)
y − x

.

“· ¢´¥´¨¥ (24) ¶·¨³¥Î É¥²Ó´μ É¥³, ÎÉμ ¥£μ ·¥Ï¥´¨¥ ¢Ò· ¦ ¥É¸Ö Ö¢´μ ¢ Í¨-
²¨´¤·¨Î¥¸±¨Ì ËÊ´±Í¨ÖÌ, μ¤´ ±μ ´¨ Maple 2016.1, ´¨ WolframAlpha ÔÉμ ·¥-
Ï¥´¨¥ ´¥ ´ Ìμ¤ÖÉ. �·¨ ÔÉμ³ Ê· ¢´¥´¨¥ �¨±± É¨ z′ = x2 + z2 ¢ Maple ¡¥§
É·Ê¤  ¨´É¥£·¨·Ê¥É¸Ö.
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‚ ¸¢μ¥° ¶¥·¢μ° · ¡μÉ¥ [22] �¥´²¥¢¥ ¤μ± § ², ÎÉμ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢-
´¥´¨¥, μ¡Ð¥¥ ·¥Ï¥´¨¥ ±μÉμ·μ£μ § ¢¨¸¨É μÉ ±μ´¸É ´ÉÒ  ²£¥¡· ¨Î¥¸±¨, · Í¨μ-
´ ²Ó´μ° § ³¥´μ° ¸¢μ¤¨É¸Ö ± Ê· ¢´¥´¨Õ �¨±± É¨. �μ ¢¸¥° ¢¨¤¨³μ¸É¨, �¥´²¥¢¥
ÌμÉ¥² ¤μ± § ÉÓ ¡μ²ÓÏ¥¥: ¥¸²¨ ·¥Ï¥´¨¥ § ¤ Î¨ ŠμÏ¨ (11) Ö¢²Ö¥É¸Ö n-§´ Î´μ°
ËÊ´±Í¨¥° y0, Éμ μ´μ · Í¨μ´ ²Ó´μ° § ³¥´μ° ¸¢μ¤¨É¸Ö ± Ê· ¢´¥´¨Õ �¨±± É¨.
‡¤¥¸Ó, μ¤´ ±μ, ¢μ§´¨±²¨ É·Ê¤´μ¸É¨, ¸¢Ö§ ´´Ò¥ ¸ ¶μ¤¸Î¥Éμ³ ¢¥É¢¥° Ê μ¡Ð¥£μ
·¥Ï¥´¨Ö, ¢Ò´Ê¤¨¢Ï¨¥ �¥´²¥¢¥ ¶μ§¦¥ ¢´¥¸É¨ ´¥±μÉμ·Ò¥ ¢¥¸Ó³  ¸ÊÐ¥¸É¢¥´-
´Ò¥ ±μ··¥±É¨¢Ò ¢ ¸¢μÕ ¶¥·¢ÊÕ · ¡μÉÊ [37]. �μ¶ÒÉ±  · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ·¥Ï¥´¨¥
´ Î ²Ó´μ° § ¤ Î¨

dy

dx
= f(x, y), y(a) = y0,

´  μÉ·¥§±¥ [a, b] ± ± (n, n)-¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ´ Î ²Ó´Ò³ ¨ ±μ´Î¥´Ò³ ¸²μÖ³¨
¢¸¥£¤  Ê¶¨· ¥É¸Ö ¢ É¥μ·¥³Ê ŠμÏ¨ μ ¥¤¨´¸É¢¥´´μ¸É¨ ·¥Ï¥´¨Ö. “¢Ö§ ÉÓ μ¤´μ
¸ ¤·Ê£¨³, ±μ´¥Î´μ, ³μ¦´μ, ´μ ¶μ²ÊÎ ÕÐ Ö¸Ö É¥μ·¨Ö ³´μ£μ É¥·Ö¥É ¢ ´ £²Ö¤-
´μ¸É¨ [26]. ’¥μ·¥³  4.3, ¡Ê¤ÊÎ¨ ¶μ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê · §´μ¸É´Ò³  ´ ²μ£μ³ É¥μ·¥³Ò
�¥´²¥¢¥ μ ¸¢¥¤¥´¨¨ ± Ê· ¢´¥´¨Õ �¨±± É¨, § ³¥´Ö¥É É·Ê¤´μ¥ ¶μ´ÖÉ¨¥ μ¡ μ¡-
Ð¥³ ·¥Ï¥´¨¨ ± ± ³´μ£μ§´ Î´μ° ËÊ´±Í¨¨ ±μ´¸É ´ÉÒ ¶·μ¸ÉÒ³ ¨ ¥¸É¥¸É¢¥´-
´Ò³ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥³ μ · §´μ¸É´μ° ¸Ì¥³¥ ± ±  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ³ Ê· ¢´¥´¨¨ n-£μ
¶μ·Ö¤± .

4.4. „¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö, ¤μ¶Ê¸± ÕÐ¨¥  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨Õ ¶·μ-
¥±É¨¢´Ò³¨ · §´μ¸É´Ò³¨ ¸Ì¥³ ³¨ 2-£μ ¶μ·Ö¤± . ‘¥°Î ¸ ³Ò μ£· ´¨Î¨³¸Ö ¡μ-
²¥¥ ¶·μ¸ÉÒ³ ¢μ¶·μ¸μ³: ± ± §  ±μ´¥Î´μ¥ Î¨¸²μ ¤¥°¸É¢¨° ¢ÒÖ¸´¨ÉÓ, ³μ¦´μ ²¨
¸μ¸É ¢¨ÉÓ ¤²Ö § ¤ ´´μ£μ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ¶·μ¥±É¨¢´ÊÕ ¸Ì¥³Ê
2-£μ ¶μ·Ö¤± ? ˆ²¨ ¦¥, ¢ ¸¨²Ê Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨ · §²¨Î´ÒÌ μ¶¨¸ ´¨° · ¸¸³ -
É·¨¢ ¥³μ£μ ±² ¸¸  ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°, ± ± §  ±μ´¥Î´μ¥ Î¨¸²μ ¤¥°-
¸É¢¨° ¢ÒÖ¸´¨ÉÓ, ³μ¦´μ ²¨ ¸¢¥¸É¨ § ¤ ´´μ¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ±
Ê· ¢´¥´¨Õ �¨±± É¨ ¶μ¤¸É ´μ¢±μ° 2-£μ ¶μ·Ö¤± ?

‡ ³¥Î ´¨¥ 4.2. �¥μ¡Ìμ¤¨³μ¸ÉÓ ´ ²μ¦¥´¨Ö μ£· ´¨Î¥´¨Ö ´  ¶μ·Ö¤μ± ³´μ-
£μÎ²¥´μ¢ μ¸É ¢²Ö¥É É¥μ·¨Õ ´¥§ ¢¥·Ï¥´´μ°. �¤´ ±μ ÔÉμ § É·Ê¤´¥´¨¥ É¨¶¨Î´μ
¤²Ö § ¤ Î ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ¢ ±μ´¥Î´μ³ ¢¨¤¥, ´ Î¨´ Ö ¸ § ¤ Î¨ „¥¡μ´  μ ¸Ê-
Ð¥¸É¢μ¢ ´¨¨  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ£μ ¨´É¥£· ² . ‚ ´ Ï¥³ · ¸¶μ·Ö¦¥´¨¨ ¨³¥ÕÉ¸Ö
³¥Éμ¤Ò, ¢ Éμ³ Î¨¸²¥ ·¥ ²¨§μ¢ ´´Ò¥ ¢ ¢¨¤¥ ¶ ±¥É  ¶μ¤ Sage [42], ¶μ§¢μ²ÖÕ-
Ð¨¥ §  ±μ´¥Î´μ¥ Î¨¸²μ Ï £μ¢ ¢ÒÖ¸´¨ÉÓ, Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ²¨ ¨´É¥£· ²Ó´Ò¥ ±·¨¢Ò¥
§ ¤ ´´μ£μ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö  ²£¥¡· ¨Î¥¸±¨³ ±·¨¢Ò³¨ § ¤ ´´μ£μ
¶μ·Ö¤±  N , ´μ ´¥É ¢μ§³μ¦´μ¸É¨ ¨§¡ ¢¨ÉÓ¸Ö μÉ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ¸É¨ § ¤ ´¨Ö ¶μ-
·Ö¤±  N [43].

…¸²¨ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ³μ¦´μ  ¶¶·μ±¸¨³¨·μ¢ ÉÓ ¶·μ¥±É¨¢-
´μ° ¸Ì¥³μ° ¢Éμ·μ£μ ¶μ·Ö¤± , Éμ ¢ ¸¨²Ê É¥μ·¥³Ò 4.3 ÔÉμ Ê· ¢´¥´¨¥ ¸¢μ¤¨É¸Ö
· Í¨μ´ ²Ó´μ° ¶μ¤¸É ´μ¢±μ° 2-£μ ¶μ·Ö¤±  ± Ê· ¢´¥´¨Õ �¨±± É¨. ‚ [26] ¡Ò²
¶·¥¤²μ¦¥´  ²£μ·¨É³, ¶μ§¢μ²ÖÕÐ¨° ¢ÒÖ¸´¨ÉÓ, ¸¢μ¤¨É¸Ö ²¨ § ¤ ´´μ¥ ¤¨ËË¥-
·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ± Ê· ¢´¥´¨Õ �¨±± É¨ ¶μ¤¸É ´μ¢±μ° 2-£μ ¶μ·Ö¤± . �¥-
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 ²¨§ Í¨Ö ´ Ï¥£μ  ²£μ·¨É³  ¢ Sage ¶μ§¢μ²¨²  μÉÒ¸± ÉÓ ¶μ¤¸É ´μ¢±Ê ¢ Éμ³
Î¨¸²¥ ¤²Ö Ê· ¢´¥´¨Ö ¨§ ¶·¨³¥·  4.3, μ¤´ ±μ ¨¸¶μ²´¥´¨¥ ¶·μ£· ³³Ò ¶μÉ·¥¡μ-
¢ ²μ ¤μ¢μ²Ó´μ ³´μ£μ ¢·¥³¥´¨ ¨ ·¥¸Ê·¸μ¢.

�μÉ¥·¶¥¢ §¤¥¸Ó ´¥Ê¤ ÎÊ, ¢¥·´¥³¸Ö ± ¨¸Ìμ¤´μ°, ±μ´¥Î´μ-· §´μ¸É´μ° ¶μ-
¸É ´μ¢±¥ ¢μ¶·μ¸ : ± ± §  ±μ´¥Î´μ¥ Î¨¸²μ ¤¥°¸É¢¨° ¢ÒÖ¸´¨ÉÓ, ³μ¦´μ ²¨ ¸μ-
¸É ¢¨ÉÓ ¤²Ö § ¤ ´´μ£μ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ¶·μ¥±É¨¢´ÊÕ ¸Ì¥³Ê 2-£μ
¶μ·Ö¤± ? �É¢¥É ´  ÔÉμÉ ¢μ¶·μ¸ ¤ ¥É ±² ¸¸¨Î¥¸± Ö É¥μ·¨Ö ¨´¢μ²ÕÍ¨°, · §¢¨É Ö
¢ ¶·μ¥±É¨¢´μ° £¥μ³¥É·¨¨ [44].

’¥μ·¥³  4.4. …¸²¨ ¤²Ö ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö

pdx + qdy = 0, p, q ∈ �[x, y], (25)

³μ¦´μ ¸μ¸É ¢¨ÉÓ ¶·μ¥±É¨¢´ÊÕ ¸Ì¥³Ê 2-£μ ¶μ·Ö¤± , Éμ ¸É¥¶¥´Ó ³´μ£μÎ²¥´  q
´¥ ¶·¥¢ÒÏ ¥É 2. …¸²¨ μ´  ¢ ÉμÎ´μ¸É¨ · ¢´  ¤¢Ê³ ¨ Ê· ¢´¥´¨¥

q(x, y) = 0

¨³¥¥É ¤¢  ±μ·´Ö y = α(x) ¨ y = β(x), Éμ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ t = r(x, y), ¶¥·¥-
¢μ¤ÖÐ¥¥ ¨¸Ìμ¤´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ¢ Ê· ¢´¥´¨¥ �¨±± É¨, ¶¥·¥¢μ¤¨É ÉμÎ±¨ y ¨ y′,
£ ·³μ´¨Î¥¸±¨ ¸μ¶·Ö¦¥´´Ò¥ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ÉμÎ¥± α ¨ β, ¢ μ¤´Ê ¨ ÉÊ ¦¥ ÉμÎ±Ê
μ¸¨ t.

‡ ³¥Î ´¨¥ 4.3. � ¶μ³´¨³, ÎÉμ ÉμÎ±¨ y ¨ y′ ´ §Ò¢ ÕÉ¸Ö £ ·³μ´¨Î¥¸±¨
¸μ¶·Ö¦¥´´Ò³¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ÉμÎ¥± α ¨ β, ¥¸²¨

(α, β, y, y′) = −1.

ˆ§¡ ¢²ÖÖ¸Ó μÉ  ´£ ·³μ´¨Î¥¸±μ£μ μÉ´μÏ¥´¨Ö, ÔÉμ · ¢¥´¸É¢μ ³μ¦´μ ¶¥·¥¶¨¸ ÉÓ
± ± α − y′

y′ − β
= −α − y

y − β
.

„μ± § É¥²Ó¸É¢μ. (i) �μ μ¶·¥¤¥²¥´¨Õ ± ¦¤Ò° ¸²μ° ³μ¦´μ · §¡¨ÉÓ ´ 
¸¶¨¸±¨ ¶μ ¤¢¥ ÉμÎ±¨ ¢ ± ¦¤μ³, É ±¨³ μ¡· §μ³, ÎÉμ · §´μ¸É´ Ö ¸Ì¥³  ¡Ê¤¥É
§ ¤ ¢ ÉÓ ¢§ ¨³´μ-μ¤´μ§´ Î´μ¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ÔÉ¨³¨ ¸¶¨¸± ³¨. ’μÎ±¨,
¢μ¤ÖÐ¨¥ ¢ μ¤¨´ ¨ ÉμÉ ¦¥ ¸¶¨¸μ± ¡Ê¤¥³ ´ §Ò¢ ÉÓ ¸μ¶·Ö¦¥´´Ò³¨,   ÉμÎ±Ê,
¸μ¶·Ö¦¥´´ÊÕ ÉμÎ±¥ y, ¡Ê¤¥³ μ¡μ§´ Î ÉÓ ± ± y′. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ÉμÎ±¥ y,
· ¢´μ ± ± ¨ ÉμÎ±¥ y′, μÉ¢¥Î ÕÉ ¤¢¥ ÉμÎ±¨

ŷ = y + f(x, y)Δx + . . . , ŷ′ = y′ + f(x, y′)Δx + . . . ,

  ÉμÎ±¥ ŷ, · ¢´μ ± ± ¨ ÉμÎ±¥ ŷ′, μÉ¢¥Î ÕÉ ÉμÎ±¨ y ¨ y′.
�μ¤Î¥·±´¥³, ÎÉμ μ¶¥· Í¨Ö ¸μ¶·Ö¦¥´¨Ö § ¢¨¸¨É μÉ ¸²μÖ, É. ¥. μÉ x, ´μ ´¥

§ ¢¨¸¨É μÉ ¤·Ê£¨Ì ¸²μ¥¢, É. ¥. μÉ Δx. �¶¥· Í¨Ö ¸μ¶·Ö¦¥´¨Ö § ¤ ¥É ¢§ ¨³´μ-
μ¤´μ§´ Î´μ¥ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ ¶·μ¥±É¨¢´μ° ¶·Ö³μ°. �μ¸±μ²Ó±Ê ¤¢μ°´μ¥ ¶·¨-
³¥´¥´¨¥ ÔÉμ° μ¶¥· Í¨¨ ¢μ§¢· Ð ¥É ¨¸Ìμ¤´ÊÕ ÉμÎ±Ê, É. ¥. (y′)′ = y, ÔÉμ ¶·¥-
μ¡· §μ¢ ´¨¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¨´¢μ²ÕÍ¨μ´´Ò³ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥³ [44, £². 2, § 6].
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(ii) —Éμ¡Ò μÉÒ¸± ÉÓ ¸μ¶·Ö¦¥´´ÊÕ ÉμÎ±Ê, ¨§ ¸¨¸É¥³Ò

G(x, x̂, y, ŷ) = 0, G(x, x̂, y′, ŷ) = 0

¸²¥¤Ê¥É ¨¸±²ÕÎ¨ÉÓ ŷ. �¥§Ê²ÓÉ ´É ÔÉμ° ¸¨¸É¥³Ò ¤μ²¦¥´ § ¢¨¸¥ÉÓ ´¥ μÉ x̂,  
Éμ²Ó±μ μÉ x. �μÔÉμ³Ê, Ê¸É·¥³¨¢ x̂ ± x, ³Ò ¸· §Ê ¶μ²ÊÎ¨³ Ê· ¢´¥´¨¥

G(x, x, y, y′) = 0, (26)

±μÉμ·μ³Ê ¤μ²¦´Ò Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÉÓ ¸μ¶·Ö¦¥´´Ò¥ ÉμÎ±¨.
‚ ¸¨²Ê É¥μ·¥³Ò 2.1 ¢¸Ö± Ö ¸Ì¥³  (13), ±μÉμ· Ö  ¶¶·μ±¸¨³¨·Ê¥É ¤¨ËË¥-

·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥

pdx + qdy = 0, p, q ∈ �[x, y],

¨³¥¥É ¢¨¤

μ(pΔx + qΔy) + · · · = 0, (27)

£¤¥ ³´μ£μÎ²¥´ μ Å · §´μ¸É´Ò°  ´ ²μ£ ¨´É¥£·¨·ÊÕÐ¥£μ ³´μ¦¨É¥²Ö. �μ¤¸É -
¢²ÖÖ ÔÉμ ¢Ò· ¦¥´¨¥ ¢ (26), ¨³¥¥³

μ(x, y)q(x, y)(y′ − y) + μ2(x, y)(y − y′)2 + · · · = 0

¨²¨
(y′ − y) · (μ(x, y)q(x, y) + μ2(x, y)(y − y′) + . . . ) = 0.

�¶¥· Í¨Ö ¸μ¶·Ö¦¥´¨Ö ´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö Éμ¦¤¥¸É¢¥´´Ò³ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥³, ÌμÉÖ ±μ-
·¥´Ó y′ = y Ê· ¢´¥´¨¥ (26), ±μ´¥Î´μ, ¨³¥¥É. �μÔÉμ³Ê ÉμÎ± , ¸μ¶·Ö¦¥´´ Ö ±
y, Ö¢²Ö¥É¸Ö ±μ·´¥³ ¢Éμ·μ£μ ³´μ¦¨É¥²Ö,   ¨³¥´´μ

μ(x, y)q(x, y) + μ2(x, y)(y − y′) + · · · = 0.

(iii) ‚¸¶μ³´¨³ É¥¶¥·Ó, ÎÉμ ¢¸Ö±μ¥ ¶·μ¥±É¨¢´μ¥ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ ¨³¥¥É ¤¢¥
´¥¶μ¤¢¨¦´Ò¥ ÉμÎ±¨, ±μÉμ·Ò¥ ³μ£ÊÉ ¸μ¢¶ ¸ÉÓ ¨²¨ μ± § ÉÓ¸Ö ±μ³¶²¥±¸´Ò³¨.
�¥¶μ¤¢¨¦´Ò¥ ÉμÎ±¨ ¨´¢μ²ÕÍ¨μ´´μ£μ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö, É. ¥. ÉμÎ±¨, ¤²Ö ±μÉμ-
·ÒÌ y = y′, Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÉ Ê· ¢´¥´¨Õ

μ(x, y)q(x, y) = 0.

�μ¸±μ²Ó±Ê É ±¨Ì ÉμÎ¥± ´¥ ¡μ²¥¥ ¤¢ÊÌ, ¶μ·Ö¤μ± ³´μ£μÎ²¥´  μq ¶μ y ´¥ ¶·¥-
¢μ¸Ìμ¤¨É 2. �É¸Õ¤  ¸· §Ê ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö ¶¥·¢μ¥ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¥ É¥μ·¥³Ò.

(iv) „μ¶Ê¸É¨³ É¥¶¥·Ó, ÎÉμ q Å ³´μ£μÎ²¥´ 2-° ¸É¥¶¥´¨ ¶μ y ¨ ¶μÔÉμ³Ê
³´μ¦¨É¥²Ó μ ´¥¨§¡¥¦´μ · ¢¥´ 1 ¨ ÎÉμ Ê· ¢´¥´¨¥

q(x, y) = 0
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¨³¥¥É ¤¢  · §²¨Î´ÒÌ ±μ·´Ö y = α(x) ¨ y = β(x). ˆ³¥´´μ ÔÉ¨ ÉμÎ±¨ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö
´¥¶μ¤¢¨¦´Ò³¨ ÉμÎ± ³¨ ¨´¢μ²ÕÍ¨μ´´μ£μ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö. ‘μ£² ¸´μ μ¸´μ¢-
´μ° É¥μ·¥³¥ É¥μ·¨¨ ¨´¢μ²ÕÍ¨° ¶μ ´¨³ ³μ¦´μ ¢μ¸¸É ´μ¢¨ÉÓ ¢¸¥ ¨´¢μ²ÕÍ¨μ´-
´μ¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥: ²Õ¡Ò¥ ¤¢¥ ¸μ¶·Ö¦¥´´Ò¥ ÉμÎ±¨ y ¨ y′ ¤¥²ÖÉ μÉ·¥§μ± [α, β]
£ ·³μ´¨Î¥¸±¨.

(v) �·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ t = r(x, y), ¶¥·¥¢μ¤ÖÐ¥¥ ¨¸Ìμ¤´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ (25)
¢ Ê· ¢´¥´¨¥ �¨±± É¨, ¡Ò²μ ¶μ¸É·μ¥´μ ¶·¨ ¤μ± § É¥²Ó¸É¢¥ É¥μ·¥³Ò 4.3: μ´μ
¶¥·¥¢μ¤¨É ¶ ·Ò ¸μ¶·Ö¦¥´´ÒÌ ÉμÎ¥± ¢ ÉμÎ±¨ μ¸¨ t. �

…¸²¨ § ¤ ´μ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ (25), ¶·¨Î¥³ ¸É¥¶¥´Ó ³´μ£μ-
Î²¥´  q ¶μ y · ¢´  2 ¨ Ê· ¢´¥´¨¥

q(x, y) = 0

¨³¥¥É ¤¢  ±μ·´Ö, Éμ ¢ÒÖ¸´¨ÉÓ,  ¶¶·μ±¸¨³¨·Ê¥É¸Ö ²¨ ÔÉμ Ê· ¢´¥´¨¥ ¶·μ¥±É¨¢-
´μ° ¸Ì¥³μ° 2-£μ ¶μ·Ö¤± , ³μ¦´μ ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ μ¡· §μ³:

1) ´ °É¨ ±μ·´¨ y = α(x) ¨ y = β(x) Ê· ¢´¥´¨Ö q(x, y) = 0;
2) ¨§ · ¢¥´¸É¢ 

(α, β, 0, 0′) = −1

μÉÒ¸± ÉÓ ÉμÎ±Ê 0′, ¸μ¶·Ö¦¥´´ÊÕ ´Ê²Õ;
3) ¨§ · ¢¥´¸É¢ 

(α, β,∞,∞′) = −1

μÉÒ¸± ÉÓ ÉμÎ±Ê ∞′, ¸μ¶·Ö¦¥´´ÊÕ ´Ê²Õ;
4) ¸μ¸É ¢¨ÉÓ ²Õ¡ÊÕ · Í¨μ´ ²Ó´ÊÕ ËÊ´±Í¨Õ t = r(x, y) 2-£μ ¶μ·Ö¤±  ¶μ

y, μ¡· Ð ÕÐÊÕ¸Ö ¢ ´Ê²Ó ¢ ÉμÎ± Ì 0 ¨ 0′ ¨ ¢ ∞ Å ¢ ÉμÎ± Ì ∞ ¨ ∞′;
5) ¶·μ¢¥·¨ÉÓ, ¶¥·¥¢μ¤¨É ²¨ ÔÉ  ËÊ´±Í¨Ö ¨¸Ìμ¤´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ¢ Ê· ¢´¥´¨¥

�¨±± É¨.

�·¨³¥· 4.4. „²Ö Ê· ¢´¥´¨Ö (24) ¨³¥¥³

q = x2 + 2xy − y2,

μÉ±Ê¤ 
α = (1 +

√
2)x, β = (1 −

√
2)x,

¨ ¶μÔÉμ³Ê

y′ =
x2 + xy

y − x
.

‚ Î ¸É´μ¸É¨,
0′ = −x, ∞′ = x.

� Í¨μ´ ²Ó´ÊÕ ËÊ´±Í¨Õ r 2-£μ ¶μ·Ö¤± , ±μÉμ· Ö μ¡· Ð ¥É¸Ö ¢ ´Ê²Ó ¶·¨ y = 0
¨ y = −x, ¢ ¡¥¸±μ´¥Î´μ¸ÉÓ Å ¶·¨ y = ∞ ¨ y = x, ³μ¦´μ § ¶¨¸ ÉÓ É ±:

r = λ(x)
y(y + x)
y − x

.
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�μ¸±μ²Ó±Ê ¤·μ¡´μ-²¨´¥°´μ¥ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ ¶¥·¥¢μ¤¨É Ê· ¢´¥´¨¥ �¨± É¨ ¢
¤·Ê£μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ �¨±± É¨, ³´μ¦¨É¥²Ó λ ´¨± ± ´¥ ¢²¨Ö¥É ´  Éμ, ¶·¨¢μ¤¨É ²¨
ÔÉ  ¶μ¤¸É ´μ¢±  ¨¸Ìμ¤´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ± Ê· ¢´¥´¨Õ �¨±± É¨ ¨²¨ ´¥É. �μÔÉμ³Ê
μ¸É ¥É¸Ö ¶·Ö³Ò³ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¥³ ¶·μ¢¥·¨ÉÓ, ¶¥·¥¢μ¤¨É ²¨ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥

z =
y(y + x)
y − x

¨¸Ìμ¤´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ¢ Ê· ¢´¥´¨¥ �¨±± É¨. ‚ ¤ ´´μ³ ¸²ÊÎ ¥ ÔÉ  ¶μ¤¸É ´μ¢± 
¶·¨¢μ¤¨É ± Ê· ¢´¥´¨Õ

dz

dx
= x2 + z2.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¤²Ö  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨ ¨¸Ìμ¤´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ³μ¦´μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ
¶·μ¥±É¨¢´ÊÕ ¸Ì¥³Ê

ẑ − z = (x2 + zẑ)Δx

¨²¨
ŷ(ŷ + x)
ŷ − x

− y(y + x)
y − x

=
(

x2 +
y(y + x)
y − x

ŷ(ŷ + x)
ŷ − x

)
Δx.

…¸²¨ ¸É¥¶¥´Ó ³´μ£μÎ²¥´  q ³¥´ÓÏ¥ 2, ¤·μ¡´μ-²¨´¥°´μ¥ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥
¶μ§¢μ²Ö¥É ¸¢¥¸É¨ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨¥ ± ¨§ÊÎ¥´´μ³Ê ¸²ÊÎ Õ, ¥¸²¨ ¨¸±²ÕÎ¨ÉÓ ¨§ · ¸-
¸³μÉ·¥´¨Ö μ¸μ¡Ò¥ ¸²ÊÎ ¨.

‡ ³¥Î ´¨¥ 4.4. Š ± ¢¨¤´μ, Ê· ¢´¥´¨¥ ¨§ ¶·¨³¥·  4.3 Ê¤ ²μ¸Ó ¸¢¥¸É¨ ±
Ê· ¢´¥´¨Õ �¨±± É¨ ¡¥§ ¸±μ²Ó±μ-´¨¡Ê¤Ó £·μ³μ§¤±¨Ì ¢ÒÎ¨¸²¥´¨°. Š²ÕÎ¥¢Ò³
³μ³¥´Éμ³ ·¥Ï¥´¨Ö ¡Ò² ¶¥·¥Ìμ¤ μÉ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ± · §´μ¸É-
´Ò³, É. ¥. ¤¨¸±·¥É¨§ Í¨Ö ¨¸Ìμ¤´μ° ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ° § ¤ Î¨. �μ ¢¸¥ ¢¨¤¨³μ-
¸É¨, ®¶· ¢¨²Ó´ Ö ¤¨¸±·¥É¨§ Í¨Ö¯ É¥μ·¨¨ ¨ ¤μ²¦´  ¶·¨¢μ¤¨ÉÓ ± Ê¶·μÐ¥´¨Õ
 ²£μ·¨É³μ¢ [45].

�¨¸. 4. �¤´  ¨§ ¨´É¥£· ²Ó´ÒÌ ±·¨¢ÒÌ ¤²Ö Ê· ¢´¥´¨Ö (24)
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4.5. ‚ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ¶μ ¶·μ¥±É¨¢´Ò³ · §´μ¸É´Ò³ ¸Ì¥³ ³. ‚ ¸¨²Ê É¥μ·¥³ 3.1
¨ 4.3 ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ¶μ ¶·μ¥±É¨¢´Ò³ ¸Ì¥³ ³ ³μ¦´μ ¶·μ¤μ²¦ ÉÓ §  ¶μ¤¢¨¦´Ò¥
μ¸μ¡Ò¥ ÉμÎ±¨ ¡¥§ ´ ±μ¶²¥´¨Ö μÏ¨¡±¨.

�·¨³¥· 4.5. �μ¸É·μ¨³ ·¥Ï¥´¨¥ ´ Î ²Ó´μ° § ¤ Î¨ ¤²Ö Ê· ¢´¥´¨Ö (24) ¸
´ Î ²Ó´Ò³ Ê¸²μ¢¨¥³ y(0) = 1 ¶μ · §´μ¸É´μ° ¸Ì¥³¥, Ê± § ´´μ° ¢ ±μ´Í¥ ¶·¨-
³¥·  4.4. Š ¦¤μ³Ê §´ Î¥´¨Õ xn ¶μ¸É ¢²¥´μ ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ¶μ ¤¢¥ ÉμÎ±¨,
yn ¨ ¸μ¶·Ö¦¥´´ Ö ± ´¥°. �μÔÉμ³Ê ¢ ± Î¥¸É¢¥ £· Ë¨±  (¸³. ·¨¸. 4) ¸· §Ê ¶μ-
²ÊÎ ¥É¸Ö ¨´É¥£· ²Ó´ Ö ±·¨¢ Ö, ±μÉμ· Ö ´¥ ¶·μ¥±É¨·Ê¥É¸Ö μ¤´μ§´ Î´μ ´  μ¸Ó
Ox. •μ·μÏμ ¢¨¤´μ, ÎÉμ · §´μ¸É´ Ö ¸Ì¥³  ¶μ§¢μ²Ö¥É μ¶¨¸Ò¢ ÉÓ ± ± ÊÌμ¤
¨´É¥£· ²Ó´μ° ±·¨¢μ° ´  ¡¥¸±μ´¥Î´μ¸ÉÓ, É ± ¨ ¶·μÌμ¦¤¥´¨¥ Î¥·¥§ ÉμÎ±¨  ²-
£¥¡· ¨Î¥¸±¨Ì μ¸μ¡¥´´μ¸É¥°.

5. ‡�Š‹�—…�ˆ…

�  ´ Ï ¢§£²Ö¤, ¢ ¦´μ° Î ¸ÉÓÕ ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ£μ ³μ¤¥²¨·μ¢ ´¨Ö Ë¨§¨Î¥-
¸±¨Ì Ö¢²¥´¨° Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸μ§¤ ´¨¥ Í¥¶μÎ¥± ³μ¤¥²¥°,   ´¥ Éμ²Ó±μ · §· ¡μÉ± 
Î¨¸²¥´´ÒÌ ³¥Éμ¤μ¢  ´ ²¨§  ³μ¤¥²¥° ¨ ¸¨³¢μ²Ó´ÒÌ ³¥Éμ¤μ¢ Ê¶·μÐ¥´¨Ö ³μ¤¥-
²¥°. �·¨ ÔÉμ³ ¢¥¸Ó³  ¦¥² É¥²Ó´μ, ÎÉμ¡Ò ¢μ £² ¢¥ ¨¥· ·Ì¨¨ ³μ¤¥²¥° ²¥¦ ²¨
³μ¤¥²¨,  ´ ²¨§ ±μÉμ·ÒÌ ³μ¦´μ ¢Ò¶μ²´¨ÉÓ ´ ¨¡μ²¥¥ ¶·μ¸Éμ ¸μ¢·¥³¥´´Ò³¨
Î¨¸²¥´´Ò³¨ ³¥Éμ¤ ³¨.

‚ ¤¥²¥ μÉÒ¸± ´¨Ö ¶·μ¸ÉÒÌ ³μ¤¥²¥° ´ ¡²Õ¤ ¥É¸Ö ¨´¥·Í¨Ö, ¡² £μ¤ ·Ö ±μ-
Éμ·μ° ¶·μ¸ÉÒ³¨ ¸Î¨É ÕÉ¸Ö ³μ¤¥²¨, μ¸´μ¢ ´´Ò¥ ´  ¨´É¥£·¨·Ê¥³ÒÌ ¢ ¸¨³¢μ²Ó-
´μ³ ¢¨¤¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨ÖÌ. ‚ ¶¥·¢μ° £² ¢¥ ³Ò ¤ ²¨ ±· É±¨°
μ¡§μ· ³¥Éμ¤μ¢ ¸¨³¢μ²Ó´μ£μ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ¨ ¶μ± § ²¨, ÎÉμ ¸ÊÐ¥¸É¢ÊÕÐ¨¥
±μ³¶²¥±¸Ò ¶·μ£· ³³ ¶·¥¤² £ ÕÉ ¢ ± Î¥¸É¢¥ ®ÉμÎ´μ ·¥Ï ¥³ÒÌ¯ ¤¨ËË¥·¥´Í¨-
 ²Ó´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö, ·¥Ï¥´¨Ö ±μÉμ·ÒÌ ¡Ò²μ ¡Ò Ê¤μ¡´μ ¢ÒÎ¨¸²ÖÉÓ Î¨¸²¥´´Ò³¨
³¥Éμ¤ ³¨ É¥Ì Ô¶μÌ, ±μ£¤  É ¡²¨ÍÒ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ËÊ´±Í¨° ¡Ò²¨ ¢μ ¢¸¥μ¡Ð¥³
Ê¶μÉ·¥¡²¥´¨¨,   ¸É¥¶¥´´Ò¥ ·Ö¤Ò ¸Î¨É ²¨¸Ó ÔËË¥±É¨¢´Ò³ Î¨¸²¥´´Ò³ ¨´¸É·Ê-
³¥´Éμ³. ‚ ´ ¸ÉμÖÐ¥¥ ¢·¥³Ö μ¸´μ¢´Ò³ ³¥Éμ¤μ³ ·¥Ï¥´¨Ö ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ
Ê· ¢´¥´¨° ¸É ² ³¥Éμ¤ ±μ´¥Î´ÒÌ · §´μ¸É¥°, ¶μÔÉμ³Ê ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É¸Ö · §Ê³-
´Ò³ ¶μ¸É ¢¨ÉÓ § ¤ ÎÊ μ¡ μÉÒ¸± ´¨¨ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°, ¶·μ¸ÉÒÌ
¨³¥´´μ ¸ ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö ¶·¨³¥´¥´¨Ö ± ´¨³ ³¥Éμ¤  ±μ´¥Î´ÒÌ · §´μ¸É¥°.

ŒÒ ´ §Ò¢ ¥³ Ê· ¢´¥´¨¥ ¶·μ¸ÉÒ³, ¥¸²¨ ¤²Ö ´¥£μ ³μ¦´μ ¸μ¸É ¢¨ÉÓ · §´μ¸É-
´ÊÕ ¸Ì¥³Ê, ¸Î¥É ¶μ ±μÉμ·μ° ¸¢μ¡μ¤¥´ μÉ ¨§¢¥¸É´ÒÌ § É·Ê¤´¥´¨°, Ì · ±É¥·´ÒÌ
¤²Ö ³¥Éμ¤  ±μ´¥Î´ÒÌ · §´μ¸É¥°. Š ± ¨§¢¥¸É´μ, ¶·¨ ·¥Ï¥´¨¨ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó-
´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¶μ ÔÉμ³Ê ³¥Éμ¤Ê ¢μ§´¨± ¥É ´¥¸±μ²Ó±μ § É·Ê¤´¥´¨°. ‚ ´ ¸ÉμÖ-
Ð¥° · ¡μÉ¥ ³Ò μ¸É ´μ¢¨²¨¸Ó ´  μ¤´μ° ¨§ ´¨Ì: ´  ÊÌÊ¤Ï¥´¨¨  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨
¢ μ±·¥¸É´μ¸É¨ ¶μ¤¢¨¦´μ° μ¸μ¡μ° ÉμÎ±¨.

‚ ± Î¥¸É¢¥ ¶¥·¢μ£μ Ï £  ¨ ¢μ¶·¥±¨ Ê¸ÉμÖ¢Ï¥³Ê¸Ö ³´¥´¨Õ ³Ò ¶μ± § ²¨,
ÎÉμ ¤²Ö Ê· ¢´¥´¨Ö �¨±± É¨ ³μ¦´μ ¸μ¸É ¢¨ÉÓ · §´μ¸É´ÊÕ ¸Ì¥³Ê, ¸Î¥É ¶μ ±μ-
Éμ·μ° ³μ¦´μ ¶·μ¤μ²¦ ÉÓ §  ¶μ¤¢¨¦´Ò¥ ¶μ²Õ¸  ¡¥§ § ³¥É´μ£μ ´ ±μ¶²¥´¨Ö
μÏ¨¡±¨. “¦¥ ´  ÔÉμ³ ÔÉ ¶¥ ³μ¦´μ ¡Ò²μ ¶μ¸É ¢¨ÉÓ § ¤ ÎÊ μ¡ μ¶¨¸ ´¨¨ ±² ¸¸ 
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¢¸¥Ì ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° (¨ ´¥ Éμ²Ó±μ ¶¥·¢μ£μ ¶μ·Ö¤± ), ¤²Ö ±μÉμ-
·ÒÌ ³μ¦´μ ¸μ¸É ¢¨ÉÓ É ±¨¥ · §´μ¸É´Ò¥ ¸Ì¥³Ò. �¤´ ±μ ´ §¢ ´´μ¥ ¸¢μ°¸É¢μ ´¥
Ö¢²Ö¥É¸Ö  ²£¥¡· ¨Î¥¸±¨³ ¨ ¶μÔÉμ³Ê ´¥ ¶μ´ÖÉ´μ, ± ± ¨¸¸²¥¤μ¢ ÉÓ ÔÉμÉ ¢μ¶·μ¸.

ˆ¸¸²¥¤μ¢ ´¨¥ ´ Ï¥° · §´μ¸É´μ° ¸Ì¥³Ò ¤²Ö Ê· ¢´¥´¨Ö �¨±± É¨ ¶μ¤Éμ²±-
´Ê²μ ´ ¸ ¢§£²Ö´ÊÉÓ ´  · §´μ¸É´ÊÕ ¸Ì¥³Ê ± ± ´   ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ¥ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥,
§ ¤ ÕÐ¥¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ¸²μÖ³¨, ¢ ± Î¥¸É¢¥ ±μÉμ·ÒÌ ¢ ¸²ÊÎ ¥ ¤¨ËË¥-
·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¢¨¤  y′ = f(x, y) ¥¸É¥¸É¢¥´´μ ¶·¨´ÖÉÓ ¶·μ¥±É¨¢´Ò¥
¶·Ö³Ò¥. � Ï  · §´μ¸É´ Ö ¸Ì¥³  ¤²Ö Ê· ¢´¥´¨Ö �¨±± É¨ ¶·¨³¥Î É¥²Ó´  É¥³,
ÎÉμ μ´  § ¤ ¥É ¶·μ¥±É¨¢´μ¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ¸²μÖ³¨.

‡ É¥³ ³Ò Ê¢¨¤¥²¨, ÎÉμ ¸Î¥É ¶μ · §´μ¸É´Ò³ ¸Ì¥³ ³, § ¤ ÕÐ¨³ ¶·μ¥±É¨¢-
´Ò¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨Ö ³¥¦¤Ê ¸²μÖ³¨, ¢¸¥£¤  ³μ¦´μ ¶·μ¤μ²¦ ÉÓ §  μ¸μ¡Ò¥ ÉμÎ±¨.
�Éμ ¸¢μ°¸É¢μ Å  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ¥, ¶μÔÉμ³Ê ±² ¸¸ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥-
´¨°, ¤²Ö ±μÉμ·ÒÌ ³μ¦´μ ¸μ¸É ¢¨ÉÓ ¶·μ¥±É¨¢´Ò¥ · §´μ¸É´Ò¥ ¸Ì¥³Ò, Ê¤ ²μ¸Ó
μ¶¨¸ ÉÓ. �Éμ Å ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö, ¸¢μ¤¨³Ò¥  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ°
¶μ¤¸É ´μ¢±μ° ± Ê· ¢´¥´¨Õ �¨±± É¨. �ÉμÉ ±² ¸¸ · ¸¸³ É·¨¢ ²¸Ö ¢ · ´´¨Ì
· ¡μÉ Ì �¥´²¥¢¥, ¡μ²¥¥ Éμ£μ, ¢¸¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ �¥´²¥¢¥, ± ¸ ÕÐ¨¥¸Ö ¤¨ËË¥-
·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°, μ¡Ð¥¥ ·¥Ï¥´¨¥ ±μÉμ·ÒÌ § ¢¨¸¨É μÉ ±μ´¸É ´É  ²£¥-
¡· ¨Î¥¸±¨, ³μ¦´μ ¶¥·¥¢¥¸É¨ ´  Ö§Ò± ±μ´¥Î´ÒÌ · §´μ¸É¥°. �·¨ ÔÉμ³ É¥μ·¨Ö
Éμ²Ó±μ ¢Ò¨£·Ò¢ ¥É ¢ Ö¸´μ¸É¨.

�Éμ ¶μ¤¢μ¤¨É ´ Ï¨ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö ± É ±μ° ¢ ¦´μ° É¥³¥, ± ± ±μ´¸É·Ê¨-
·μ¢ ´¨¥ · §´μ¸É´ÒÌ ¸Ì¥³, ¸μÌ· ´ÖÕÐ¨Ì ¢ Éμ³ ¨²¨ ¨´μ³ ¸³Ò¸²¥  ²£¥¡· ¨Î¥-
¸±¨¥ ¸¢μ°¸É¢  ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö. �μ¦ ²Ê°, ´ ¨¡μ²¥¥ ¨§¢¥¸É´Ò³
¶·¨³¥·μ³ É ±μ£μ ·μ¤  ¸Ì¥³ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¸¨³¶²¥±É¨Î¥¸±¨¥ ¸Ì¥³Ò �Ê´£¥ÄŠÊÉÉÒ,
¸μÌ· ´ÖÕÐ¨¥ ¸¨³¶¥±É¨Î¥¸±ÊÕ ¸É·Ê±ÉÊ·Ê Ê· ¢´¥´¨° ƒ ³¨²ÓÉμ´  ¨, ± ± ¸²¥¤-
¸É¢¨¥, ÉμÎ´μ ¸μÌ· ´ÖÕÐ¨¥ ¢¸¥ ±¢ ¤· É¨Î´Ò¥ ¨´É¥£· ²Ò [46]. �É¨ ¸Ì¥³Ò, ¶·¨
¢¸¥° ¸²μ¦´μ¸É¨ ¨Ì ¶μ¸É·μ¥´¨Ö ¨ μ·£ ´¨§ Í¨¨ ¸Î¥É , ¶μ§¢μ²ÖÕÉ ¶·μ¤μ²¦ ÉÓ
¸Î¥É ´  ¢¥¸Ó³  §´ Î¨É¥²Ó´Ò¥ ¢·¥³¥´´Ò¥ ¨´É¥·¢ ²Ò, ÎÉμ μ¸μ¡¥´´μ ¢ ¦´μ ¤²Ö
· ¸Î¥É  É· ¥±Éμ·¨¨ ¸¶ÊÉ´¨±μ¢ ¨ ¶·μÎ¨Ì ³ ²ÒÌ É¥² ¢ ‘μ²´¥Î´μ° ¸¨¸É¥³¥.

‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, ´¥²Ó§Ö ´¥ § ³¥É¨ÉÓ, ÎÉμ ´ Ï¨ ³¥Éμ¤Ò μ¶¨· ÕÉ¸Ö ´ 
³¥Éμ¤Ò ¶·μ¥±É¨¢´μ° £¥μ³¥É·¨¨. ŒÒ ´ ¤¥¥³¸Ö, ÎÉμ ¨ ¤²Ö ¸¨¸É¥³ ¤¨ËË¥·¥´-
Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° Ê¤ ¸É¸Ö ¸μ§¤ ÉÓ · §´μ¸É´Ò¥ ¸Ì¥³Ò, ¸μÌ· ´ÖÕÐ¨¥  ²£¥-
¡· ¨Î¥¸±¨¥ ¸¢μ°¸É¢  ¨¸Ìμ¤´μ° ¸¨¸É¥³Ò, ¨ ÎÉμ ¤²Ö ÔÉμ£μ ¡Ê¤¥É ¤μ¸É ÉμÎ´μ
·¥§Ê²ÓÉ Éμ¢ ¨§  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ° £¥μ³¥É·¨¨. ˆ´Ò³¨ ¸²μ¢ ³¨, ³Ò ¶μ² £ ¥³, ÎÉμ
±μ´¸É·Ê¨·μ¢ ´¨¥ · §´μ¸É´ÒÌ ¸Ì¥³ ¶μÉ·¥¡Ê¥É ± ± ¶·¨²μ¦¥´¨Ö ´ ¨¡μ²¥¥  ¡-
¸É· ±É´ÒÌ · §¤¥²μ¢ £¥μ³¥É·¨¨, É· ¤¨Í¨μ´´μ μÉ´μ¸¨³ÒÌ ± Î¨¸Éμ° ³ É¥³ É¨±¥,
É ± ¨ ¸μ§¤ ´¨Ö ¶·μ£· ³³´ÒÌ ±μ³¶²¥±¸μ¢ ¤²Ö · ¡μÉÒ ¸  ²£¥¡· ¨Î¥¸±¨³¨ ³´μ-
£μμ¡· §¨Ö³¨ ¨ £·Ê¶¶ ³¨ ¨Ì ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨°.

�  ´ Ï ¢§£²Ö¤, · §· ¡μÉ±  Éμ£μ ·μ¤  ±μ³¶²¥±¸μ¢, ¨§ ±μÉμ·ÒÌ ¸ ³Ò³ ¨§-
¢¥¸É´Ò³ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶ ±¥É AlgCurves for Maple, Éμ·³μ§¨É¸Ö ¨³¥´´μ ¨§-§  μÉ¸ÊÉ-
¸É¢¨Ö ¶·¨²μ¦¥´¨°. ŒÒ ´ ¤¥¥³¸Ö, ÎÉμ ´Ê¦¤Ò ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ£μ ³μ¤¥²¨·μ¢ ´¨Ö
¶·¨¤ ¤ÊÉ ´μ¢Ò° ¨³¶Ê²Ó¸ ¤²Ö · §¢¨É¨Ö ±μ³¶ÓÕÉ¥·´ÒÌ ³¥Éμ¤μ¢ ¢ ±² ¸¸¨Î¥¸±¨Ì
¢μ¶·μ¸ Ì  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ° £¥μ³¥É·¨¨.
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